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吉米多维奇是前苏联有影响的教育家和数学家。他主编的 《吉 
米多维奇数学分析习 题集》 （含4462道习题)和 《工科 用数学分析中 
的问题和练习>(含3193道习题），内容丰富，覆盖面广泛，针对性强， 
在我国有较大的影响，书中的许多习题，都广泛地被我国多种高等 
数学教材所采用，有些题目甚至出现在全国考研等试题中。 

但是由于该书题量较大，部分习题难度大，全部用来练习耗时 
较多，为了让读者在一定的时间内达到较好的学习效果，提高学习 
效率，我们对原书进行了精选，选岀了部分难度适中、有代表性且属 
于高等数学范畴的习题，做出了科学、规范的解答，有些还做了点 
评，指出了解决此类题目的思路和方法。有的题目给出了一题多 
解，以培养读者的分析能力和发散思维能力。 

除此之外，作者还结合自己多年对考研试题的研究和多年辅导 
考研数学的经验，精心选择了少量近年国内研究生入学考试的典型 
试题，更好的体现了本书的编写宗旨。 

本书共分十二章，每章又分若干节，在章节设置上和同济大学 
六版高等数学教材基本一致，涉及的内容涵盖了高等数学的全部主 
题。在本书中每章除最后一节外每节包括两大部分 内容： 

知识要 点:简 要对每节涉及的基本概念、基本定理和公式进行 
了系统梳理。 

基本题型 :对每 节常见的基本题型进行了归纳总结，便于读者 
理解和掌握基本知识，有利于提高读者的解题能力和数学思维水 
平。 

每章最后一节是综合提高题型，这一节的题目综合性较强，难 
度较大，有相当一部分是考研真题,通过本节的学习，可以提高读者 
的应变能力、思维能力和分析问题、解决问题的能力，把握重点、了 
解考研动向、开拓视野。 
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第一章极限与连续 


§ 1.函 数 

1 . 函数的概念 设有两个变量: C 与％如果变童: T 在其变化范围 D 内任取一个确定的数值 
时，变童 J 按照一定的规则/总有惟一确定的数值和它对应，则称变量^是变量: C 的函数,记为 

J = 称为自变量 d 称为因变量， D 称为函数的定义域，/表示由: r 确定 y 的对应规则. 

2. 函数的主要性质 

(1) 有界性设函数 /( x ) 在集合 D 上有定义，如果存在一个正常数 M , 使得对于: r 在 D 上 


的任意取值，均有 l /( i ) l < M , 则称函数 /( i ) 在 D 上有界，否则称 /(： r ) 在 D 上无界. 

<2)单调性设函数/(^)在某区间 D 上有定义，如果对于 D 上任意两点且:^<1 2 , 
均有/(心）</(工 2 )(或 /uo >/ u 2 )), 则称函数 / U ) 在 D 上单调增加（或单调减少）.单调增 

加与单调减少函数统称为单调函数. 


(3) 奇偶性设函数 /( x ) 在关于原点对称的区间 D 上有定义，如果对 D 上任意点 I ，均有 

/(-• r )=/ U )( S /(-： r )= - /( x )), 则称函数 / U ) 为偶函数(或奇函数）. 

(4) 周期性设函数 /(; c ) 在集合 D 上有定义，如果存在正常数 T ， 使得对于 D 上任意 x ， 

均有 /(x + T )=/( x ) ，则称 /( x ) 为周期函数，使上式成立的最小正数为周期函数的周期. 

3.基本初等函数与初等函数常数函数 y = 为常数），幂函数^ = /(«€尺），指数函 
数 : y = ^( a ^ l，a >0)，对数函数 y = log^(a ^ 1, a >0)， 三角函数和反三角函数称为基本初等 
函数.由基本初等函数经过有限次四则运算或有限次复合，并由一个式子表示的函数称为初等 
函数. 


基本题型 


求一元函数的定义域 

【 1 】 函数: v = 十的定义域为 _ • 

解 由已知条件知 

/1 - 2x>0 fl-2r>0 

l(^) 2 <r EP I-k^o ' 

解得-+«士，因此定义域为[-含， +]. 

故应填[-+，+]. 

【 2 】 函数 / U > = — Lr — 的定义域为_ . 



( A ): r € K ， 但 x^O 


( C ): r €* K , 但 x #0, - 1，一- 

4 

解由 x #0,1 + 丄 #0,1 + 

X 



( B ) iGJ ?， 但 1 + 丄关 0 

X 

( D ): c € K ， 但: r 关0, -1 

#0,得 - 1，-士. 


故应选 ( C ). 


【3】已知 / U ) = s inx ，/ I 9 U )] = l - x 2 , 则 pU ) 的定义域为_ 

解由 sirup (: c ) = l - x 2 , 所以 ( p { x ) = arcsin ( \~ x 2 ) 

从而— 1<1 — ： r 2 < i ， 所以 . 

故应填 [ ~/2,72]. 

【 4 】已知 /( i )= 〆 ， /[ p (： c ) ] = 1 — x ， 且 f ( x ) >0,则 < p ( x ) ^ 


，定义域为 


解因为 /( x ) = 〆 , 所以 
对上式两端取对数，得 cp { x ) ^ V \ n ( l - x ). 

由 ln(l — 有 1 —_ r > l , 即： r <0. 

故应填 vMnd - d . C - o ^ O ]. 

【5】已知函数 /( lag /)= v ^, 则 / U )= _其定义域为_，其中 fl # l , 且 a 

>0. 

解令 log〆 则 d . 函数 /( log〆 ） 可化为 / u ) = af ，从而 /( x ) - a 2 . 

定义域为（ - oo , + oo ). 

故应填 af » ( _ °°，+ oo ). 

【61 设 / U )= taru ■，/ I g U )]=: r 2 -2, 且 ，则 g ( x ) 的定义域为_ . 

解 / [尽 (* r )] = tang (: c ) = j : 2 -2, 所以 ^( j ：) — arctanC x 2 — 2). 

因为 I ) I ，所以- l ^ j ： 2 - 2<1，因此 - 1 或 

故应填 - i ] U [ i ，75]. 

求初等函数的表达式 

【7】已知/(^ +士)二求 / U ). 


所以/(工 卜] 1 

工_2 

【8】设 /( ^ _ j j = 3/( jt 〉- Zr ， 求 /( x ) • 
解令1二£，则: 

: T 一 1 / 一 1 







于是 


f(t)=3f 


±1\ 2t+2 

- 1) 一 t-l 


3[3f(t) ] - 


2 t +2 
/一 1 


整理得 Sf ( t )= 6 t +2 


所以 


fix) 


3 


t-V 

1 X 十 


4 


x 


4 x 一 1 ♦ 


9 


设 /( x ) 


X 


V 1 + x 2 


， /l(x) =/I/(«r)] ， /2(i) =/[/i( 工）]， 


# 寿 9 


/” 十 1(工）=/[乂(工〉](?1 = 1，2，一），则/„(工）= 


解 fix ) 


X 


1 + 


X 


2 


/l(x) =/[/(x)] = 


/(X) 


l+/ 2 U) 



/ 2 U) =/t/l(x)] 


/l(x) 


般地，可用数学归纳法证明 


X 



1 + 2x 


2 


X 


y 1 +/?(: r ) y 1 + 3 x 2 


/ wUH / u - iU )]= 7 t ^ ttP ( w = 2 ’ 3 ’ 4 ，...)- 


故应填一 7 = j . 

v 1 + (n + 1 )x 2 

【 10 】设 a 0 + + <32 工 2 + … + a 8 x 8 = (2x — l ) 8 , 求 ai + a 2 + … + a 7 . 

解设 f{x) - a Q + a\X + 口 2 工 2 + … + a 8 :c 8 = (2 j: - l) 8 , 则 

/(0) = a 0 =l,/(l) = + a】+ … + a 8 = 1. 

比较两边 x 8 的系数 a 8 = 2 8 . 

故 a ] + <32 + ." + a 7 = l_ a o — a 8 = _256. 

【11 】 设 / U ) 满足 / 2 ( lnr )-2:^( lr ^)+_ r 2 hir = 0, 且 /(0)=0, 求 /( x ). 
解令 dnr , 即 : r = e ( ，则有 / 2 ( r )- 2ey(O + iP = 0 ， 

由此可解得 / U ) = &± - 

i 

因为 /(0) = 0, 由上式可得 /(0 = e ( ( l - 
即 所求的 函数为 / U ) = e 11-/ T ^)，0<: c < l . 

求分段函数的表达式 


12 】设/⑴ 


e 


( A )/ (-: r ) 


e 


-X 


( C )/( - x ) 




e 


- X 


X 


x>0 




co&r, x>0 
,x<0 


• xX ) 


，则 /(-X) 


( B )/(- x ) 


e 


—X 


( D )/(- x ) 


co&x 


e 


X 


x^O 

工 >0 

x<0 

x^O 


解当一 ： r<0 时， /( — : r ) = e - 卜* ^ = e x ; 当 一: r>0 日 +，/( - 1 ) = cos (— j ) 


所以 /( -: r ) 


cosx 


e 


X 


x<0 

x^O 








故应选 ( D ) 



( C )/( x ) = In ( D )/( x ) = x 2 cosx 

•T - 1 

解易验证 ( A ) 为奇函数， （ B ) 为非奇非偶函数， （ C ) 为奇函数， （ D ) 为偶函数. 
故应选 ( B ). 

【16】设 /(* r ) 为奇函数，判断下列函数的奇 偶性： 

⑴ VU) ⑵ U 2 + l)/U) ⑶ l/U)l 


解 （1) 设 = 则 F ( - x ) - ( - x ) f ( - x ) = jf { x ) = FU ), 

故 WU ) 为偶函数. 

同理可得 ：（2) U 2 + 1)/ U ) 为奇 函数； （3)|/ U )| 为偶 函数； 


(4卜/( -i) 为奇 函数； ( 5 ) f ( x )(~~ - +) 为偶函数. 

^ « I ^ 

【17】 已知函数 /U) 满足 /U + 30=/U)+/(：y ), 则 / U) 是_ . 

(A) 奇函数 （B) 偶函数 （C) 非奇非偶函数 （D) 不 能确定 

解 因为/(1 + 30=/(之）+/(30,所以/(0)=/(0 + 0)=/(0)+/(0)=2/(0),从而/(0)=0. 
因为0=/(0)=/(1-1)=/^ + (-：0]=/(1)+/(-1)，所以/(-1)=-/^)，因此，/(：0是奇 
函数. 

故应选 (A). 

【18】 设 /(X) 为奇函数， gU) 为偶函数，且它们可以构成复合函数 






f [ f ( x )] i g [ f ( x )], f [ g ( x )], g [ g ( x )}, 

则其中为奇函数的是_ . 

( A )/[/ U )] ( B ) g [/( x )] ( C ) f { gU )] ( D ) g [ gU )} 

解由已知条件知 /(-： r )= -/ U )， g (-： c ) = g (_ r)JS FU )=/[/(: r )]， 则 

F ( - x ) = f \ r ( ~ a ：)]= f [ ~ f ( x )] = —/[/( x )]. 

所以/[/(工）]为奇函数. 

故应选 ( A ). 

讨论函数的 单调性 

【19】 设 / U ) 在 （-00,十的） 上有定义，且对任意： r ，： ye (- oo , 十 有 l / U )-/(30 l < 
X - y | ，证明 F ( x ) 二 /( x)+_r 在 （- 00 , + M ) 上单调增加. 

证任意 *Ti，( - 00 , + 00 ) ，12 > J ： 1 ， 

有 |/(:r 2 )-/(a) I < tx 2 — I 二 :r 2 — 々， 

而 ~ ~ f ( jc x )\< x 2 - oo u 

因而 /(ii) + Ji</(x 2 ) 十工 2 ， 

所以 F ( x 1 )< F ( x 2 ), 

即厂(^)在（ - oo , + 00 ) 上单调增加. 

【20】设/(^)4(^)，/ 1 (：0是定义在（-00, + oo ) 上的单调增加函数，且 
证明 / [/( x ) ]. 

证因为 /( xhg (: r )，/ i (: c ) 在 （-° o ， + 00 )上单增，所以对任意 X :, : c 2 G ( - 00 ，+ 00 )，文2> 
• r ! ，有 f ( jc i )^ f ( x 2 ) 1 g ( x 1 )^ g ( x 2 ), h ( xi )^ h ( jc 2 ) • 

又对任意 xG ( — oo ， + °°)，有 f ( x )^ g ( x )^ h ( x ), 所以 

/ [/(^)]</[ g (^)]<^*[^( x )], 

一 元函数 周期性 的讨论 

【21】设 [_ r ] 是表示不超过 I 的最大整数，则 : y = i - [: r ] 是_ . 

( A 〉 无界函数 （ B ) 周期为1的周期函数 （ C ) 单调函数 （ D ) 偶函数 

解 ： y = ：r - [ x ] 的图象如图21所示. 

故应选 ( B ). 


_5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -c 

图21 



【22】 设对任何 i €( -⑺， + w ), 存在常数 c 关0,使 / U + c )= -/ U ). 证明 / U ) 是周期 
函数. 




证对任意：(- 00 , + 00 )，有/(_ 2 ;+幻=-/( I )，所以 

f ( j ： + 2c ) ~ f[(x + c ) + c ] = - fix +■ c ) 

故 / u ) 为周期函数. 

求反函数 


【23】函数 : y 


+ V 1 


x 


1 -/ 1 - 


的反函数为 


X 


解令 



1 一： r ,则 ： y 


l - t 


X 


: y -1 

jy + 1 


2 


，所以 

4 y 


贷 ，即^ 


y-l 

7 + 1 ’ 


从而 


(: y + 1) 


因此反函数为 : y 




故应填 y 


(x + l ) 2 
4 x 


(x+1) 2 . 


讨论一元函数的值域 


【24】函数 /( x ) 


sinr 


+ 


x 


2 


的值域是 


( A ) 


2 ’ 2 - 


( B )[0,1] 


( C )[-1,0] 


( D )[— 1 , 1 ] 


解因为 i / u)i 

故应选 ( A ). 


sinr 


+ x 


2 


^ \x \ 1 -r 1 

^i+^ 2 Sixi 


2 


，所以 


【25】函数 y = sin 


itx 


2(1 +j 2 ) 


的值域是 


( A ) [- 1,1] 


(B) 


JiJY 

2 ^ 2 - 


( C )[0,1] 


( D ) 


解因为 l + P > 2kU 所以 


2 


< 


工 < 

l + i 2 、 


2 ， 


因此 


从而 

故应选 ( B ), 



〆 . 兀: r 〆 J 2 

2 < Sm 2(l + x 2 ) < T 



3 - x 3 * * * 7 , : r < - 2 

【26】求7=/(工）=45-〜 - 2 < x < 2 的值域，并求它的反函数 • 

、 1-(>r _ 2 ) 2 ， 工 >2 

解当 x < - 2 时，尸3-1 3 ，工= j 3-： y ， 且: y >3+8 = ll ; 

当- 时 ，: v = 5 - ud - jy ， 且3 y <7; 

当 x>2 ( x - 2) 2 ,x = 2 + ^ l ~~ y t Ry < l ； 

所以 ： V =/ U ) 的值域为（-⑺， 1) U [3,7] U (11， 十 ^). 

2 + J \ _ x 、 工< 1 

7 = /(:?:)的反函数为 ： y = ^5 - X ， 


X>11 





§2. 数列的极限 


1. 数列一个定义在正整数集合上的函数 a „=/(«) (称为整标函数），当自变量《按正整数 
1，2, 3,…依次增大的顺序取值时，函数按相应的顺序排成一 串数： 

/( l )，/(2)，/(3)，〜，/ U )，"_ 

称为一个无穷数列，简称数列.数列中的每一个数称为数列的项, / U ) 称为数列的一般项或通 
项. 

2. 数列极限的定义 

(1) 设是一数列，如果存在常数心当 w 无限增大时，~无限接近(或趋近)于 a ， 则称数 

列 { } 收敛， a 称为数列 { a „ } 的极限，或称数列 { } 收敛于 a ， 记为 lim = a , 或 a n -**a . 当 ？ i 

—〜时，若不存在这样的常数《，则称数列 U „} 发散或不收敛，也可以说极限 lima „ 不存在. 

(2) 设 } 为一个数列， a 为一个常数.若对任意给定的 e >0,都存在一个正整数 N ， 使得» 
>〜的 一切〜 都满足不等式 | a „- a l < e ， 则称 a 为数列 U „} 当 woo 时的极限，记为 

lima „ = a • 

3. 数列极限的性质 

惟 一性： 收敛数列的极限是惟一的. 

即若数列 { } 收敛，且= a 和 lima „ = 6,则 a = 6 . 

有界 性：假 设数列收敛，则数列 u „} 必有界，即存在常数 M >0, 使得(任意« 

eiv). 这个性质中的 M 显然不是惟一的，重要的是它的存在性. 

保号 性:假 设数列 U „} 收敛，其极限为 a . 

(1) 若有正整数 iV , 使得当时〜 >0( 或 <0)，则 a >0( 或 <0). 

⑵若 a >0( 或 <0)，则有正整数 JV ， 使得当 《> JV 时， a „>0( 或 <0). 

基本题型 


有关数列极限存在性的判定 

【27】“对任意给定的£€(0，1)，总存在正整数7^，当时，恒有|〜- a |<2 e ” 是数列 
{〜} 收敛于 a 的_ . 

( A ) 充分条件但非必要条件 （ B ) 必要条件但非充分条件 

( C ) 充分必要条件 （ D ) 既非充分条件又非必要条件 

解 本题应选 ( C ). 

【28】设 { } 均为非负数列，且 lim £!„ = 0 ， ltm = 1, lim ，则必有 

rt—►oo n ^cc 


( A ) 〜〈心对任意 《 成立 对任意 n 成立 

( C ) 极限 lim 〜不存在 （ D ) 极限 lim b n c n 不存在 






解取 




心 =1, = + , (w = 1，2,…），则选项 ( A )、（ B )、（ C ) 均可排除 • 


对于选项 ( D ), 由 limh = 1, lim 〜= 00 知 = lim~ f Um 丄=0,从而 limq ⑺, 

rr-*co n-*oo u n C n O n n~^cc C n 


n-*oo 


即 lim b n c n 不存在. 




故应选 ( D ). 

点评为了正确而迅速的解答选择題，首先要对題意和备选项进行整体的对比考查，弄清 
題目的考察目标，从题干和备选项中获得解决问趨的充分信息，其次选择适当的解題方法，下面 
归纳几种解題方法，供读者参考. 

直 接法： 直接从題目的已妇条件出发，经过严密的推导、合理的运算从而得出结果和判断的 
方法，其选择过程是先计算，然后将计其的结果与备选项对照，找到正确选项，当題目中给出已 
知条件，备选答案列出所需求的结果时 ，一 般首先考虑直接法. 

验证法 ：把可 供选择的各备选项带入題目中已知条件或将题千中的条件带入备选项进行验 
算，从而得到正确选项的方法. 

困象法 ：通过 画出直观的几何图形，帮助分析，便于作出正确选樺的方法. 

每种方法都不是孤立的，有时同一试題可用多种方法求解，有时需借用几种方法综合求解. 

证明数列没有极限 

【29】设〜=(1 +丄〉 S in $ ，证明数列 U „} 没有极限. 

71 Z 

分析若数列有极限，则由极限性质知道极限应是惟一的，要证明没有极限，只 
要找到两个于列分别收敛到不同的值即可. 


证设 A 为正整数，若《=从，则 


^4 k 


1 , 1 ^ . 4 kn 

1 + ^ J sm T 


4 k 


smlkn 


^ w = 4是 + 1，贝 ！ J 


^4 k + 


4 k + 


sin i 了 + 1 


- I sin ~~ = I 4 - ► 1 ( h 4 - oo 、 

4 是 + l/ sn 2 4 是 + 1 、 ； 


因此 u „} 没有极限. 


【30】证明 ：数列 是发 散的. 


证考察子序列 


工2” = = 1 + 


2 n 


2 n 




1 (n— + co), 


^2 n + 1 


2 n + 2 

2 n + 1 


一 


(n— + 00 ). 


由子序列的收敛性，可知 lim ^ 不存在. 


rr 


点评在证明数列发散时，可采用下列两种 方法: 


①找两个极 f 艮不同的子数列. 


②找一个发散的子数列, 




Cpn I 第一章极限与连续 

I §3. 函数的极限 一 


§3. 函数的极限 

1. 函数极限的定义设函数/( I )在点&的邻域内（点: To 可除外）有定义， A 为一个常数. 
若对任意给定的 e >0, 都存在一个正数1使得满足0< U - ^1<«5的一切1所对应的/( I )都 
满足不等式 l / U )- A |< e ，则称 A 为函数 / U ) 当 x - xo 时的极限，记为 

lim — A 

^ J o 

2. 左极限和右极限的定义若对于满足0<叫-工<5(0<1-1 {) <幻的一切1所对应的 
/ U ) 都满足不等式 l /( x )- A |< e ，则称 A 为函数 / U ) 当 _ r 自: to 左（右）侧趋于邱时的极限，即 
左（右）极限，分别记为 

Y\m f(x) ^ f(x Q -0) =A ( \hnf(x) =/(jr 0 + 0) ^A) 

类似地，可以给出当 1—00^— + ①时， /(^)的极限为 A 的定义. 

3. 极限的性质 

(1>惟一性若 Hm / U )= A ，则 A 必惟 一 . 

(2) 有界性若 lim /( x ) = A ，则在 x G 的某一邻域 U G 除外）内是有界的. 

广 x o 

(3) 保号性设 /U) 在&的某邻域(: r 0 除外 ■) 内均有 /U)>0( 或 /(_t)<0), 且 lim/(:r)=A, 
则 A>0( 或 A<0). 

4-充要条件 lim/U) =A 技 /Uo —0)=/U 0 + 0)=A. 

n 。 

基本题型 


讨论函数极限的存在性 

【 31 】设对任意的 :r ， 总有 < p ( x )^： f ( x )^： g ( x ) 9 且 lim [g (: r) _ < p ( x )] =0, 则 lim/(x) 

j—►<» 的 


( A ) 存在且等于零 （ B ) 存在但不一定为零 

( C ) 一定不存在 （ D ) 不一定存在 

解若取 < p { x ) = X , f { x ) - x^r e ' lxl t g ( x ) = x 十 2 e _ 卜 1 . 此时 lim [ g - ( x ) - < p ( x )] - 0, 

1 J 一 oo 

但 lim /(: c ) 不存在； 

X -^«0 

若取 9 ( 1 ) =0， f { x ) = e ~ 1x1 , g ( x ) = 2 e ~ 1x1 , 此时 lim [ g ( x ) - fix )] =0, lim /( x ) = 0 存 

f X-^OO J— 

在. 

故应选 ( D ). 

U ， | xl<l 

[ 32 】设 /(： T )= j .试讨论 lin \/(: c ) 及 lim /( o ：). 

^ x • -2, \ x \>\ — 1 … 1 

分析本题中函数是分段表达的，因此要讨论 x — i 时 / U ) 的极限值必须从左、右极限入 

手. 






解 （1) 由题目条件知 fU ) 


< 


X 


Xy 


2, 


x 


< 一 


一1«1 


从而 


因为 lim/(.r ) = lim (x - 2) 

X —1 + 1 + 

lim ^ x )# lim /( x ), 

x -^1 + ^― ►! 


- 2, JT > 1 

1, Hm /( x ) = lim r = 1 


所以 lim / Xx ) 不存在. 

(2〉 因为 lim f ( x ) 



x 


一 1 ， lim /( x ) = lim (x ~ 2) = ~ 3 


从而 lim lim f { x) y 

十 魏 

X 一 - 1 JT-^ -1 

所以 lim / U ) 不存在. 

x — 1 

33】证明 lim xsiax 不存在 


co 


证 设 f ( x ) - xsiar , 取心 = mtt 及: y „ =2 nn + 显然 n 


时有 


y n 


但是 lim /( x fl ) = lim nn*smnn = 0, lim f ( y n ) = lim (2 n 7 r + ~) sin (2 n 7 t + ~) = + oo • 

+ oo + oo « n—► + oo ^ ^ 


n 


故 lim x 9 sinx 不存在. 


00 


点评 证明极限不存在常用的办法就是从证明左、右极限入手，或者说明一个极限不存在, 
或者说明二者存在但不相等•为了简化过程，这时 通常取 特殊子列进行讨论. 


【於】求函数 


fix ) 


x I / s ax 

, gU ) = — 


x 


( a > l ) 


a x 


当 


x 


o 时的左、右极限,并说明 


X 


0时极限是否存在 


解 lim f ( x ) = lim 


x 


JT^O 


X 


1 ， lim f { x ) — lim 


x 


-l. 


arM ) 


X 


lim g { x ) 

x -*0 + 


1 


a : 


lim 

1 + a 


iim 


a 工 


一 1 


X 


a x 


1 ， lim g { x ) = lim 


1 一 fl x 


a t 


所以 linx / Xi )， Hm ^(: c ) 都不存在. 

JT^O X ^0 


§4. 无穷小与无穷大 


1.无穷小与无穷大的定义 

(1) 无穷小的定义若 lim /(: r )=0, 则称 / U ) 当: r -^ roU — oo ) 时为无穷小， 

(X 一叫 

(2) 无穷大的定义若对任意给定的 M >0, 都存在一个正数 5( iV )， 使得满足 0<| x - a ： t ) l < 
$(|： H > N ) 的一切 x 所对应的 / U ) 都满足不等式 |/ U )|> iW ， 则称 / U ) 当： 

无穷大，记为 

lim f ( x ) = ^ 








2 , 无穷小与无穷大的关系 （以下所讨论的极限，都是在自变量同一变化过程中的极限) 


若 lim/Xi) 


(/( x ) 关0)， 


则 ,im 7u) 


CO 


若 lirn/X J：) 二 0 °，则 = 0. 


基本题型 


有关无穷小与无穷大的定义 


【 35 】当: r— 0时,变量忐 sin 丄是 

0 C 工 

(A) 无穷小 

(c) 有界的，但不是无穷小量 


(B) 无穷大 

(D) 无界的，但不是无穷大 


解取 A 


2 k 


，则 /(•r*) = (2々7r) 2 sin(2A7T )= : 0.& 


时， /U) 不是无穷大，排除 (B). 


显然，: r— 0时, -rsin 1不是无穷小，排除 (A) • 


取 


工 k 


，则 /(x fc )= (2 k % 


2為 7 T + 


y) 2 sm(2^7r+ 


(2 kK + • 故 isin —不是 


有界的，排除 (C), 

故应选 (D). 

【36】函数 /( jc ) = j : siax 
(A) 当 jt — oo 时为无穷大 
(0在（ - 00, + O0) 内无界 


(B) 在（-①，+ °°)内有界 
(D) 当 jc — co 时有有限极限 


解 只要正确理解当 or—oo 时， /(x) 为无穷大与 /U) 无界两个概念之间的区别，就容易作 


出正确选择. 


验证法可直接验算 ( C) 为正确选项，根据 x— 00时 /(Z) 无界的定义，无论给定 M 多么大, 


均存在邱使得 /( x 0 ) >M. 现取正整数々，使 (2A + 

/(x 0 ) ^ (2 k + ~-)7rsin (2 k + 


并令 x 0 = (2 k + y )7t， 则 
= (2 k + 士 )7t>M. 


排除法若取 a = 则 /( A )=2 h S i : n 2 ife 7 r = 0, 故: c—oo 时，/(工)不是无穷大量，从而排除 


(A). 


分别取：!：「 ^ IkTZ . X^P = ( 2 k + j )7 t ， 则当是 


时 /(xf ))=0, 而 /UP) — ⑺，因此， X 


时 /U) 不存在有限极限，且在（-00, +00)内/&)也不是有界的，于是3)、(0)不成立- 


故应选 (C). 


【37 


设数列 JC„ 与: y n 满足 limx^ =0,则下列断言正确的是 


(A) 若 〜发散 ，则 x 必发散 
(C) 若 &有界，则％ 必为无穷小 
解 （厶>，（8)显然不对.若^有4 


(B) 若心无界，则％必有界 

(D) 若1为无穷小，则义必为无穷小 

工 n 


上 n 

(A>，（B) 显然不对.若: r„ 有界,且又为无穷小，则 limu„=0 .但反之不一定，故⑹也 

« 一 00 




不对 .（ D ) 正确.因为，若 J -为无穷小，则 liml = 0, 而 lim 

X n SC n «-►<» 




lim 今 


0, 所以必有 Ym \ y n 


卩 —co 


n 


故应选 ( D ). 



5. 极限运算法则 


1 . 运算法则 设 Uta / Xjt ) 与均存在，则 

\ im [ f ( x ) ± g ( x )] = lim /( x ) ± limg ( x ) 
lim [/( x ) * g (^:)] = linx /( x ) - limg -( x ) 

fix ) lim / Cx ) r w . 

lun ^ U )^ fe ^ Uj (WU)#0) 

2 . 无穷小运算法则 

(1) 有限多个无穷小之和仍是无 穷小； 

(2) 有限多个无穷小之积仍是无 穷小； 

(3) 有界变量与无穷小之积仍为无穷小. 

所谓变量 W 有界 是指： 存在常数 M >0 ( « 在其变化过程中总有 \ u \< M . 

3. 无穷小与函数极限之间的关系 在一个极限过程中，函数/( I )的极限为 A 的充分必要条 
件是 /( x )= A +«, 其中《为这个极限过程中的无穷小量（即 lima -0). 

利用极限存在的充要条件求极限 


381 ^鐵函数岛 ㈠ 紐限 


( A ) 等于2 


( B ) 等于0 


( C ) 为 


( D ) 不存在但不为 oo 


解函数在某一点的极限存在的充分必要条件是函数在该点的左、右极限都存在并且相 


等. 


I 为若函数2 

X 


▲ 

l e 


的极限存在，则 


- 1 

, lim - - 

故应选 ( D ). 




lim 2 e " 


oo 


1 • 

lim — 
t + x • 

3T*\ 

2 

,• X 

lim _ 
, - x 

jr^l 


W 了一 1 




lim 2 e 


X _ 


ex + 1, 


<0 


【39】设 / U ) 


工 ) 


十 xsin 一， ： c>0 

x 


解 lim /( j ：)= lim (er + 1) = 1, lim /(. x ) = Hm(l + :rsin — ) = 1 

一 A • 人― 仍十 a 十 X 




T^O 


于是 Yimf ( x ) = 


【40 


- 4 ^. 1 . /2 + ex . sinzx 

求 ㈣ :切 







Oi I 第一章极限与连续 

L-j I §5. 极限运算法则 


解因 lim ( 2e ^ + e 


A 

e-r 


X 


e 2 


1 . 

_£ + sinx 

x 


)二1， 


/2 + e*r , sinx 、 

lim ( 7 十 1 ) 


+ et 


工 


[im( 2±e^_siar )=2 _ 1 = 1 


+ e 


A 

X 


X 


故极限 + 


+ ei 


x 


I 


利用分子或分 s 有理化求极限 


【 41 】 iim [ y 1 + 2 + ••• + n 一 v 1 + 2 + •■• + ( « - 1)]= 


解 原式 = lim - 


n 


y 1 + 2 + • + w + %/i+2 十 ••• + (?! 一 l) 


lim- y 

Inin + l ) 


n 


2 


n(n 一 1) 

2 


lim 

rt^oo 


72 


/2 



1 


1 


n 


n 


故应填 


Ji 


42 


极限 lim ( 」 n + !> J~n - J n ^ J~n ) 


分析 本题是求形如的极限 ，一 种常用的方法是将 _ /瓦有理化，将 


rt ^°° 



解 原式 = lim 


100 j: 


Jx 2 + 100 


lim 


50 


x 




JC 


2 


r ^ l v X- V 1 + x 

1441 IHS Ax -2 


解 原式 = 喪 \^ X 2 ) iS ) X - ^ 


1 


73 — 了十 yi+x 




Jl 

6 


故应填 


72 

6 





















































































【45 


lim 


4x 2 ^x^l + x + 1 


jc 2 + si 


sinr 


解原式 =lim 


3x 2 _ j : 一 2 


x 2 + si 


sinr 


3 


4 jo 2 + JT -1 - - 1) 

丄 1. 

一 —-1 


lim 


汚(/ 4+ 士十 4 


先求和，再求极限 


【46】 设 A = 7 + 77 + …+ ~~：，求 limA ， 


15 


4 n z -l 


rt — OO 


解 


4» 2 — 1 


2n-l 2n + l Jf 


[ (1 - T ) + ( f 


)十 


嫵争 # 


+ ( 2^ i ~2 ^r 


>] 


1 (1 一5 


故 \\ mx n 


n 


2 . 


47 


把(士 


+ — + .- H --- 

28 9« 2 ^ 3n — 2 


解原式 + 5 十 W + ." + ( 3 n -2)(3 n + l ) 




+ ( 3^2~3 ^T 




)= 


故应填 


【48 I 设函数/(1) = ^(^>0^关1)，则11111七111[/(1)/(2)〜/(«)] 


n-^co 72 


解 


原式 = lim 七 •ln[a 、 a 2 . a n ]= lim A lna 

打 — 00 n n-»» n 


n^n ^ \) 
2 


H V 71 


lim 


2 lna = ~lna 


故应填 ^ rlna . 


利用极限与无穷小的关系求极限 

【49】若 严) ：0,酿为 

x - K ) x x - K ) 


( A )0 

解 


( B )6 


(036 


(D)oo 


由 = 根据极限与无穷小的关系知 —1+〆 ⑴ 


x^O 


<x(x) f 


其中 a 、 x) 为 jt— 0 时的无穷小量 . 故 /(:c) 


： 2 a ( a :) 


sin 6 a : 


^ , 2 / N sin 6 j 

,. 6 + / U ) 6 + xa ( x )- ^ 

iim - ^ - = lim - x - 

x 产 o x 


lima(x)-Mim 6x ~! in6j： 








第一章极限与连续 

§6.极限存在法则两个重要极限 


Q + 1 ^6. T 6c^ = 2fa l^^^ 2 . lim 6sin6x^ 36 


: r^O 


3 x 2 


X 


2 x 


故应选 ( c ). 


In 


【 50 】 Slim 


fix ) 


smr 


X 


f ( x \ 

A (a >0, a # l )， 求 lim ~ 


X 


In 


解因为 iim 


fix ) 

siar 


In 


a x -l 


A , 所以 


/U) 


smr 


X 


1 


A + a * ，其中 lima = 0 


又因为 a x -1 


e * 


x\na 


1 〜 jclna (当 0)， 所以 In 


fix ) 


siru : 


Arina + arlna 


因此 1 


fix ) 


sinx 


af ^ % f { x ) ^ ( af ^ - 1) siaz 〜 Arina • sinr , 


所以 lim ^- lim Aln S XSl -- Alna . 

x-*0 X ^ X 

【点评】这类由已知的极限表示来求鮮新的极限的命趔，切忌用洛必达法則 .一 般来讲，这 
类题是利用“逐步分析法”，使用函数的极限与无穷小的关系定理，等价无穷小代换定理等方法 
来解决. 

先求积，再求极限 

51 】求 lim (1 + x)(l + : c 2 )(l + : c 4 ) … （1 十 : r 2 )，（|工|<1). 

n-^co 

解 原式 = ^ ( l - jc)(l + jr)(i + jr 2 )(l + j： 4 ) , --(l + jr 2 ) _ ^ 1 ~ ( jr 2 ) 2 _ 1 

、 «^oo 1 — X 1 一 ： C 


1 — 


§6. 极限存在准则两个重要极限 

1.两个准则 

准则 I (夹逼准则）如果数列{% } ，{% } 及 } 满足下列条件 

(Dy^x^s^.n = 1 ， 2 ,… 

(2) \\my n = lim' = a ， 

^-►oo fl-^CO 

则数列 } 的极限存在， 且 lim U „ > 二 a . 

n 誦 ►<» 

准则 r 设函数(: r ) 有定义，且满足下列 条件： 

(1) 当 ： rG Ul 0 <k — (或 时，有 gUX / UXftU ) 成立; 

(2) Iim g ( x ) = lim h { x ) = a , 



贝！ 1 lim /(: c ) 存在 ，且 lim f ( x ) = a . 

(J-^CO) (4^*00) 

准则 n 单调有界数列必有极限. 

2.两个重要极限 

⑴ lim 座=1; 






(2)Iim(l + jr)^ 


e 或 lim 


X 


e - 



基本题型 


夹運准则求极限 


利用极限存在准则证明 ： lim ( 


n 


2 


+ 


n 


n 


+ n n 2 + 2 tt 

问： 本题能否用求极限的四则运算法则求解？ 


n Z + 72K 


)二1 


解 


n 


w 2 十 nit ^ n 2 十丌 十 2 丌 


< 


n 


+ 


71 


n 


十 一 T ^ —<- 2 


n 


n 2 十 nn 


n 


， 1 HJ = 1 , \ im ~? 

十丌 W — 00 n 十 WIT W 十 7 t 


，而 lim 


1 


所以由夹逼准则得 lim ( 


n 


n 


w 2 + 丌 T? + 2tT 


十十 


n 


^) = 1- 


n -r nn 

本题不能使用求极限的四则运算法则求解，因为当 《 — 时,本题实际为无穷项相加求和 


而求极限的四则运算法则中指的是有限项相加求极限可以分别求极限相加. 


53 】求 lim ( 


1 


2 


71 




解 


r ^+ Ta+l + n + 2 


2 


2 


n ^ n n 



1 + 2+“. + 打 〈 1 +_ 

n 2 + n + n w 2 +n + l n + 2 


而 lim * 


1 + 2 + ••• + n 


00 n 2 十 n 十 n 


lim 


n(n + 1 ) 

1 1 ^b"m bM 

2 


+ n 〈 1 + 2+“. + 沒 

72 2 + n + n w 2 +w + l ’ 


所 以由# 逼准则得 :原式 



,• 1 + 2+ ‘“ + 打 

« o«i 9 0 , lim 2 

n~^n 十 n + n ^ n 十 w + 1 


n{n + \) 

00 n 十 W + 


2 


2 • 


用单调有界数列必有极限求极限 


54 】设 x „ 


2 A Xn A 


，其中 a > 0 , ： Tfl > 0 , 求 . 


解因为： r „ 


又因为 


In 


2 


2 \ ^ ^ 
含 hi 


a ^ 1 工户 


工 n 


所以下方有界， 


( v ^ ) 


2 


1 ，所以 { a >单调减少.根据单调有界数列必有 


极限知 linix n 存在 


令 lim = Z ，则 lim 

n -*<jo n^co 

也即 lim x n - J~a - 


lim 0 


工 n 


，即/ 


2 


，所以 l ^ J~a 


【 SS 】证明数列乃， 72 + 71 , V 2 + …的极限存在，并求该极限. 


解 




-扎 


义 2 



W“，I n 


Jl 七 X n — i 


首先 , 0<^<72 + 2 = 2 , gp 数列 UJ 是有 界的; 


其次，由于々> 0 ,所以 x 2 = j 2 ^ x x >Jl 


00\ ； 


假设々> 1 卜 1 ,贝 1 」有 X k ^ x = Jl^r X k > J 2 + X k - \ = x k . 

故由归纳法知 {} 是单调递增数列.根据单调有界数列必有极限知数列 { & } 极限存在 
































































设 limx n = a ，对 

n-^oo 

( 舍去）.故 lim' = 2. 


72 + 


oc n 


^ 等式两端同时取极限得 a = 72+ tz, 解得 a 


利用第一个重要极限求极限 


a 1 r 3 工 2 + 5 , 2 

56 】 i^57T3 sin T 


2 


• (3x 2 + 5)2 


sin 


解原式 = 


x 


6 


5 


x 


故应填 


6 


3sirir + x 2 cos 


[ 57 ] Lim 


X 


(1 + cosj: )ln(l + x 


3siar + x 2 


3siiuc + x 2 cos 


解原式 =lim 


1 + cosx 


• lim 


x 


ln(l 十： r) 


2 


lim 


x 


x 


[lim + iinizcos 丄 ] 
2 o x j-^o x 


3 


2 


故应填 


2 • 


利用第二个重要祓限求极限 


2, 


【 58 】 lim( 1 + 3x) x 


解原式 = lim[(l + 3:r 卢 ] 6 = [lim(l + 3x)3-] 6 = e 6 . 


故应填 e 6 . 

【 59 】设 lim ( 


j + 2a 
x ^ a 


j： 


解左边 =lim 


3a 


x ^ a 


8, 则 a 




Lim 


3a 


t - a 
3a 


x ^ a 


3“ 


lim(l 


3a 


^—^co 


x - a 


e 


3a 


由 e 3a =8 ,得 a = ln2 
故应填 ln2. 


n — 2na + 1 


60 】设常数 # 女，则 [” (1 _ 2a ) 


一 2a + 


1 


解原式 ^ in 


in lim(l 


1 一 2a n 


) n = \n e 1 


2a 


1 — 2a 


= 2 或 a = — 1 


故应填 A. 


极限中参数的确定 


61 


« 为正整数， a 为某实数， a#0, 且 lim 


1999 


x n -(x-l) n 


，则 W 


, 并且 a 


解 由 


1999 


1999 


lim 


，一 u_ir 


lim 


… + ( _ ir 


存在知 y 1 与： T 19 " 同阶，从而 TZ 

故应填 2000,2000, 


2000 . 并由此时极 限值十 十得 :^ 2000 


【 62 】已知 lim 


4 2 — ^OO 


X + 


一 b 


(A)a = lyb 


(B)a= 一 l，b 


解 lim 


x + 


一 b 


lim 


0, 其中是常数，则 
L (C)a =1, b= - 1 

{x 1 - 1) , 

HI -虹一 


(D)a 


1，6 


lim 




+ 1 


+ lim (a: 


-1 — b) = lim (1 一 a):r — (l + 6)=0. 


知 lim(l-a):r = (1 +6), 由于 a ， 6 是常数，故当且仅当 _ ~ 时上式成立，因此 a 

一 （1 + 6 = 0 

6 = 一 1. 


故应选 ( C ). 

【63 】 若 lim 


sinr 


一 6) = 5, 则 0 


X-K) 


、 b 


解 


4limsirir(cosjc -6)=0 知 lim(e x — a) =0, 从而 a 


1. 


M lim (cosx - 6 ) = lim - (cosa: - b) = 1 - b = 5^% b = 一 4 


T^0 & 


-1 


故应填 1 ， -4. 


点评 讨论极限的问题，首先要确定极限的类型，本題为 “j” 型，由此可确定参數的值. 
【64 】 试确定常数 a 和 6 使下式成立 


lim( Vl-x 6 - 


-6)=0 - 


解 因为 


x 2 ( >/;: 6 - 1 一 <2 - fer -2 )， 而 lim ( J \ — x 6 一 


- 6)=0 


limjc 2 


. 所以 lim ( 


-6 


一1 一 




紅 _2 ) = 0, 故 ^= 一 1. 


J—^oo 


从而 6 = lim ( J 1 - x 6 + x 2 ) = lim 

CO j—^QC 

故 a = - 1» 6 = 0. 


(I ^ x 6 ) 2 - x 2 \/ 1 - x 6 + x 4 




第一章极限与连续 


7,无穷小的比较 



§7. 无穷小的比较 


.无穷小的阶设 a 、/3 都是无穷小.若 limf = 0,则称是比高阶的无穷小，记作0 


o(ar ) ;若 lim 


•一 ± 


，则称戶是比 a 低阶的无 穷小； 若 limf = c ^0, 则 称卢与 a 是同阶无穷小，记 


作 i 3= OU ); 特別地，当 


1时，则称卢与 a 是等价无穷小，记作 a 


给定无穷小沐若存在无穷小使它们的差 a 是比 a 较高阶的无穷小，即 


^ - a = o ( a ) 或 


a + o ( a ) 


则称 a 是无穷小/?的主部; 


若/?和 JU >0) 是同阶无穷小，则称0是 a 的々阶无穷小. 

2. 等价无穷小代换定理若 a ，且 lim f = A , 则 

/ 

lim = lim ^7 = A . 

P P 

3 . 常见的等价无穷小设 〆 : r )—0, 则 

sina ( x ) 〜 tana ( x) 〜 arctana (: c ) 〜 arcsina ： ( x ) 〜 [ e a ( x ) — 1] 〜 ln[l + a (jo) ] ^ a ( x ) f 
[l - cosa ( ^:) ]~~^~[ a ( j ：)] 2 , [l + a ( x )]^ - 1^~ ka { x ) (^7^0). 

基本题型 


无穷小的比较 


【65】当 ： r 
( A ) ln(l + x ) 


0时，下列4个无穷小量中比其他3个更高阶的无穷小量是 


( B ) e x 


( C)taxir 


star 


( D)l — cosj: 


解因为: T - 

故应选 (c). 


0 时， ln ( l + : r ) 〜: c ， e 工一 1 〜: r，l 


~:r y tanr — sinr 〜 


【66】若 


0 时 ，（1 


) 4 - 1 与 xsirir 是等价无穷小，则 a 


解当 jc — 0时， （1 - ax 2 ) 4-1^ ~ ax 2 ^ xsinx ~ x 2 •于是，根据题设有 


lim 

x-H) 


1 一 


xsirir 


lim 


所以^ 


4. 


故应填-4. 


67】设 


0时， e : 1 


( A )5 


( B )4 


( c )+ 


# 与/是同阶无穷小，则 n 为 


( D )2 


解因为 f 


2 - 当： r — 0时， 






e 




- 1 ) _ 


1 




x{ cosx 2 - 1 ) 〜 X( - 言)， 


所以 n = 5. 


故应选 (A), 

【 68 】设当 z — 0 时， （ 1- coso:) tn ( 1 + : r 2 ) 是比 xsirir" 1 高阶的无穷小，而 xsiru ^ 是比 

(/-I) 高阶的无穷小，则正整数《 =_ • 

(A)l (B)2 (03 (D)4 


解 - ( 1二 ㈣ ) ^ ^ = 士 t = ! 士， 0 ，故，< 3 • 

工 -K) xsirtr x-K) x 乙 .t ^ x 

而 lirrT^ 11 ^ 二 lim X 7 = limr^ 一 1; =0, 故 综上， w=2. 

x~K) e ：r 一 1 X 文 〜0 

故应选 (B). 

利用等价无穷小代换求极限 


69 】极限 lim^rsii 


2 x 


60 


文 2 + 


解 




2 


，— *-oo 


故应填 2. 


【70 


lim 


xln(l + x) 

1- 


co&r 


A37 •• x • ln(l + ^ 

M lim t 

JT-M) 1 一 


lim 


JC 


2 


2 


2 


x 


2 


故应填 2. 


71 】 lim( 1 + 3:r) sinr 


•0 


解原式 =e 




2 Izm 




o 


e 


e 


6 


故应填 


e 


6 


【 72 】求 lim 


1 一 


cosx 


形如根号-根号 


工 iK) + 工 (1 一 COSa/x ) 


解原式 = lim 


1 


COSJT 


x-K) +X ( 1 — COS\/x )(1 



co&x 


lim 

厂 K) + 


2 


x 


2 


x 9 ~^x 9 (1 + J cosx) 


2 


3 


73 】求 lim l n (l+2i)ln<l + i), 

+ oo jC 


^7J { 


l 






解 


lim ln( 1 + 2 X ) ln( 1 + —— ) 

x 


lim [\n2 x (2~ x + l)] 






co 


00 


X 


lim Ub2+ln(l 十 2^)]-j=31n2 十 lim 2 一工.立 二 31n2. 

一十 w OC x~^ + ^ X 










































I 第一章极限与连续 

^ 续函数的运算与初等函数的连续 li 


幕指函数求极限 


74 


lim 


+ 


(一 1) 


解原式 


lim 


-l) W ln(l + 士 ) 


lim 


1 )” 丄 


1 


故应填 1. 


75 


极限 lim[l + ln ( 1 + x )] 


1 


解设 ：y = [ 1 + ln ( 1 + x ) ] ^•，则 


limb ” lim D 土礼 2 lim ^^ = 2 

X 


所以原式= lim ^ = limexpcin ^) = exp ( liming ) 


故应填 


点评幂指函数求极限常用对数法，即 


u> 


exp ( limg (^:) ln /( x )) 


[ 76 ] 求极限 Hmx _ 


2十 


解原式 = iim 


exp ( xln 


3 


•)一 


ln ( 


只要 Inx (x = 1) ，则一定能化成 
In (1 + y ) , y = 0 

2 + COSXx ■ / … cosx — 1 


lim 


3 


in ( 1 + 


lim 


3 


lim 


1 


3 x 


6 • 


§8. 连续函数的运算与初等函数的连续性 


函数连续的概念若 lim / U )=/ Uo )， 则称函数 / U ) 在点 x G 连续.若函数在区间 J 内每 


一点都连续，则称函数 /( x ) 在区间 J 内连续. 


若 lim /(了）=/(仰），则称函数 /( x ) 在点邱左连续；若 lim / U ) 二 / U Q ), 则称函数 / U ) 在点 


Xq 右连续. 


充要条件 / U ) 在了 =而处连续 ㈡ / U ) 在 : r = : r G 处既左连续又右连续 - 


2.间断点的概念若函数 / U ) 在点巧不满足下列三个条件之一: 


/ U ) 在点 x Q 有 定义； Hm / U ) 存在； lim /( x ) =/ U G )， 则称点: r G 是函数 / G ) 的间断点 • 

1勺0 工〜 0 


间断点分为: 


第一类间断点左、右极限都存在的间断点；左、右极限不仅存在而且相等的间断点，又称 


为可去间 断点; 


第二类间断点左、右极限至少有一个不存在的间断点 


3.连续函数的四则运算性质及初等函数的连续性 


(1) 连续函数的四则运算性质若函数 /(* x )、 g (: r ) 在点 x G 连续，则 


f ( 工 ) 


f ( j ：) ± 尽(工)、/(了)茗(：)、发(工) (^(^o)^0) 


wm 




































在点 叫 也 连续； 

(2) 复合函数的连续性若函数 W = p ( x ) 在点: r Q 连续，函数 ：y = /( w ) 在点^抑)连续, 
则函数 3^ ytp (： r )] 在点抑连续； 

(3) 初等函数的连续性初等函数在其定义区间内均连续. 

(4) 反函数的连续性设函数 ： y =/( x ) 在区间 U , 6) 内为单调增（减）的连续函数，其值域为 
(A,B), 则必存在反函数: r - rHy )， 且: r =/ H (30 在 (A,B) 内为单调增（减)的连续函数. 


基本题型 


有关连续的定义 


[77 


fix) 

设 / ⑴在 X = 2 连续，且^^^存在，则/⑵ 


f( T ) 一 3 

解由 lim 厂存在知 lim [/( j ：) - 3] = 0,从而 lin \ f (: c 〉= 1另一方面，由 /( jt ) 在 x = 2 连 

x—2 X— L ^2 j-^2 

续，根据连续的定义得/(2) = \ mxf ( x ). 所以/(2) = 3. 

故应填 3. 

【78】设 / U ) = in (9 - 2)，则 / U ) 的连续区间为_ . 

解因为9 - * x 2 >0,所以~ 3< x <3. 

故应填 （-3,3). 

有关分段函数的连续性 


79 



x#0 


讨论 /( x ) = ^ 1 + e : 

0 , 


的连续性. 


X 


0 


解当 X 关0时，显然 / U ) 连续.因此只须考虑 : r = 0 处的连续性，因为 


hmf ( x ) = lim 


x 


+ e ^： 


0, 


而/(0) = 0•所以 liin / U ) =/(0),即 /( X )在 : C = 0点连续，因此，/(1)在（ - OO , + oo ) 内连续 





^<0 

【80 

】 若 f(：€)==< 

ZXy 

D<x<l 在 



U 2ax 一 十 1, 

x^l 

解 

lim/( ： r) = lim 3：r = 3 ， 



1 = 1处连续，求 a 的值. 


lim/(x) = lim (e 2ar 一 e 虹 + 1) = e 2a — e a + 1, 

X -*1 + ar -^1 + 

要使 /( a ) 在 x，l 处连续，则 e 2 a - c a + l =^& a ， b 2 


81 


设函数 / u ) 


1- e 1 


< arcsm 


2x 


2 


X 


>0 


在 


X 


0 处连续，则 a 




























第一章极限与连续 


§8,连续函数的运算与初等函数的连读性 


解 lim f(x) = tim 


x-K) 




arcsin 


• ^ 


t . tanr ^ 
lim - = - 2 

: ， o + ^ 

2 


lim f(x) 


jr^O 


lim 


ae 2 ' 


由连续定义知 一 
故应填 -2. 

【 82 】设函数 


2 . 


•r 2 sin 


1 ， 


<0 


fix) 


ln( 1 + 2x 


a 9 


x>0 


当 a 


、b 


时， /(1) 在 （ - oo, + OO ) 内连续 


x sm 



ln( 1 + 2x 


解当 x<0 时， 工 有定义，函数 /(X 〉连续；工 >0 时 - 

e 一 1 x 


a 有定义，函数 /(x) 


也 连续; 而在 


0 处，因为 


x sin 



lim /(x) = lim 




t % vV 1 t • 1 

lim ~ — 7 • itm xsin — 

~ 1 一 a - 工 


0, 


lim /U 卜 lim ln(1 + ?X) + fl 
j —0 + r-0 乂 ^ 


lim ~ + a = 2 + a ， 

x^0 + ^ 


因此，当 a = -2, 6 = 0 时, /( x ) 在 2 = 0 处连续， 

故应填 -2,0. 

证明函数为连续函数 

【83】若 /( j ) 在 x =^0 点连续，且 /(jt + _ y ) =f(x) +/(： y ) 对任意的+叫都 
成立，试证/(_3：)为（ - oo , + QO ) 上的连续函数 • 

证由已知条件知，对任意的 ： c €( -⑺， + oo ) 有/(^)=/(7 + 0)=/(：0+/(0)，所以/(0)= 
0,又因为/( I )在 x = 0 点连续,即有 

limf(x)^/(0) = 0, 

a*-K) 

从而，对任意 _re ( - 十有 

+ Ar)] = +/(Ar)] = f(x) . 

Ar~^0 Ac *0 

可见/(1)在（ - oc , + < x 0 上连续 _ 

求函数的表达式并确定其连续性 

【84】讨论函数 /(： r )= 的连续性.若有间断点，判別其类型. 

-f X 


解由题意知 


In 


1 - x Ln 


x y I :r I < 1 

0 ， \x\ =1 

"Xy I X I >1 






在 x = 1 处， lim /( x ) = 1, lim /( x ) ~ - 1, 因此 x =\ 为第一类间断点. 

Y 一 1 : T-^l 

在: r = — 1 处， lim /( x ) =1, lim /( x ) = —1, 因此: r = -1 为第一类间断点. 

一 十 

: T 一 一 I T-* - 1 

[85 ] 设 / u )= 讨论 /( 幻的连续性. 

+1 

解 先求出 / U ) 的解析表达式. 

当: r >0时 ， -t co ( «~**°° )，则 /( x ) = 1; 

当 x <0 时， 0( n —«)， 则 /( x ) 二 -1. 

又 x = 0 时，/(0) ~ 0. 

*-1， x <0 

于是 0, x = 0 

1, x>0 

显然，当 X 关0时， /(X) 连续; 而当 x = 0 时，函数的左、右极限不相等，从而/(幻间断. 


【86】 已知 / U )= 

n^oe> n 

(1) 求 / Cr ); (2) 函数 / Cz ) 在定义域内是否连续, 


解 （1) 当: r<e 时， / U ) 


lim 


\ ne n + In 

[! 中 r ] 

(互 



1 , i _ 又 e 


71 


lim 


1 


n 


当 x>e 时, /( jt ) = lim 

w-^oo 


\ nx n + In 


1 + 

: e P 


一 


, \ X / 


n 


ltir 十 lim 


lar 


n 


当 or = e 时 V /( e ) = lim = 1, 


n 


所以 / u ) (1, 

\nxj 

(2) 由 lim f ( x ) 

x-^e 


0 < 


JO 


> 


e 


Yvnf ( x ) 


/( e )， 知 / U ) 在 


x = e 连续; 


又当 0< x<eB 寸,/(工）=1 连续； 当 x 彡 e 时， / U ) = lnx 连续 • 
故 /U) 在 (o, + «>) 内连续， 


求函数的间断点并判断类型 


【87】设函数/(1)=二^—，则_ . 

e x_1 -l 

( AXz - OaM 都是 / U ) 的第一类间断点 
( E)x = 0 . x =\ 都是 / U ) 的第二类间断点 

( C ) x = 0 是 / U ) 的第一类间断点，^ = 1是 / U 〉 的第二类间断点 

( D ) x = 0是 /( x ) 的第二类间断点 , *r = 1是 /( x ) 的第一类间断点 

解由于函数 / U ) 在 x = 0, o ： = l 处无定义，因此是间断点.又因 linx / U ^ oo , 所以1 = 0为 

x—0 

第二类间 断点; 而 lim /( x ) = 0, lim /( x )= -1, 所以 o ：= l 为第一类间断点. 

X-**1 + xr*-i " 

故应选 ( D >. 

点评求函数的间断点并判定其类型的做題步骤为 






































(2) 对每一个间断点: r t ， 求极限 Iim /( JC ) 及 lirn / ( x ) ; 

(3) 判断 类型: 

极限为常数时 ，属于 第一类间断点，且为可去间断点； 

左、右极限存在但不相等时，属于第一类间断点，且为跳跃间断点； 

左、右极限至少有一个不存在时，属于第二类间断点； 

极限为 OO 时，属于第二类间断点，且为无穷间断点. 

【88】 设 / U )= 则 / U ) 的间断点为 x = _ . 

( 1 )*x 

解 ― V = i ，所以，<工)的间断点为工 = 0 . 

<» nr 十 1 «一°° 2 * x 

x 十 

n 

故应填 0. 

[89 ] 指出下列函数在指定点处间断点的类型，如果是可去间断点，则补充或改变函数的 
定义使之连续. 


⑴尸 
⑵尸 

(3)^- 


X 


1 


X 


2 


一 3 x + 2 


,X=lyX = 2 ； 


—>X = k-KyX= k% + — 


2 




2 


X 


yX 


0; 


(是 =0, ±1， ±2, …）; 


，遽、 / er 一 1 ， x A i 

⑷尸 x ^0 ,jc = 1. 

1 ln(l 十： r ), - 1< 

解 (1) 由于 Hm -2, 所以 x = l 为第一类间断点中的可去间断点 • 

可补充定义 〆 1)= -2, 使之连续； 

由于所以 x = 2 为第二类间断点(无穷）； 

^ 2 x -3 x + 2 


(2) 由于 Umi = 1,所以 z = 0 为第一类间断点中的可去间断点.可补充定义 3 K 0) = 1使之 

jr-o tanx 


连续； 

当 ky ^ O 时，由于 Urn ~ = oo , 所以 《r = 是兀(是=士1, ±2,…）为第二类间断点（无穷）； 

x^kw t3TL£ 

由于 lim ~^ = 0,所以: r =々7 r +~^ U =0, ±1, ±2,…）为第一类间断点中的可去间断点 

一 f 耐 2 


可补充定义: yU 7 t + f ) = 0使之连续; 


(3) 由于 lim cos 2 i 不存在，所以 x = 0 为第二类间断点(振荡）； 

x - M ) X t 

(4) 由于 lim ：y = lim ln ( 1 + x ) = 0, lim y = lim e x 1 — e \ 所以 ： c 


lim 


0 为第一类间断点（跳 


跃）; 


























由于: r = l 时， lim ^= lim =0, iim ^= lim e 7 ^ = 十 ⑺， 所以工 =1 为第二类间断点（无 


X^l 


JT^i 




穷） • 


【90 


设函数 / u ) 


1 一 2x 2 ， : r 〈 — 1 


x 


一 l^x^2 


12 x — 16, x >2 


(1) 求反函数 / M ( x ) ; 

⑵问函数 rud 是否有间断点，并指出其在何处 


解 ^\) r \ x )=\ 



1 一 ： r 


2 


， x < — 1 


n 、 

x + \6 


-1«8 


12 


x 


>8 


(2) 讨论 


x— - 



8 点处的左、右极限得 r 在： r = - 1 及 1 = 8均连续，故函数 


/ M ( x ) 无间断点 


【91】设函数/(1)= Um 


+ x 


n 


2n 


,讨论函数/(工)的间断点，其结论为 


( A ) 不存在间断点 
( C ) 存在间断点 : r 


0 


解当 U |<1 时 ，lim 


X 


故 fix) 


0, 


” 〜°°1 + jc 2 ” 

— 1 


十 ： C 

( B ) 存在间断点 JT 二1 
( D ) 存在间断点1 

= l + : c ; 当 时， lim 


x 


卜 °°1 + jr 2n 


0 


+ Xy - 1<X< 1 


1， 


X 


0 , 

由于 lim fu ) 


x >1 

lim /( x )=/ (- 1)=0, 所以 


x 


- 1 为连续点 * 而 lim f(x) = 2 f lim /( j ：) 

x 一 i_ x-^i + 


0, 所以 


x 


1 为间断点 


故应选 ( B ). 


§9. 闭区间上逄续函数的性质 


闭区间上连续函数的性质 

U ) 最大值和最小值定理闭区间上的连续函数必取得最大值和最小值. 

(2) 有界性定理闭区间上的连续函数在该区间上有界. 

值定理闭区间上的连续函数必取得介于它的最大值和最小值之间的一切值. 

峰 、雛 设函数 /(X) 在区间 U ,6] 上连续，且 / U )./(6)<0, 则在幵区间 U ,6) 内至少 
存在一点夂使/(幻=0. 






















基本题型 


讨论函数的有界性 

【 92 】 函数 = 在下列哪个区间内有界_ . 

( A )( -1,0) ( B )(0,1) ( C )( l ，2) ( D )(2,3) 

解 当 _ r ^0， l ，2 时, / U ) 连续，而 

♦ 

Iim /( x ) = - ^ 7 ^, lim /( x ) = lkr \ f ( jo ) - oo , = oo , 

4 4 2 

所以函数 / U ) 在 （_1，0) 内有界. 

故应选 ( A ). 

点评 一般地，若函数 / U ) 在闭区间[〜 6] 上连续，则 / U ) 在 [ a , 6] 上 有界； 若函数 / U ) 在 
开区间 U ，6) 内连续 ，且 lim + / U ) 与 lim / U ) 存在，则函数 / U ) 在 U ,6) 内有界- 

【 93 】 设函数 / U ) 在 U ，6] 上连续，且: r—a + 时函数 /( x ) 的极限存在,则函数 /U) 在(《， 
6] 上有界. . 

证 设 lim /( i ) = A ， 由极限的定义知：对于 e = 1，存在正数<?,使当 0 <_r - a <§ 时，有 

+ 

\ f ( jc )~ A\<e 

也就是 A -1</ U )< A +1. 

对于闭区间 U + 5,6]， 由函数 /(: r ) 的连续性，必存在常数 K ， 使对任一 : re[ a + ^6] 有 

l /( x)KK 

取 M ^ maxiK , \A + 1 1 , IA ~ 11 } ，则对任何 xG ( a ,6] 有 
这表明函数 /( x ) 在 U , 6] 上有界. 

【 94 】 设 / U ) 在 U ， 上连续，且 lim / U ) 存在， 证明: / U ) 在 U , + oo ) 上有界. 

X 一 + 00 

证 因为 Um / U ) = A ，所以对任意的€>0，存在；0>0,当|:^<乂时， |/( z )- A |<€. 

x-^ + » 

取 e = l ， 则存在&，使 kl >& 日寸， |/ U )- A |<1』 PA -1</ U )< A +1. 

因为 / U ) 在 U ，+ oo ) 上连续，所以 / U ) 在 [- XpXi ] 上有最大、小值，即存在《，6，使 
f ( x)^b . 

取 m = min (A - 1, a ) ,M = max ( A + 1，6}，则工€[(2， + co ) 时，即 f ( x ) 有界. 

证明根的存在性 

【9 5 】证明方程1二0恰有3个实根. 

证 令 /(: c ) = a ： 3 -9: r - l . 因为 

/( - 3) = - 1<0，/( -2)-9>0,/(0)= - 1<0,/(4)-27>0, 

又 /( x ) 在[_3,4]上连续，所以 / U ) 在（_3, -2)，（_2,0)，（0,4)各区间内至少有一零点，即工 3 
- 9 x - 1 = 0至少有3个实根.又因为它是一元三次方程，所以方程恰有3个实根. 

【 96 】 若 / U ) 在 U ，6] 上连续，且 / U )< a ，/( M >1 证 明：在 U ，6) 内至少存在一点芒, 




使得 / u ) = f . 

分析欲证/(幻=夂即证 / U )-： r 以$为零点. 

证设 FU ) 二 / U )-： r ， 显然 FU ) 在 [ a , 6] 上连续，又 FU ) = /U ) - a < 0* 而 FU ) 
yu )_6>0, 根据零点定理，至少存在一个使得 FU )= o , 即/(幻= 夂 


【97】证明 ：奇次 多项式 


P(x) 


a Q X 


2n 


a\jc 


2n 


^2 n + l 


( ao ^ O ) 


至少存在一个零点. 


证不妨设 a Q > o , 因为 


lim p{x) = lim a: 2n + 


ao 


lim p{x) = lim + 1 uq 


+ — + • 
x 


£l 

x 


a In 


X 


2n 


<^2 n 


X 


2n 


所以存在 X >0, 使 P ( X )>0, P ( - x )<0, 又因为/ > u ) 在 [- x , x ] 上连续，由连续函数的零点定 
理知，在 （- X , X ) 内至少存在一点 f 使 〆 幻=0,即奇次多项式 /> u ) 至少有一个零点 • 


利用介值定理证明 


【98 


设/( X )在 0,6] 上连续，^<1 1 <1 2 <〜<：1：„<匕证明 ： 在（^,6)内至少存在一个 


，使 


f(e) 


f(xi) 十 /(a ： 2 ) + …+ f ( 工 n) 


n 


解因为函数 /(_ r ) 在闭区间 [ fl ，6] 上连续，则一定存在 M 与 m , 使得对于 [ a , 6] 上任一 x , 
都有因为 


则 

则 

即 


a < 工1 <工! <… < 工” < 办 ， 

+/(了 2 ) + … +/( x „ XnM ， 

/(A) +/(~r 2 ) + … 七 f{x n ) ^ 

n 


由介值定理可知必存在一夂使得 


/⑷ 


/( 工 1) +/( 工 2) + …+/( 工 《) 


§10. 综合提高题型 

利用函数的奇偶性求解 

【99】求 c 的一个值，使 (6 + c ) sin (6 + c ) - (a + c ) sin ( a + c ) = 0, 这里 6 > a ，均为常数. 
解 令 / U ) =: csirur ， 则 _ f (: c ) 为偶函数. 

由已知 /U + C )=/ U + C )， 则有 a + c = -U + C ). 

所以 c ~ ~ 十 6). 

【100】设6>^均为常数，求方程 






第一章极限与连续 


§10. 嫌合提商 US 


sin(x + b)\n[(x + 6) 


6 ) 2 + 1 ] = sin(x + a)ln[(x + a) 


x+a) 2 +l] 


的一个解 . 


解因为 sini 和 ln< f 


7^1) 均为奇函数，所以 /(r) = sind n (r 


&1) 是偶函数.如果 


x + b= - (j ： + a),W/(x+6)=/(x+a) 方程成立 . 因此 : r = - ~(a + 6 〉是方程的一个解 

求函数表达式 

【 101 】设 /U) 在 : r = o 附近有界，且满足方程 /U)- 士 / '(f )4 2 , 求 /U). 


解 /( 工） 一 


X 

T 


X 2 , 




X 

1 ( 

\ x \ 

x 2 

2 1 

i f 

l 2 2 ) 

_ 2 3 ， 

x ) 

_ 丄产 

{ ^-\ 

> > • ♦ • 

2 2 l 

2 3/ 

\ 2 3 / 

2 6 ， 


2 n 





X 

， 2 n 
丄1 


2 n ~ 1 \ 2 n 


以上诸式相加得 


x2+ i 


4+…+」 

2 6 2 n 


5 ，即 


x 2 


1 


1 一 7 


_( 并 ] 


当①时， f ： —o, 而 /(X) 在 J ： = 0 附近有界，所以 /( 文 ) 




4, 2 


1 一 7 


【 102 】设 /(I )满足 sinf(x) - -^sixxf(-^x) = x ，求 fix) 
解令 g(x) = sii\f(x)^M 


g(x)-^g(—x)=x 9 
y^(yx) - = 


¥ g( ¥ 


)一 




¥ x ' 


fi - 3^^ 3^^ ~ j2(« -1) x 


以上各式相加，得 




因为 I g (: c) I <1, 所以 lim—g(r^x) =0, 而 lim(l + 7 + j + 

«-►« 3 3 «-►<» y y 


4 t • 


~) 




, 因此 g(JC) 


•r ， 于是 









f{x)= 2kn + arcsin 或 f(x) = (2k — l 〉 7r — arcsin ~x (k^: Z) 


先化简，再求极限 


n 


【103】设 I ] “*=0,求 lim Uk + x . 
解当工 >0 时，由于文; = 0 .所以 


k = 


n 


n 


n 


lim 2 

- ♦ + oo ■ : 




J k 


x 


iim ( a k Jk + x — o. k Jx ) = lim 

- +oo r^i … 0 % m 




Jk x +J~x 


0 


【 104 】 Urn 


cos 2 x 十 ••• + cos n x — n 


解原式 =li ； 


COSX - 1 

co&x 一 1) + (cos 2 x 一 1 ) + •_• + ( cos n x ~ 1) 

一 1 


lim[ 1 十 (cosx 十 1) 十 •■• + (cos n ^ l x + cos n 一 2 x + … + 1)] 


1 + 2 + … + « 


n(n + 1) 

2 


故应填 


«(M + 1) 

2 


【 105 】求极限 lim[arctaii(?i! ) X ( ) 2 _ 〈了 + 


+ 


3n 2 + 


(n - l)n m 2 _ 1 




解 


arctan( n\)\ < 号， lim( 7 n + 1 

Z n-^oo 


lim 


1 


^(7 n + l +/ n ) 


0, 


所以 


lim arctan( n\) m ( >/ n + 1 一 ^Tn ) 2 = 0; 


又 


7| — ► CO 

lim 

w —oo 


L 2 2X3 


(n — 1) rt - 


lim (1 - — ) = 1, lim 


3n 2 + 1 


n 


n 


n-^oo fi 


2 


1 


3 


故原式 =-3. 


利用等价无穷小代换定理求极限 


【 106 】求 lim 


e 


X 


-e s, 


(x +* x 2 )ln(l + x )arcsinr 


解利用等价无穷小代换定理，并提出因子 e si '再应用洛必达法则得 


lim 


e : _ e sinx 


(x + jc 2 )\n(l + x) arcsinr 


e ^ Ce *" 


一 siar 




l ) 


: r 3 + x 4 



lime s, 


• lim 

: r ~ H ) 


x ^ smr 


1 一 cosx 

i^3x 2 + 4r 3 


6 . 


若 lim a (x) = a, lim j3(x) = a y 则对下列形式的极限，宜提取公因子，然后利用极限的 
^ x o 


运算法则与等价无穷小代换定理计算，有 


lim 


e 


a ( x ) ^ B ( x ) 


e 1 


a ( x )-(3 U ) 




p(V 


2 


【 107 】求 Hm 


e 


X 


Incosx 


解原式 =i 


iim 




-1 


+ 


1 一 


COSX 


-ln[ 1 十 (cosx 一 1) ] In[ 1 + ( 


1 )]- 


■ - 














































第一章极限与连续 

§10. 嫌含提离题型 


1 . _ e T ^ 1 _ y _ 1 ^ _ 

in[l + (cosx - 1) ] ln[l 十 (cosx — 1)] 


lim 

JT^O 


X 


2 


一 l 


lim ^~ 


1 


3. 


【108】 求 lim 


ln( sin 2 x + e x ) 一 x 
ln( x 2 + e 2 ^) - 2x 


解 本题 应先恒 等变形 ，然后 再利用等价无 穷小代 换定理 


f. ln(sin 2 j + e x ) ^ x _ p Inf e J (1 + e" X sir?x ) 1 — j ： 
\n(x 2 + — 2x lnte^Cl + e~^x 2 )] —2x 


lim 


ln(l 


e" x sin 2 x) 


Ind + e' 2 ^: 2 ) 


r e'Wx , 

lim - 一心，一 =1 


o e 


2 x 


故应填 i . 

点评在应用等价无穷小代换定理求极限时要特别小心，一般情况下强调对分子或分母的 
乘枳因子可以应用等价无穷小代换，从而简化极限运算，否则会导致错误的结果. 


【109】 limcotr("T 


sinx x 


)= 


解 iimcotx( — 


cosx x 一 siar 


‘Hsinx xsinx 


lim 

jr-K) 


X - SUIT 


X 


3 


lim ~ 


3x 2 


lim 


2 


x 


3x 2 6 


故应填 


3 


[llO] lim«x[sinln(l 十 一 ） —sinln( 1 + — )]• 

j^*co JC JC 

ln(l + 立 ） + ln(l + 丄） ln(l 十立 >-h(l 十丄） 
解 原式 = 2 limx • cos - - - ^ - - - • sin - —^ — r - 

X-^OO ^ ^ 


In 


2 lim j:• sin 


3 + j 

1 十 ： c 2 


[ill] 求 lim 


1 


2 


coslx v cos3:r 


^ limxln(l 

L 3 T *< X > 


2 


+ x 


limx 

►<» 


2 


+ X 


2 



x 


2 


解 原式 =ii 


lim 


1 一 COSJ 
~ ~"2~~ 


+ 


(1 - V cos2j ^ cos3x) 

2 










利用单调有界数列必有极限证明极限存在 


【 112 】设 OCjc^ ，:^ 


心 (3 - 心 ）（n = l ， 2, … ），证明数列 { 〜 } 的极限存在,并求此 


极限 • 


解由 0< ： 1 ： 1 <3, 知 0 ： 1 ,3- ： 1 ： 1 均为正数，故 


0 〈工 2 


xi(3- + xi) 


2 f 


设 0<Q<f U>1 >， 则 

0<： T *. 




a ： *(3-x*Xy(x* + 3-x A )= — 


由数学归纳法知，对任意正整数 n>l 均有，因而数列 { 〜 } 有界 . 


又当 n>l 时 , j: w + i -: c n 


Jx n (3-x n ) - x n 
/^( /y-x n - /x n ) 


y^o-2x n ) 

>/3-x n 十 Jx n 


> 0 , 


因而有 ; r„ + 1 ^r„U >1) ， 即数列 } 单调增加 
由单调有界数列必有极限知存在 . 


»♦ 


设 limx” = a ，在 x n + j 


0:^(3 - x n ) 两边取极限，得 a 


n 


( 舍去）.故 


n 


丄 
2 • 


n 


【113】设2 


，证明收敛 • 


a(3- a ), 解之得 a = 


5 a 


证 




工 n 


2(2n + l)(n + 1) 


>0, 所以 { 七}单增 


n 


n 


又 


工 n 






1, 所以 { 七 } 有 上界 . 


故 {&} 收敛 . 

【 114 】设 x 0 =y ^， 





觉 “ 2 , …) ， ㈣ “ } 收敛，并求极限 


证 xq =>/2 y x\ 所以 ^>y/2 (n = l ， 2, … ） . 而 4 + ，所以 limx n 存在,设为 A ， 可得 




+ 所以 

72 + A 2 

利用夹邐准则求极限 

[115 ] 极限 limsin(7c J w 2 + 1) 



n 


解 本题似乎无法下手，我们先将原式恒等变形后再利用无穷小量的性质来求 . 

sin(rc -/ n 2 + 1 ) = sin[ W7r + 7r( 」 r ? 七 \ 一 w) ] = (一 l) n sin(7r J + 1 — nrt) f 

1、”\且水* 篇典席八/一/ f ~ TT \ _、_5_^ 2 l . 


<( - 1)n> 是个有界量 ，而 0 <7 ^ 2 十 1 - = 






第一章极限与连续 


§10,嫌合提 离羅型 


因 OCsinU /^!- 抓 >< 如丄 <2, 且 111111 = 0 ,由夹逼准则知 

n n n 

lim sin( 7t 7 n 2 + 1 -Ttn) =0 , 所以 limsin(7c J w 2 + 1)= 

n -»oo 


故应填 0. 

【 116 】极限 lim ( 


+ 1 


Vx ) 


解利用三角函数的和、差化积公式 

cos J x + 1 一 cos>/x = ~ 2sin 


: r + 1 +-/x 
— ^ - 


J ： + 1 -yfx 


sin 


当 + <50 时 ， sin 



< 1 , 


0^ si 


sm 


x + 1 
~2 



sm 


2(/7+1+7^) 


< 


2 ( 


+1 + \ Tx ) 


根据有界函数 与无穷小的乘积仍是无穷小，所以 iim sin 


+ 00 


x + 1 - 
~ 1~ 



故应填 0. 

【 117 】求 li 


2 


(U] 表示 x 的取整函数 ）. 


m T 一 1 < 


響 漏 

当 x<0 x>jc > 2 ; 但 11111 ( 2 - 

Lx 」 


x<x — ^2 ； 
L «r 」 

■ 

2 , 所以 limx - 

: r^O L X 


【 118 】设 a^O, i = 1,2, … a 


{ ai, a2, …， A } ，证明 : 


lim Vd + + … + = a . 


证由于 a ==i 
所以 a n <a n x ^a n 2 


a \ 


, a 2 , …， a A } , 

，有 7 辽 1 + a 5 + … + al^ajk, 


又 lim^ = l , 所以由夹逼准则得 


n-»oo 


lim V a i + a? + … + = a • 


[119] 求 ^ (1 + $).(1 + J) … （i +J). 


lim \ nx n = lim 


n 


ln( 1 + 七 ） 十 ln( 1 + $) + 


十 IrKl 十 


i )1 

n 2 )」， 


xi 


当 ： r>0 时， : r- 了 <ln(l 十： r)<:c ， 



<-2 + ~2 
n n 



>4-士4 + 


〆 n 2 2 „ 4 


n(n 十 1) 

2 丄 

r, 2 2 



n ( n +1) 

n 

2 1 

n 2 " 

2 J * 

n z 

2 

丄 _A + … + 今 

n 2 — 

2 rz 4 n 2 

n(n + l )( 2 n + 1) 


1 n 2 

2 „ 4 


丄 

2 


所以由夹逼准则知 lim 7 , 即 \anx n = e 


确定极限式子中的常数 

[120 ] 设 lim [(/ + 71 4 + 2) <1 - 幻 = 6,6 关 0 ，试求常数 ^,6. 


解令 


► + 0O 
...-1 


，则 


lim [ (:r 5 + 7:r 4 + 2) a — jt] = lim 


-Sa 


+ 7t +2 作一 1 




由于分母是无穷小量，根据极限存在的条件，必有 

lim[? 1 ' 5a (l + 7i + 2^ 5 ) a -l]=0. 


要使该极限存在，必须取 5a == 1. 把 5a = 1 代入原极限，并利用等价无穷小代换定理得 

lim [{x 5 + lx A + l) a ~x^= lim [ 1 + ( 7f+2 ’ 5 〉 ] a — 1 = lim 兔⑺十 ?’ 〉 =7 a , 

…㈣ + 1 1 


根据原极限等于 6 的条件得 7a = & 所以 a 


，b 


【 121 】设 f(x) = lim 


In- 


bx 


fi—oo 


x 2n + l 


为连续函数，试确定 a 和 6 的值 


解当 UIC1 时 , /U) 


to ; 当 III >1 时， /(a:) 


当 X = 1 时 ,/(1)= 生土^! •，当 x= -1 时 ， /( - l) = a 卞 1 


xK 


a 一 b 一 1 


故 


fix) 


ax + bx y 

a + 6 十 1 
2 


一 1<x<1 


>1 


(/( 一 1) = lim f(x) 

由连续的定义知 —^ ，即 

(/(l) = lim/Cr) 


6-1 


所以 a = 1. 

【 122 】设 /U) 


x, 


: r < 1 


， <p(x) 


b . 


求 a ， 6 使 /(x) + ip(x) 在 X 


X>1 9 lx + 1 

+ oo) 上连续， 


x >0 


x + 6, 

解 /(^r) + <p(x) =^2^ + 1 


x^O 

0< 工 <1 


k + a + 1, 

所以当 “ = 6 = 1 时， /( 尤 ）+ ^1) 在（ -00 ， + 00> 上连续 . 


[123] 设函数 /(x) 


i 在 （ -OO, +00) 内连续，且 lim /U)=0 , 则常数满足 





Qi I 第一章极限与连续 

i § 10 . 综合提离题- 


(A)a<0,6<0 (B)a>0,6>0 (C)a<0,6>0 (D)a>0,6<0 

解由 lim ― = 0 知: a + A 应为 °°， 故: r —— 00 时， 6<0. 

x—-°°ci + e 

若 a<0, 则 /U) 应有间断点，与 /U) 在 （_->， 连续矛盾，所以 a>0. 
故应选 ( D ). 

判断函数的连续性 


[124] 设函数 / U ) 


lncos(x _ 1) 


1 


. 7C 

sm 了 i 


1， 


修改函数在1处的定义,使之连续. 
解因为 


x^l 

，问函数 /(X) 在: C=1 处是否连续？若不连续, 

x = \ 


Ym \ f ( x ) - lim 

jt -^1 jr -^1 


lncos(x 一 1) 


lim 


一 sin( jt ~ 1) 

(x — 1) 


7 C 


1 - sin ^ 2 X 



2 


7 t 

2 


x 


2 ,♦ tan(x 一 1) 
— lim 

7C : r—1 K 

了 X 


[lim 黑也 二 - 

7Z x^l 7Z 


1) 



2 Sln 2 X 


所以函数 / Cz ) 在 


X 


1 处不连续，: T = 1 是 /(X) 的可去间断点 


将函数 /(X) 在 


X 


1处的函数值改为 


4 

7 


，则该函数即为连续函数, 


讨论间断点 y 

【125】求函数 + 在区间 (0,2 tt ) 内的间断点，并判断其类型. 


解 / U ) 在 (0,2 n > 内的间断点为 x = f 

在工=于处， /(f +0) = + OO , 在 X = ~处， /(〒 + 0) = + 00,故 +7 T 为第二类（或 
无穷〉间 断点； 

在处， lim /(: r ) = 1，在 x = 夺处， iim / b ) = 1,故 ; r = 亨，子兀为第一类 ( 或可去}间断 

4 ^ 4 ^ 4 4 

点. 

【126】设 /( a ：) 和尹(1)在（ " °°* + °°)内有定义,/(*27)为连续函数，且 /( x )#0, f ( x ) 有间 
断点，则 

( A )9[/ U )] 必有间断点 （ B )[ Wx )] * 2 必有间断点 

(0/[炉(工）]必有间断点 必有间断点 类似的，可以构造简单麵雜除 

解采用排除法. 

若取 ？ U )= I 1 ，X ^°, f ( x ) 有间断点 X = 0 .但 [? u )] 2 = l 没有间断点，所以 （ B ) 不 

I - 1 ， x<0 

正确； 



































取… )=匕， ：=，/(十，则没有间断点，⑻不正确; 


^ Lf ( j ：) = x 2 ,< p ( x ) = 

故应选 ( D ). 



x^O 

x <0 


，则 / tf ( x )] = l 没有间断点，所以 （ C ) 不 正确. 


则 


\ f ( — ) x^O 

【 127 】设 /( x ) 在（- 00 ,十 00 ) 内有定义，且 Um /( o :) = fl ， gU )= 工’ 

1 0， x = 0 


( A)x = 0 必是 g ( x ) 的第一类间断点 （ B):r = 0 必是 gU ) 的第二类间断点 

( C)x = 0 必是 gU ) 的连续点 （ D ) 奴： c ) 在点 o : = 0 处的连续性与 a 的取值有关 


解 若 a = 0, 则 lim ^(: r ) = lim /( — ) = 0= g (0)， 从而尽(工)在 x = 0处连续 

j - M ) x 

若 a 矣0,贝= lin \/(^) = a ^ g ( 0 ), 从而 容 (:1：>在 x = 0 处不 连续. 

之 一 ►() r*0 X 


故应选 ( D ). 

点评 本題主要考察的是分段函数在分界点处的连续性，函數 /(: c > 在点： C Q 处的遂续性应 
满足三个 条件： 


故 


(1) 在 x = : r G 有定义； （2) lim /(: c 〉 存在； （3) lim /( x ) = f ( x Q ). 

^0 ^ x o 

不满足上迷任一条件，則导致函数 /(_ r ) 在点处间断. 

使用介值定理证明相关结论 

【128〗设 / U ) 在 [0,1] 上连续，且/(0)=/(1>, 求证： 

(1) 存在 _ r € [0,1]，使 /( x )=/( x +- y ); 


(2) 对任何正整数 71, 存在 ze [0, l ]， 使 / U)=：/(X + 丄）, 

71 

解 (1) 设 )，则 

g ( o )=/( o ) -/(+)， g (+)=/ (士〉-/⑴， 


君⑻ + 犮(如=/(0) -/( I ) =0. 

总⑻+ g {\) 

而另一方面， m < - r ~•由介值定理知,存在 : re (0,1)，使 


g ( x ) - 


2 



(2) 设 h ( x ) - fix ) _/(x + 1)， 则 

ft 

^(0)=/(0)-/( i ), A (士 w (士) - /( 令)， 



第一章极限与连续 


§10 ,综合提 离蹑型 


九 ( X )-/( i )’ … ， 


，(宁 )=/ (宁 ）_，⑴. 


«— 


以上诸式相祕2^^卜 ■-/(!)=(). 


0 


而另一方面 WW < 2 — IP / n <— h {~ X ， M . 


I»0 


n-1 


由闭区间上连续函数的介值定理知存在 x6[0，l]， 使 h ( x ) 


S 办 ( 予 ）= 0. 


» TTo « 


【129】设 /U) 在[^，6]连续，且^2<^<^<6，证明：在（《，6)内至少存在一点^使得 

Pf(c) + qf(d) = (p-^- 

其中/ >，g 为任意正常数. 

证法一令 F (: 0 = (/>+ 9 )/(1)-才(*：)-0«£0，可知 FU ) 在 [ cd ] 上连续，注意到 

F(d) = (p^q)f(d)-pf(c)-qf(d)^p[f(d)~f(c)], 

故当 /(c)-/U )=0 时，可知均可取作6 
而当 /( c )-/U〉#o 时，又夕>0, 9 >0,于是有 


F ( c ) F ( d ) 


pq [ f ( c )- f ( d )] 2 <0 


由零点定理可知，至少存在一点 $€(c4)C(a，6)， 使得 FU) = 0, 即 

ff ( c ) qf ( d ) = ( p + . 

证法二因为/(^)在 U，6] 上连续，故 /Or) 在 U, 6] 上有最大值 M 与最小值 m， 且有 




由于 c，d€[ a ,6]， 也有 


Qm 《 qf(dXqM ， 


两式相加得 


(P + q ) m ^ ff ( c ) + qf { dX { p + q)M 


由介值定理知，在 “，6)内至少存在一点 t 使得 


Pf ( c ) + qf ( d ) 
户+ 9 


/⑺, 


即 Pf ( c ) + qf ( d ) 二 （p + q ) f (0. 


【130】设 /U> 在 [0，n]( n 为自然数, n>2) 上连续，/(0) = /(«)， 
证明 ：存在 e，s + ie[o, w ], 使 /($)=/ U+l ). 

证设 g ( x )- f{x + 1) -/(x),x6 [0, n 一 1], 则 

^( 0 )=/( 1 )-/( 0 ),^( 1 )=/( 2 )-/( 1 ), 

^(2)=/(3) -/(2)，…， 

g{n ~ - f { n ) ~ f{n ~ . 


n- 


以上诸式相加得 I ] g ( i )= Kn )- m . 


■ 0 







第二章 


导数与微分 


§1. 导数的概念 

1,导 数定义 设函数 在邱 点的某邻域内有定义，当自变量: c 在& 点处取得增量 
Ar(Ac 矣 0) 时，相应地，函数 y 取得增量 Ay = /(x G + Ar) - /( 邱） ， 如果极限 

Ay /(x n +At) -/(x n ) 

lim ~ = lim -:- 

Oxr^o UX 

存在，则称函数？=/(幻在邱点可导，并称这个极限值为函数 y =/ u ) 在: C Q 点处的导数，记为 


f\oco) $ y / (xq ) 9 


dy 

dr 


:o 


如果记 : r = : c 0 十血,则导数又可表示为 


尸 U 0 ) 


. fix)-f(xo) 
lim - 

X- Xq 


若极限 lim g 


lim — 


+ Ac) -/( jq) 


存在,则该极限值称为 /(: r ) 在 x Q 点的左导数，记 


作 


/:U ), 或 /:U) 


fix) _/( 工 0) 
Lim 

—釋 ： r - j : 0 


若极限 lim +^= lim+ /U + f 存在，则该极限值称为 / U ) 在 a 点的右导数，记 


作 


/' + ( 工 0 )或 A(x 0 )= hm f --- x) ~ nX ^ 

x ^ x / 工-工0 

函数 /( i ) 在^点可导，且导数为 A 的充要条件是 

f ， (xo)=f / -(x 0 ) =/+ ( 工 0) =A. 

2.导数的几何意义导数 /' Uo ) 在几何上表示曲线 y =/( x ) 在 MUhAxo )) 点处的切线 


斜率. 


/( X 〉在点 M 的切线方程是 


y = f / ( xo)(x - Xq ) +/( 工 0 )， 


曲线 y = /( x ) 在点 M 的法线方程是 


r ( x 0 ) 


(x-xo)^f(xo) (当时） • 


3.函数的可导性与连续性若函数在: r Q 点可导，则 y = / u ) 在&点 必连续.但连 

续不一定可导. 



基本题型 


利用导数定义求初等函数的导数 


【 132 】设 /(x) 二 : r(x + l)(:c + 2)，"（:c + m )， 则 (0) = __ . 

解根据 /(.r) 在点 = 0 导数的定义 

f'(0) = lim^ ’ ⑼ = lim(/i + l)(/i + 2) … （/i + n)-n\ . 

/i-HD rl 

故应填 《!. 

【 133 】设 f{x) = (x_a)y<x )， 其中 x = a 连续，求 /'(a 〉 . 

解使用导数的定义 


r/ / x /( 工 ） /( a ) ,• Cx - a) (d{x) - 0 ,• t 、 

J { a ) = \tm - = inn - - - = \ nTnp { x) f 

sr^a X 一 a jr^a X ^ a x^a 

而根据函数连续的定义有 limp (: r ) = < p ( a ) • 

3 T^a 

故 /'( a ) = < p { a ). 

【134】设函数 / U ) 在 <- oo , + oo ) 上有定义,在区间 [0,2] 上, / U )= x (; r 2 -4), 若对任意 
的 i 都满足 + 其中 A 为常数. 

(1) 写出/(工)在[~2,0)上的表 达式； 

(2) 问々 为何值时， / U ) 在 : r = 0 处可导. 

解 （1) 当 -2< x <0, 即 0 <:c + 2<2 时， 

/(x) = kf(x + 2) = ^(x + 2)[(x + 2) 2 — 4]~fcc(x + 2)(x + 4). 

(2) 由题设知 /(0)=0. 


/'+ ⑻ 



f- (0) = lim 


f(x) - f(0) 

x —0 

/( x )-/(0) 
x 一 0 



=lim 



fcr(x + 2)(x + 4) 



= 8 k . 


令 / 二（ 0 )=尸 十 （ 0) ， 得是 = - 士 • 即当务 = 时， /u) 在 x = 0 处可导 . 

分段函数讨论分段点处的可导性 


土 JT 5 X<1 

【 135 】设 /U)^ 3 ’ 、 ，则 /(x) 在 x = l 处的 _ . 

. x 2 ^ x~>\ 

(A) 左、右导数都存在 （ B) 左导数存在，但右导数不存在 

(C) 左导数不存在，但右导数存在 （ D) 左、右导数都不存在 


2 2 2 3 2 
解 / + ( 1 ) — lim - = 比、 / 1 ( 1 ) = lim -- 7^- —2. 

•r-l + 文 — 1 X - \ 

故应选 (B), 



第二章导数与微分 


§1.导数的念 


x<0 


【136】设函数/(文）=^ 0, 


0，则函数在点 


0处的导数为 


2x 


>0 


解 / U ) 是分段函数，按定义分别求 / U ) 在点 x = 0 处的左、右导数 


-0 


/-(0)= iim 


+ ex 


lim 




ex 


/ + (0)= lim 


2x 

l + e x 


-0 


lim 






因以上左、右导数存在且相等，所以导数 存在， /'( o ) 二 1, 

故应填 i . 

[137] 函数/(1) = (^-2-2)|1 3 -:^不可导点的个数是 


( A )3 

解法一 


(B)2 


( C)l 


(D)0 


fU) 


—(j 一 2)x(x 一 l)(:c 十 l) 2 , 
(x ~ 2)x(x ~ 1) (x + l ) 2 ， 


(x ~ 2)x{x ^ l)(x + l) 2 , 


/ Or ) 的不可导的可能点为 


- 1 

—1 < 


一 （:c 一 2)x{x 一 1 ) (:十 l ) 2 ， OKx^l 


>1 


一 l，x = 0,x = 1. 


/!(-!)= lim 


XKX 




-1 


所以由 /:(- i )= r + ( - 1) 得: x = - i 为 / u ) 的可导点 • 


由 


/ 二 ⑼= lim 


X — 


: r — 


x + 


/V (0) = lim 




-2 


/-(1)= lim 


/；(!) 


xvx 


♦! 


JT 一 1 


(：r - 2)^r(jr - 1 )(jt + l) 2 

i —1 


因此 /( X ) 的不可导点有 两个: 2 = 0, X = l . 


故应选 ( B ). 

解法二因为 /( x ) 


2)(jc + 1) • \x \ • 丨 JT+ll • |之_1|，由于含因子 (JT + 1)* | X + 1|，故 


/(X) 在 


1点可导. 


于是 / U ) 有两个不可导点 x -0 ,x 






故 jfc 选 ( B ). 

\^jif 本题解法二使用下述结论讨论. 

若史（ X )在点 X = Xq 处连续，则 f ( x ) - I X - X 0 I f !( X ) 在 x = x 0 处可导的 充要条 件是 〆 x 0 ) = 
0 . 特别地， | x ~ xq 1 .r — . To 处不可 号 上而 （x — xo )|: c ~~ Xf ) 丨在： c 二 xo 处可 寻^ 

【138】设 / U ) 可导， Fix ) -/( x)(l + I siar | ), 则 /(0) = 0是 F ( x ) 在 x = 0处可导的 


( A ) 充分必要条件 （ B ) 充分条件但非必要条件 

( C ) 必要但非充分条件 （ D ) 既非充分条件又非必要条件 


/( x ) (1 — sinr ), : r<0 


解 F ( x ) = if (0) 9 


X 


0 


F _(0) 


/( x ) (1 + siar ), x>0 

lim 翻匕 ㈣ 二舰 


jt ~^0 


JC 


r /(^) —/( 0 ) f( x sinx 

lim 一 lim j \ x ) • 


x 


o 


x 


r(o)-/(o) 


F ；(0)- lim 


/( x)(l + siar ) -/( O ) 


X 




ur^O 


X 


广， 0 


X 


r(o)+/(o) 


若使 F (: r ) 在 x = 0 处可导，则必须广 _( 0 ) =广+ ( 0 ).则 /( 0 )= 0 . 

故应选 ( A ). 

【139】设函数 /( x )= U 3 - l | 9U ), 其中 pU ) 在 d 处连续，则以1)=0是/(0：)在1 = 
处可导的_ • 


( A ) 充分必要条件 

( B ) 必要但非充分条件 

( C ) 充分但非必要条件 

( D ) 既非充分也非必要条件 

解因为{⑴: 

^ 1 + X ~ l 

: lina — 丄 • < p ( x ) - ( 1 ), 

T - 1 : 

工 3 _ 1 

一一 lim _ . • ( p ( x ) - - 3< p ( l ) ， 


可见， / U ) 在 1 = 1 处可导的充分必要条件是外( 1 )= -3?(1)，即 ^( 1 )= 0 . 
故应选 ( A ). 


根据导数定义，利用所给极限式子求导数 

【140】设函数 /(« r > 在 : r = a 点可导，且 


h 


l ^ o/(a —2 h 、一 f ( a ) 4 


求 ru). 


解设 At 


2/ i , 则 / i —0, 即 



ru) 


lim 

At-^O 


f(a ^ Ax ) ~/( a ) 


At 


lim 


f(a -2 h ) - f ( a ) 


2^ 


f(a - 2 h ) - f ( a ) 

h 


2 


一 2/i 


X4= — 2. 




























第二章导数与微分 


§1.导数的概念 


【141】设函数 / U ) 在 : r = 0 处连续，且 = 则 




( A )/(0) = 0 且/:(0)存在 
( C )/(0)=0 且厂 +(0) 存在 


( B )/(0) = 1 且/1(0)存在 
卬)/(0) = 1且厂+(0)存在 


Ah 2 ) 


m 点趙且心 


1 知 lim / U 2 ) 二0 = /(0)，令 A 


Ar , 则当 /i 


时， Ar ~^0 + , 


/卜 0 h 


h 


\ im f(At) ~ f{0) = f + f ( Q ) 

.+ Ax 


故应选 ( C ). 


即 


f( T ) 

【142】若 /( o :) 在 : r = 0 点连续，且 lim ^ 2 存在，证明 / U ) 在 x = 0 点 可导. 

证设，所以 lW ( x ) = limr .'^ = 0 .A = 0. 

I r^0 X j-H) jt^Q X 

因为 yu ) 在 • ri 连续，所以 liin / U ) = /(0)=0, 从而导数定义有 

x^O 

r /(x)-/(0) r fU) A 
f (0) =lim - ^ - = lim - = A , 

x-KI — U ar^O X 

【143】当 h ~* Q 时，/(工 0 - 3/ i ) _ /( xo ) + 2 h 是 h 的高阶无穷小童，则 / ' (邱） =_ 
解将已知条件写成等式有 

/(1 0 -3/1)-/(工 0 ) + 2/1 = 0(/1)(当 / i — 0时， oU ) 为 & 的高阶无穷小) 


/(工 0 -3 k ) 一 /( 


一 2 + 


o(h) 


等式两边取极限并利用导数定义得-2, 即广 U 0 ) 


故应填 


[144] 设函数 / U ) 在 x = 0 处可导(即/'(0〉存在），且 / U )=/(0)+2； r + aU )， 
又 lim ^=0, 求/'(0). 

jt-M) X 


解由已知条件知当 X 尹0时, 


fU )- f ( O ) 


2 + 


a ( j ) 


当: r — 0时取极限，则有 lim ’ ⑴—{⑻ = 2 + lim 

X -K> JT 一 U x-M) X 

利用导数定义求极限 


2 .由导数定义得 _ r ( o ) 


[145] 下列各题中均假定 /'( x G ) 存在，按照导数定义，求出下列各题中的 A 值. 


(1 )A = lim 


f ( x {] ~ Aoc ) _/(~ r 0 ) 

Ar 


⑵ A 


⑶ A 


lim ^， 设/(0)=0,且尸 （0) 存在 

x-H) X 

.• f ( x 0 + 3 h ) - f ( x 0 ) 

lim - 7 • 

h 一 o n 





解 (1 )A 




/ '(^ o ) 


(2) A-lim 


/U) 一 /(0) 


X 


0 


r(o); 


【146】设函数 /(x) 在点: ro 处的导数 /'U G ) 存在，《，/?是常数，求极限 


lim 


/(^o + ah) -/(xq - 沐 ) 

h 


解因导数 r (: r Q ) 存在，则由导数定义与极限的运算法则得 

Kxq-^ ah) - f(x 0 -fh) [/(x 0 + ah) ~/(x 0 ) ] - [/(x 0 ~ ^h) ~/(x 0 )] 

lim = lim -:-- 

h-^o n k-^o h 

f(x 0 + ah) -f(jc 0 ) f(x Q - fli) ~/(x 0 ) 

— a lim -: + p lim - - -- 

ah a— o … pn 

- + #'( 工 0 ). 

特别地，当至少有一个为零时,上述结果显然成立. 

点评 /l. 特别地，当 a = ^=l 时，有 

^ v h) ~ f(x 0 -k) 

2h =f Uo) . 


① 


但是式①不能作为函數 ：y = /(x) 在点: to 的导数定义，因为它与导数定义式 

/(x 0 + h) -f{xo) , 

hm --- =f (x 0 ) ② 

A - K ) rl 

是不等价的.事实上，若式②成立，則式①左边的极限存在，且等于 /1x 0 ) .但是，反之不成立，即 
若式①左边的极限存在，并不能保证式②左边的极限存在.换言之，式①只是式②的必要条‘件， 
并不是充分条件. 


这是因为式①中以： TO 为中心的对称点為十办，抑- /t 处的函数值之差 /(XO +办> -/( X 0 ~ A ) 
对点 x c 处的函数值没有任何要求.也就是说，极限 lim 存在与否跟点叫处 

a - k ) In 

的函数值/(抑）无关•这不符合导数定义的要求.例如，对于任何偶函数/(I),它的极限 


lim 

A - M ) 


f(0+h)-f(0-h) 

2 h 


总是存在的，且为零，但是极限 \ ) r/( ⑴ 却 不一定存在. 


[147] 已知/'(%) 


l， ra !^/ U 0 -2 x )-/( xo - x ) 


解 lim 


/( x 0 -2 x ) - f ( xQ - x ) 


X 


lim 

jt - H ) 


[f(jc 0 -2x) —/(x 0 )] — [/(x 0 - x) -/(o ： o)] 


X 


2 f / ( x 0 )^ f f ( x 0 ) = U 


故应填 1. 


[148} 设尸⑻ =2,则 一 /(2 批她〉 = 

X 

( A ) 士 ( B )2 ( C ) 士 ( D )4 





























第二章导数与微分 


• 寻数的褫念 



解 


原式 = lim 


/(» ~f(0) ,Mnx_ 二 / ⑼ .2a^ 


3 siiuc 


2 arctaiu : 


3 / ^(0)-2 / / (0)=/ / (0)=2. 


故应选 ( B ). 

【149】设 /( x ) 在 


0 处可导，且 /(0)=0, 则 l 


• f ( tx ) ~ f ( x ) 


m 幅设有 /'⑻： ㈣ 于是， 


当 f = 0日寸， lim ' 


f ( tx ) - f ( x ) 


lim [~—] 

J - K ) X 


尸⑻； 


当 r 关 0 时， lim ^ 
故应填 G - l )/'(0〉. 


f(tx) -f(x) 


v tf{tx) v f(x) f 
lim - lim - = { 

jr^O tX x - K > X 


ixr(o). 


利用导数定义求函数的表达式或导函数 


【150】若 /( W 满足条件 /(I 
解由题意得;/( I ) = qf (0) 9 


VU )， 且 /'(0) = M 常数 关0)，求厂 （1) 


r A 工 十 1) 一 /(I) ,• af(x) - af(0) 

J ( 1 ) = lim -= lim - 

JC jC 

y -/(0) r^fn\ r 

=a lim - = of (0) = ab. 

X 


即 /'( l ) = ab . 

【151】设 /(: r ) 在 （ - oo , + oo ) 上有定义，对任意 x , ^6 ( - °°, 十 °°) 有 /(i 十: y )=/(: c ) 十 
/( y )+2 ；os 且广（0)存在，求 / U ). 

解对 /( j ： + y )= f ( x ) +/( y ) +2灯 ， 令: y = 0 得 /( x ) = f ( x ) +/(0),即 /(0) =0. 

…、 ,• ,• /(Ar)+2x-Ar 

f = = 尥 Ar " 


2 x = f / (0)+2 x 


0. 


=lim /(Z ^ -棚 +2 x = f ， (0)^2 a :. 

Ar - M ) LXC 

所以 / u )= r < o)x + ： r 2 + c . 再由 /( o ) = o 得 c = o . 

故 Ax) =f^(Q)x + x 2 . 

【152】设/(尤）是< - oo , + oo ) 上的非零函数，对任意 _ r ，： y €(- oo , + «0有 /( x + jy ) 
/ U )/( y )， 且 /'(()) = 1， 证明: /' U )=/ U ). 

证因为 /(：r + ： y ) 二 / U )/(： V )， 且 / U ) 非零，令: V =0, 便得 / U )=/ U )/(0)， 于是 /(0) = 
对任意: r €(_ ⑺， +«0，/(: r + Ar )=/(: t )，/( Ar ). 根据导数的定义， 


f \ x ) 


f(x + Ajc) - fix) 

^ Z 

r rr , /(Ar)-/(0) 

hmj{x) - - 


lim 


t . f(z)[f(Ar) - 1] 
iim - t 

Ar - K ) Ar 

=/u)r(o 卜 /u). 


[153] 设 / U ) 对任意非零数 u 有 /( xi )=/ U )+/(30, 且尸（1) = 1，求 /( x )- 
解当 I 参0时， 

./(x + Ar)-/U) /Ir(l + f )]_/(rl) 

j yx ) = lim - - - = lim - -: 

Ar HI /\^r Ar - /\7 





lim 


/ U)+/U + ^)-/ U )-/( l ) 


iim 


/(I 


Ax 


Ar 

)-/(D 


x m 


Jlt 


-/，⑴ 


所以 f ( x ) = \ n \ x \^ C . 由于/(1)=/(1)+/(1)， 


所以 /( l ) 


即 


故 


/(•r) = lnl j: I . 

可导与连续之间的关系 


【154】设 /( j ：) 


1 — COSJT 

~^r、 


>0 


，其中是有界函数，则 / U ) 在 x = 0 处 


( A ) 极限不存在 
( C ) 连续，但不可导 


x z g ( x ), x^O 

( B ) 极限存在，但不连续 
( D ) 可导 


解 


rt \ 1 — COSX 

lim/(x) = lim — 下 — 

j—►O ^ s 0C 




lim f ( x )= lim x 2 g ( x ) 


iim — p - = 0 = /(0), 

一 0 + V X 
= /( 0 ), 


x^O 


故 /( x ) 在 :r = 0 处极限存在,且连续 ，（ A 〉、（ B ) 不正确, 


n ⑻ 


jc 2 g { x ) -0 

lim 一 

x 


\rmjg(x) =0, 


0 


1 一 COSX 


故 /(X) 在 


/ + (0) = lim 

x^O + 

0处可导. 



Urn 写 

X — 0 + x 2 


故应选 ( D ), 

点评分段忑數在分界点的极哏、连续祕可导问题一般应采用定义通过左、右两端进行讨 
论.极限、连续和可导三者之间的关系是 ：可导 $连续$极限存在，但反过来不成立.本題若/(工) 
在 x = 0 处可导，则选项 （ A )、（ B )、（ C ) 可立即排除，因此也可直接从判断 / U ) 在： r = 0 处是否可 


导入手讨论. 


+ 6, 


x^l 


【155】设 / U ) 


XCOS X<1 


，/( x ) 在 x = l 可导，则 a 


,b 


解要使 / U ) 在 


1可导，则 / U ) 必须在 


1连续, 


即 


hmf(x)^ lim/(x) =/(!), 


也即 a + 6 =0,从而6 


a . 


/( i ) 在 i = i 可导，则必有/:(1)=八（1) 


/ ^ ( 1 ) = lim 


xcos 兮 x -（<2 + 6) 

•X 一 1 


lim 


• rsin [兮 (:r - 1)] 

•T 一 1 


7 T 

T 






第二章导数与微分 

§1易— 


r“i)= to 职 

‘十 X 一 1 


• a (: c 2 — 1) 


lim 


x - 1 


2 a 


故 2 a 


f ，则 a 


7 t 

T - 


故应填 = 

利用导数定义讨论有关函数的连续性、间断点 

【156】设函数 / U ) 有连续的导函数,/(0}=0且厂 (0) = 6, 若函数 


f ( x ) + asiar 


F(x) 


x 矣0 


在 


U , 

= 0处连续，则常数八= 

解因为 

，， m 、 ，， /(x) + asinx 

limr \ x ) = hm - 

x-^0 X 


^ hmFU )- F ( 0 )= AjiA-a + b . 


f (^) - /(0 ) 十 gsinx 


/ y ( 0 )^a 


故应填 A = a 十 6. 


【157】设 F ( jt ) 


^ ，其中 / W 在 pO 处可导，广⑻种，洲二 H 

/( O ), x = 0 


是 F (: r ) 的 


( A ) 连续点 
( C ) 第二类间断点 


( B ) 第一类间断点 

( D ) 连续点或间断点不能由此确定 


解由于 /( W 在7 = 0处可导，由导数定 义知: 


. f ( x )- f ( 0 ) 

lim - 


x-^0 


r(o) 


现 /( o )= o , ra ))_ o , 所以 


lim F ( x ) 




lim F ( x ) 


JT ^> 


lim —-/ XO )^/^), 

广 o - 工 

lim ^=/'(0) 关/(0)， 

X 


因此 


0 是 FU ) 的第一类间断点, 


故应选 ( B ). 

利用导数定义计算切线斜率 

[158] 设/( I )为可导函数，且满足条件 i 


• /⑴―/(I 一 X) 


2 x 


-1,则曲线 ：y = /(: c ) 在点 （1, 


/( I ))处的切线斜率为 


( A )2 


( B ) — 1 


(C) 士 


( D ) 一2 


解 Um ■乎龙 + 广⑴一 1 





则 /'⑴ 


2,而曲线 y =/ U ) 在点（1，/(1))处的切线斜率为/'⑴ 


线 


故应选 ( D ). 

【159】设周期函数 / U ) 在内可导，周期为4,又1 

2 

= /( x ) 在点(5,/(5))处的切线斜率为_, 


• /( I 卜 /( I -工) 

HS 2x 


1,则曲 


( A ) 


⑻0 


( 0-1 


( D ) - 2 


解 

知广（1) 


,,/( I )— /( l - x ) 

lim --- 

x -*0 lX 


+/'( i ) 


一 1 


2,而由题设 / Cx ) 以4为周期得 
/ / (5)=/ / (4 + 1)=/ / (1) 


2 . 


故应选 ( D ). 

点评本题主要考察导数的定义、儿何意义及周期函数的性质.一般地，苦/( I )是以： T 为 
周期的可导函数，则//( X )也为以 了为周 期的*数， 


有关物理意义方面的题目 


[ 160 ] 


质点的运动方程为 


10,试求这质点在 r =3时的瞬时速度, 


解当 i =3 时 


v 瞬时二 


lim 


3 + A ) 3 + 10- (3 3 + 10 

At 


lim [27 + 9 A + ( A 0 2 ]=27, 


【161】车轮运动，其转动角 p 决定于函数 y^a + 汾- d 2 , 其中 a 、6、 c 为常量， f 为时间，试 
求其瞬时的角速度,并求车轮在何时停止转动. 

解 （1) 设瞬时角速度为 W (0, 则 




Hm 爷 

b — 2 ct 


lim 

0 


a + b(t + At) ~ c(t~^ At) 2 - (a bt - ct 2 


(2) 车轮停止转动时 oi =0, 即 6-2 rt = 0, 所以 


2 c 


时，车轮停止转动. 


【162】有一非均匀的细轴 AB ， 其长 L 为 20 an ， AM 段的质量与从点 A 到 M 的距离平方成正 
比例增加，并且已知一段 AM = 2 时的质量等于 8 g , 试求： 

(lMM = 2 cm 的一段轴上平均线 密度； 

(2) 全轴的平均线 密度； 

(3) 在 M 点处的 密度& . 

解如图162,设 A 点到 M 点的距离为: c •，并设段的质量为 m ， 则 m = fcr 2 . 当 : r = 2时 ， m 


8,所以6=2,即 m 与 I 的函数关系为 m = 2 x 2 . 因为所以 

|0 = 2 ( 兰） =4(g/cm), / 




， 2(20) 2 
户全轴二 20 


«. Am 


40 ( g / cm) f 


图162 


lim ^ 


Ar ) - 2x 
Ax 


lim ( 4 a : + 2 Ar ) = 4 a :( g / cm ). 
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§2. 导数的基本公式与运*法则 


2,导数的基本公式与运算法则 


1 .基本初等函数的导数公式 

(l)(c)’ =0; 

OMsinrV = cosx ; 

(5)( tanr )' = sec 2 x ; 

(7) (secjr ) y = secjr • tanx; 

(9) ( a T ) f = a x ina ( a >0, a 7^1) 


(4) (cosjt)'= - 
(6)(cotr) / = — 
(8)(cscW 二 - 
(lOXe^^e" 


-l 


k 为实 数）; 


SUIT ； 

csc 2 x ; 


cscx 4 cot:r 


_似) 、石 U >0，#1); 

(13)(arcsirLr) / = ~> ^ 一 ; 


(12)(\nj：y 


(14)(arccosxV 


(15)(arctaar ) r 


十 ： ^ 


(16) (arccotr)^ 


2 .导数的四则运算法则 设函数 M ( x )， Wx ) 在: T 点可导，则 

(1) [u(j") ± 幻（工） ]'= u(x) ± v (jc ) ; 

(2) [u(x) t v(j：)y = u' (x)v(x) + u(x)v f (jt); 

z^x r uix) u (a:)v(x) - u(x)y / (x) / / 、 _^ 八、 

(3) L / 一 r / \ 12 ， ( V\x ) ^~0) . 

v{x) [v{x)Y 

3 - 复合函数的求导法则 = 在: T 点可导，而: y =/ u ) 在对应点二 〆 : T )) 可导， 

则复合函数在 I 点可导，且 


4 .反函数求导法则 若单调连续函数 


以5)在> 点可导，且其导数 f '(>) 參0,则它的 


反函数 J = /(* r ) 在对应点 I 可导，且 

f ^ x ) 


9 '( y ) 9 


或 


办=丄 

dr _ dx f 

dy 


基本题型 


利用求导公式及求导法则求具体函数的导数 


【 163 】 设 : y 


x + e 


f ) 号 ，则，1,= 0 


解 


2_ 

3 


(1 


^~e~ 2 ), : y,| J = 0 =+,l .士 


故应填 


【 164 】 设： v = arctane^ - In 




解 y = arctane^" - 了 Ine 2 ^ 十 ~ In( e 2x + 1) = arctane x - jt + 了 lnfe 2 ^ + 1 )， 




故 


dx 

故应填 - 


e 2x e 工 —1 … 办 

^1 = 17 ^， 从而石 


+ e 


2x 


_ e - 1 
x-1 e 2 + r 


e — 1 

巧 . 


点评一般初等函数在求导之前应先化简，将函数化成最简形式后再求导，可使求导过程 
大大简化，避免出错. 


11651 设 3- e 〜 sm T , 则 〆 


解 


e x • cos 


(一 1 ) + sin 


* sec 2 


• I _ 


_ MAM A 

e i 


[•咖了）‘ 


故应填 


# e A(cos 了 + tant.sect). 


点评这是一道有多重复合关系的函数的求导问题，要求读者熟悉基本初等函数的导数公 
式和复合必数求导法则， 


2tx 


_ 若 / ⑴巧』 卜士） ，则 /'(0 


解先利用重要极限 lim 1 




求出 /( o 的表达式，然后求 r(o 


2tx 


/(0 = lim 

r^OO 


r ( t ) = e 2 t + 2 tt 2t = ( 2 t ^ l ) Q 2t . 


x ^2 t 


lim 1 + 


/ e 2 




故应填 (2 f + l ) e 22 . 

利用求导公式和求导法则求 抽象复 合函数的导数 


【 167 】已知 y = f(^^ ) y f f {jo) — arctanr 


3 x + 2 


，则？ 

cLr j=o 


解 


令则由链式法则， 


¥ = ^ 乎 = arctanJ 

ax au ax 


12 

(3工 + 2) 2 ’ dr x = 0 


12 

(0 + 2) 2 


arctanl 


3 iz 

T 


故应填 

【168】设函数发 U ) 可微, / i ( z )= e H (气 / i ， ⑴=1，^(1):2，则 g ( l ) 


(A)ln3-1 


(B) — ln3-l 


( C )- ln 2 -l 


( D ) ln 2 - 1 


将 


解在 = + 两端关于 X 求导数得 y ( z 卜 e 1 + —. 〆 (: r ) 
=1代入上式得 


/i ，（ l) = e 1 + 《 ( 1 ) Kl), 


+ g ( i ) 


2 , 


襄⑴ 


ln2 _ 1. 


故应选 ( C ). 


【169】设 FU )= linw 2 [/U + 号〉 -/ U )] s i n f ， 其中 / U ) 二阶可导，求 r ( x ) 




I 第二章导数与微分 

| §2.导数的基本公式与运算 gau 


解 F(x) - lim^ 2 [/(x + ~) -/(x) ]sin — = lim 


/( 


x 


7 ") -f(x) sin y 
1/ 


1 


t 


t 


fix + !) - fix) 


sin 


k % lim 


X 


7 T 

t 


lim - 

Jim x 


x 

t 


t 


- 7T3 / '(X) • 

故 F ' ( jc ) = + af r / ( x )]. 


【 170 】 设可导函数/( X 〉满足 afU) + 分(丄 ） =丄，式中《，6 〆 为常数，且 U | 參 I 

3^ 


求 /' u ). 


解 由已知得 af{ — ) + bf{x) = cx . 解方程组 

X 


>/( x )4/( + ) 


£ 

X 


< 


得/⑴ 


ac 

x 


一 bar 


则尸 U ) 


2 l2 


bf(x)^af{-) = cx 


, ac , V _ _ bcx + ac 

\ ^ ~ ^ OC ) - ~ 2 / 2 


a 2 ^b 2 


X 


x 2 ( a 2 — b 2 ) 


[171] 设函数 / U ) 在 （- 00 , + oo ) 上满足 2 /(l + _ r )+/( l -_ r > = ?， 试求尸（尤) 

解 先求 /(: c ) 的表达式，在等式 


2/(1 + jc) +/(1 ^ x) = € 


① 


中令自变量为-1，则有 


2/(1 - x) +/(1 + x ) = e 


X 


② 


由①和②两式可解得3/(：*： + 1)=2?-€ _ '令 n +1， 可得 


fit) 


2 e 


e 


3 


，即 fix) 


2eri - e 1 
3 


- X 


从而 /'( x ) 


•r-l 1 _l-x 


2e J —i + e 


分段函数求导数 


co&r 


【172】 讨论函数 / U ) 


jo^O 


sirir x 


0, 


X 


0 


(1) 在 : r = 0 处的连续性和可导性 

(2) 求出导 函数尸 U ). 


解 


x - ~ sinlx 

(l)lim/X 工 ） =lim ——-- = lim 

上 _0 OC S1IUC 

0 


X 


2 


sin2x 


x 


0 ,♦ 1 — cos2x 2 

~hm —I -= lim 


(2x) 


2 


2x 


2x 


0 =/( 0 ), 


故 /(X) 在: r = 0 连续. 








[ ft ] 


x — rr*sin2x x 

/'( O ) = lim - ; - = lim 


2 


sin2x 


0 


jc 2 sinx x 3 


0 [ 1 — cos2x 

^lim 一 


3 x 2 


0 


=lim ?sil32x 


2 


6 x 


3 


故 /( x ) 在 >r = 0 处可导. 

( 2 ) 因为 x 古 0 时， jT ( x ) 


r(x) 


sin 2 x 

土- 2 _叫 ，故 

00 



f 

co&r 

. xsiru: + cosx 

X^0 

= -< 

sin 2 x 

x 2 ’ 


2 

3 ^ 


x = 0 


【173】 试确定常数 a , 6 的值，使函数 


fix) 


+ ln(l - 2x ) , 


a + be ' 


x 


>0 


在 


x 


= o 处可导，并求出此时的 r ( x ), 

解 因要使函数 / U ) 在 ; r = 0 处可导，故 /(X) 在: r = 0 处连续，即 


= lim /( x ) =/(0) = 1 

JT-K) jt-^0 + 

得 a + 6 = 1 ，即当 a 十 6 = 1 时，函数/(文）在 x = 0 处连续. 


由导数定义及= 有 


/-( 0 )= 


lim 



fix)-f(o) 
x 一 0 


- lim 



[1 十 Ln(l - 2x) ] - 1 

x 



/；(0)= 


lim 



/U)-/(0) 

x 一 0 



(a + be x ) — 1 

X 



要使 / U ) 在 2 = 0 处可导,应有々=/；( 0 ) =/:⑼= - 2 ,故 a = 3 . 
即当 a ^ 3 f b = - 2B 寸，函数 / U ) 在：= 0 处可导，且广( 0 )= - 2 .于是 


2 

/ / (x) = S 1 - 2 工 ’ 

、一 2e :， 


x^O 

x>0 


点评确定参数的值使分段函数可导的问題，通常一要利用函数在一点处可导的充要条件 
是在该点的左导数与右导数均存在且 相等； 二要 利用函数可导必连 续，而函敫在一点处连续的 
充要条件是其在该点的左极限与右极限均存在且相等，又等于其函數值. 


COS - OC ft 

I ’ ，其导函数在 x = 0 处连续，则； l 的取值范围是 

0 , 若工= 0 


解 当 A > 1 时，有 


ru ) = 



若 x^O 
若 ：c = 0 















































显然当又 >2时，有 limT (: r ) 

jr - M ) 


r ( 0 )， 即其导函数在 


0处连续. 


故应填 A >2. 


[175] 设 / U 卜^试讨论 /' U ) 在 rO 处的连续性 

10, x = 0 


解因为厂(0) = lim 


jrarctan ~^ 一 0 


JL 

T ， 


if ⑴ 


广⑼ 


所以 TCr ) 在 


0处是连续的. 


点评本題主要考查了导数的定义、初等函数的求导法则及导函数在某点处连蟥的定义. 
一般地，分段函数在分界点的导数应按导数定义计算，分段函數在区间上的导数可用求导法则 
计算. 


g ( x ) - e 


-X 


【176】设 / U ) 


, x #0 


0 , 


其中 g (: r ) 有二阶连续导数，且 g (0) = l , g '(0)= -1. 

(1) 求 ru ); (2) 讨论/'( 1 )在（-⑺，+〜）上的连续性 


解 （1) 当 x 关0时，有 


ru ) 


x [ g f ( x ) + e ^ x ] - g ( x ) + e 


^( x ) - g ( x ) + (x + l)e — 


当 


o 时，由导数定义有 

尸⑹， 


- X 




- x 


lim 

x-H) 


g ff ( x ) - e 


- X 


g "(0)- 
2 


所以 


琢’ （* r ) _ g ( x ) + (x + l ) e~ x 


x^O 


尸 u ) 


客 "（0)-1 


(2) 因为在 


0 处，有 


t . r " 、 ，• g (jc) + W( ： C) - g (x) + e~ x - (x + l)e 

liiTv \Xj = Inn r 

j-^o 2 _ o 




g " ⑻ -1 


尸⑻， 


而 /' (: r ) 在: c #0 处是连续函数，所以 /' U ) 在上为连续函数 





§3. 高阶导数隐函数及参数方程求导 

1 .高阶导数 函数 y = /( x 〉 的导数的导数 ，即 称为/( X )的二阶导数，记为 
/" U ); —般的 1) 阶导数的导数称为 iU ) 的；2阶导数，记为3^>=/ (?1) (^).二阶及 
二阶以上的导数称为高阶导数. 

设函数 m = M ( X ), * y (: r ) 具有 w 阶导数，则 

[ ku ] (n) = ku in) 

I 肪 ] U) = 2 C^« (n_i) -y U) 

\J ㈣ 

I - w ⑷一咖 (” _1 V + -^ n 2 ^ X K in ~ 2) v + … + n“ U_1) + 即⑷ 

称为^ 布尼兹 n 阶导数公式. 

隐函数的导数求由方程 FU , J ) =0所确定的隐函数 y = ： y ( d 的导数 ， U ), 可将 
F ( x , 30二0两端对 x 求导,并注意: y 是 r 的函数，最后解出 : y '(: r ). 

数方程确定的函数的导数 设确定了 y 是 x 的函数为参数， 

\T 

n，j = 

dr dr /dt cp ( t ) 


基本题型 


计算初等函数的二阶、三阶导数 


【177】设尸 In 



1 


X 


+ X 


2 


，则 y 


x = 0 


解 尸 y [ ln(l -： c ) - \ n(l + x 2 )], y 


T ( I ^ 


2 x 


+ x 


y 


故应填 


2 

3_ 
2 • 


[- 


2(1 — x 1 ) 


<1 — x ) 2 (1 + j 2 ) 2 」， 


: y 


3 


x-Q 


2 


点评 求导前先利用对数的性质把函数化简，可使求导运算简便. 


[178] 设 : y = sin [/ U 2 )], 其中/具有二阶导数，求 
解 g -2 af ， ( x 1 ) cos [ f { x 1 )] y 


Sy 


dx 


2 


7^ ~ 2 f ， ( x 2 ) cos [ f ( jo 2 )] + 4 r 2 / 〃（: r 2 ) cos [/(: r 2 )] ~ 4 r 2 [/’（ x 2 ) ] 2 sin [/( x 2 )] 
dr 

= 2/ / ( x 2 ) cos [/( jr 2 )] + 4 x 2 {/"( j ： 2 ) cos [/( x 2 )] - [/'(jo 2 ) ] 2 sin [/( x 2 )] } ， 

【179】 设 ： y = In (: r + JT +~ x 2 ) ，则： y , = _. 
























2 x 


解 


T 7 2 


(1 + X 1 ) 


~~(l + x 2 ) 2 *2 x — ~~ x(l + x 2 ) 

-I ^ 

-(1 + JC 2 ) - x( - — )(1 + X 2 ) 2 ， 2X 




± 

32* 


故应填 


32. 


二章导数与微分 


§3 .离阶导数隱函数及参数方程求导 


(1 + 文 2 ) 3 


(1 + 工 2 ) 5 


【180】设函数 / U ) 在 ： r = 2 的某邻域内可导，且厂 （ x ) = / u ),/(2) = ljj /〃（2) 


解由/'(^) = /4,得 

r ( x )-^ x ) f , u ) = u ix) ] 2 . 


所以厂(2) = 2[/( 2 )] 3 = 2 6 3 , 


故应填 2 e 3 . 

【181】设函数 


/( W 的反函数 y 


( x ) 及 r WdLrt /- 1 。）] 均存在，且 


SrHx ) 

/'[/— 则 ^ H 为 

尸[厂 1 ⑴] m , nr x { x )} 

(A) ~ if^rHx )]) 2 ^ M/ir'u )]} 2 

, n r [/— 1 ⑴]— (D) /"m 

(c)- {r [ 厂 1(x)]} 3 { } 

解因为 rL /^ u )] 关 o , 所以由反函数的导数公式有 


(B) 


(D) 


dr 


dy 1 

dr dr 
dv 


7 7 ( y ) = f ^ r 1 ( x )] 


d 2 r l ( x ) 


I 

dr 


iinAu )] 



{/irUx )]) 2 


nr l (x)][r l u)Y -rtrHx)] 


< m )]> 2 
-/〃[/—、)] 

V [厂 1 U )]} 3 ‘ 


i/^r 1 ^)}} 2 r[/—Ud] 


故应选 ( c ). 

求 《 阶导数的通项 


【182】设 / U ) 


1 - X 


，则 / U )( x ) 


解 f ( x )= ~ l + 2 {l + x )-\ f / ( x ) =2-(-1)-(1 + x )-\ 

/"U)=2.(-l)( — 2).(1 十 :r)- 3 , 厂 U)=2-( -1)( -2)( _ 3).(1 十 : c) 


in 


( x ) = 2 •( — 1)( - 2)• 


(-n)-(l + x )-^ 1 


- l ) n .2.72 

(l + x) M + 1 



故应填 


-l) n ， 2.72! 
(l + x) w + 1 


点评 U) 求 /U) 的 n 阶导数时，一般先求出前几阶导数，从中找出规揀，得出 /u) 的 rz 阶 


导数表达式 . 


(2) 某些复杂 * 数求高阶导数，需先化简、变形，化为常见函数类，再求其 n 阶导数 
【 183 】设 : y = sinx - cos 4 x ， 则 y (n ^ = _ . 


解 


in 4 ，r 一 cos 4 x = (sin 2 x cos 2 z)( sin 2 ^： + cos 2 x) 


in 2 


sin jt - cos x 


cos2x, 


y r = 2sin2x ， 


n) 


2^2 n ^s\n(2x 


= 2 n sin(2：c + ~ 2 . 


故应填 2 n sin(2jr 


n — 1 


[184 ] 设 


sin 3 x + sinrcos^r , 求 y (” 


分析利用二倍角公式 sin3x = 3siar-4sin 3 :c, 二倍角公式 sin2*r = 2sinxcosx 

解 因为： y 二 sin 3 x 十 sinxcosj ： = ^"sinx 一 ~~sin3o ： + sin2x , 


所以 y (n) = 夺 sin(jr 十寻 7T) — ^rsin(3:c + 手 


n) +2 n ' x sm{2x + ~) . 


[185] 已知 /U) 具有任意阶导数，且厂 U) 二 [/(X)] 2 , 求 /(^x) ( 其中 n>2 的整数 ) 
解记 5 = /( 工），由 : 逐次求导得 


2yy ' = 2y 3 . 


3! y 2 ^ ^ = 3ly 4 


不完全归纳得 


in) 


in 


(x) = n\ y n + 1 = n! [/(x)] n + 1 . 


{186 】 设 /U) = U-a)Vx ), 其中 ^ 工 ) 在 ^ 点的一个邻域内有 U-l ) 阶连续导数，则 


f (n) (a) 


解根据题设条件，由莱布尼兹公式有 

f {n - 1 ) u) = [u-ar<pu)] u - i) 


C^I 2 !«(w - l)**-3(x - a ) 2 史 ' （工 ）+ nl(x~ a)<p(x) 


由此可知 ， — 再由导数定义得 

户 ) = 

工 ㈣ a 


lim [( 


^ 2 / i \ ^ / 、 f / \ I » / \ i 


參鳴 《 


+ C^:in(n - 1) … 3(1— a)<p f {x) + n\ (p{x )] 

— n \ < p { a ). 

故应填 w ! <p(a). 

[187 ] 求函数 /U) = :t 2 Wl+ ： r) 在 x = 0 处的 《 阶导数 /( n )(0)U>3). 





第二章导数与微分 


§3 .离阶异数 AS 数及参数方程求辱 


解法一由莱布尼兹公式 


(uv) 


(n) 


,V 0) + cV「 2 V + 


+ M (0 V ”) 


及 


[ln(1+x)] ( “U m 


( k 为正整数) 


得 


广 ) 


(1 + 工 )” -1 

(_ l) n — 、！ 
n 一 2 


所以 /( n )(0) = ( - ir _ 3 n («- l ) U -3)! 




解法二由麦克劳林公式 


/U)=/(0) 


f ，( Q ) 

1! 


/ ⑷⑼ 


n\ 


X 97 + o ( j ： n ) 


及 


x 2 ln(l + x ) = x 2 [x 




n-2 


卜 … 小 1 )” — h+od 


♦十心 

2 2 


十 （一1 广 


n -2 


十 o(x n ) 


比较/的系数得 


/⑴⑼ （- W 1 


n\ 


n - 2 


所以 / ( n ) (0) 


-1 


n - 


n -2 


求皤函数的导数 


【188】设函数 


: y ( j ：) 由方程 \ n ( x 2 + y ) = x 3 y 十 siar 


确定，则 f 

dr ^ 


解把 


0代入方程 ln ( x 2 + y ) = x 3 y + siar 得 ln：y = 0,则 y = l . 


方麵边关于工求导得:太 a 


dy 

dx 


3 … 文 3 £ + 繼 


把 i = 0 ，：y = l 代入上式 ，得: 
故应填 1. 

【189】设方程产 + y : 


dy 

dx 


x^O 


确定^为 i 的函数，则 


dy 

dr 


解方程两端关于 j : 求导，得+ x ^-) + 2^ ^- = - sinr , 整理得^ 

(XX CLZ (XX 


故应填 


ye ^ + sinr 
+ 2 y 


【190】函数 


y ( a :) 由方程‘(工 2 + /) + ^-办 2 = 0所确定，则 


£ 


解 对方程两端关于 x 求导，得 


(工 2 + y 2 )'(2 x + 2 y ^)-^ e x - y 2 - x ' ly^^O 


整理得 


故应填 


_ jy 2 - e : - 2 xcos ( x 2 + y 2 ) 
<ir 2^ cos ( x 2 + 夕 2 ) ^2 ay 

2 一 e 3 ^ 一 2 工 co6(a: 2 + y z ) 

2 ycos ( x 2 + y 2 ) - 2 xy • 




siruc 


jce 


xy 


^2 y 





求隐函数的二阶导数 

【191】 已知函数 : y = ： y ( x ) 由方程 e ，+ 6办+ i 2 - 1 = 0确定，则 : y "(0) 
解 方程两边关于 x 求导，得 

e' v •: y ' 十 6;y 十 ' 十 2:c 二 0 


6y + 2x 
+ 6x 


且，⑼ 


X = 0 

y = a 


对上式关于： T 求导得， 


(6^ ’ + 2)(e’ + 6 j) - (6j + 2x) • (e^.jy ' + 6) 


(e) + 6x) 2 


把 


= 0,3； = 0,3^(0)二0代入得: y "(0)= - 2 
故应填-2, 


点评 （1) 欲求由方裎 F (: r )=0 所确定的隐函数 y = /(: r ) 的一阶导数，要把方程中的 x 看 
作自变量，而将 J 视为 X 的函数，方程中关于 J 的函数便是: C 的复合函数，用复合异数的求导法 
则，便可得到关于： y ' 的一次方程，从中解得，即为所求， 


(2) 若求^ 




，由于 （ i ) t 所得: y / 的表达式通常是用隐函数: y 及自变責: r 表示的，所以, 


在计其 x = x 0 时的导数时，通常由原方程解出相应的： y Q ， 然后将 （ xo ,%)— 起代入的表达式 


中，便可求得， 




【192】方程>75 = Jx ( x > Q , y >0) 确定函数 ：y =/(： c )， 求 


Sy 

dx 2 


解 


x.v ,—— ln^ = — lnx, : yln：y = jrlnr, 
: r y 


等式两边对 i 求导,得 ( ln.y + l)g = lru ： + 1，即_ = 匕二 j .所以 

心 士 (W + 1)-(W + 1) •含 .g _ ^ ln y 1)2 — x(lar + 1)2 

dr 2 (lny + 1) 2 ： 0»(ln：y + l) 3 

点评求隐函数二阶导数的关键是一阶导数能得出较简洁的结果.注意此题是怎样得出 
的，不然求二阶导数扑常繁琐， 


含有抽象函数的隐函数求二阶导数 


[193] 设 


/(i + y ), 其中/具有二阶导数，且其一阶导数不等于1,求 


S . 


解 


(1 + 〆）//•〆 


一 r 


(1 + y ') + yj\y 


(1 W 

1 一广 




[194] 


设函数尸 〆 i ) 由方程= #确定，其中 / 具有二阶导数，且 / Vi , 求 g 

dx 


解方程两边取对数，得 \ iu ： + f ( y ) = ： v •关于 2 求导，得丄+厂(: y )$ = 从而 

x ox dr 






石: 

d 2 ^ 

dr 2 


41 一尸 ( 夕 ）]’ 

1 ~ f f (y) - ■ 

x 2 [\- f ^ y )] 2 




[卜/，(30] 2 -/"⑴ 
: r 2 [l - 厂⑼] 3 


点评求隐函数的二阶导数，一般有两种 解法： 

(1) 先求出 注意，结果中一般含有 力， 再继续求二阶导数； 

$ 

(2) 对方程两边同时求导两次，然后再解出 . 

无论是哪一种解法，在求导时，都应该记住: y 是 I 的函数.在： T 的结果中，如果含有 y '， 应 
用一阶导数的结果代入.总之最后结果中只能含有1、，如果要求点 X Q 的二阶导数，应先求出对 

应的： V 0 及， ，然后代入求出的，中. 

(、-V 

使用对数求导法求导 


【 195 】 设 


ex 


J sinr ，求 : y ' • 


解 等式两边取对数 ln：y = 士 + -ylar +去 lnsior , 求导得 

Zx 4 o 汐 


i 士 所以 


^ X X 1 


cotz ) 


e^* 


sanr . 


[196] 设 


/，求： 


解 两边取两次对数 \nlny = \ nljf \ nz ] - x\nx + lnlar , 两边求导 




石士+ 1 十‘ 


:V 、加 .(i + w + l 卜产 n 

参数方程确定函数的求导 


x\nx + 1) 


[197] 曲线 


e’sin2f ， 


e l cc 6 t 


在点 (0,1) 处的法线方程为 


解 


dy ^ _ dy/dt 
dr dx/dt 


e l cost ^ e l sint 


cost - sint 


e r sin 2 i + 2 e r cos 2£ sin 2 f + 2 cos 2 i 


x = 0 时 “ = 0, 从而学 

di f = o 


，所以法线斜率是 


则曲线在 (0,1) 处法线方程为: y - l = - 2 x ， 即 2 x ^ y - l = Q . 


故应填 2 x 十 : y 

[198 ] 设卜 


0. 


fit ) 


其中/可导，且尸⑻尹0,则 




解 这是一道参数方程所确定的函数的求导问题，其中^又是关于 
令 w = p - l , 则 


的复合函数 


.离阶导数隐函数及参数方程求导 


第二章导数与微分 




A 


f • 

[/ 

办"一 


-3l dt 


^士|^|~5 

= 





当之 = 0 时 ， U = 0 , 因此 
故应填 3. 


£ 


= 0 


r ⑼ .3 

尸⑼ 


参数方程确定函数的二阶导数 


【 199 】 设函数 


: vU ) 由参数方程 


t — \n{l + t) 
t 3 ^ t 2 


所确定，则 


Sy 

dr 2 


解 


dy/dt 

dr dr /dt 


3t 2 + 2t , 


0 + 1)(342)， 


dx 2 


A 

dt 


(釤 


6t + 


(6t + 5)(t + 1) 


dr 

ck 


1 一 


故应填 


(6t + 5)(t^l) 


§4 .微 


分 


1 .微 分定义若函数 / U ) 在 X 点的增量 Ay = /(x + At ) -/ U )， 可表示为^ = ^4 - 
o ( Az ), 其中: A 是与 Ac 无关的量;当 Ax — 0时， o ( Ar ) 是比 Az 高阶的无穷小.则称 y = /(： c ) 在 i 
点可微，而线性主部 Mr 称为 y =/ U ) 在: c 点的微分，记为 dy 或 4 f (: c )， 即 dy = df ( x ) = A - Ax . 

当函数 /(X) 可微时，微分中 Ar 的系数 A = ru )， 记 dr = At ， 称之为自变量的微分，微分表 
达式通常写为对称形式 

dy-f r (x)6x 


而导数就是函数微分与自变量微分之商(微商) 


ru ) 


dy 

51. 


2 .基本初等函数的微分公式 

⑴ d(c)=0; 

(3)d(sinx) = cosxdr ; 

(5)d(tanr) = sec 2 xdx ; 

(7)d(secx) = sec^: •tanr dr; 

(9)d(a J ) = a^lnadr (a>0,a^l); 


(2)d(^) = /£^ M dr (fx 为实 数 ）; 


(4)d(cosx) 

(6) d ( catt ) 

(8)d(cscx) 


siardx; 
csc^xdx ; 
cscx • cotz dr; 


(10)d(e x ) = e x dx; 


(ll)d(log^r) = ^J^dr (a >0, a^l); 


(12)d(lnx)= —— dx 

X 


(13)d(arcsirir) 


dr; 


1 — x 


(14)d(arccosx 


dr 


1 — x 4 


(15)d( 



dr; 


(16)d(arccotr ) 




+ x 2 


dx • 


3 .微分四则运算法则 设函数可微，则有 

(l)d[u(x) ± v(x)] = du(x) ± dv(x ) ; 



(2) d [ w ( j ：) # i ；( x )] = T 7( jc ) du ( a :) + u ( x ) dv ( x ); 

以 、 ，r u(x) 1 v(x)du(jc) - u(x)dv(^c) f t x 

(3) d [ . U ) ]= [。⑴ ]2 ’ ㈤ 规 

4 . 微分的形式不变性设函数 M = P ( X ) 在: r 点可微，函数 3^/ U ) 在相应的点 U = 9 ( x ) & 

可微，则复合函数^ pU )] 在2点可微，且微分式 

dy~f'[(p(x)]' ip' (x)dr = f f (u)du . 

这表明，不论 《 是自变量或中间变量，函数 y = / U ) 的微分形式都是一样的，这个性质称为 
一阶微分形式的不变性. 

5. 可微的充要条件函数 / U ) 在办点可微的充分必要条件是/( X )在： r Q 点可导，且办二 

/'(■ r 0 ) dr . 

6. 可微的必要条件函数/( I )在 a 点可微的必要条件是 / U ) 在抑点连续. 

基本题型 

求函数的微分 

【200】设函数 / U ) 可导 , y = / U 2 ) 当自变量; t 在： r = -1 处取得增量& = -0.1 时，相应的 

函数 增量办 的线性主部为0.1，则尸（1) =_ . 

( A ) -1 ( B ) 0.1 ( C ) 1 ( D ) 0.5 

解 0 .卜厂 （1)，（-2)-( - 0.1)，解得厂 （1) 二 0.5. 

故应选 ( D ). 

点评函数微分是函数增量的线性主部，即已釦条件为 办 = 0.1, 使用的公式为 dy^y 
但在注意的是 y / U Q )= f ， (4)'2 x 0 . 

【201】设其中/可微，则 dy = _, 

解 ，= [/( lnx )] V W +/( lm :)[ e^)r 

= /'( lnr ). 丄 • e / u ) 十 /( liuOe ^) 

X 

， djo = ^ ( x ) ['^- f / (\ iix )+ f / ( x ) f (\ nx )] djo . 

X 

故应填 ^^ i /' dn ^+ rUXAln ^ ndr . 

X 

【202】设函数 ：y = : Kx ) 由方程 2^ = x + y 所确定，则 dy =_, 

x^O 

解把 x = 0 代入2 办 = 工 + ：y 得: y = 1. 

对方程两端关于: r 求导得 2 jy -\ ra -( y J roy / )=l + y ， . 

令 x = y = 1，得 ： y ' = ln 2- 1，所以 d：y = y'dx x=0 = ( ln 2- l ) dr . 

y = l y = 1 « y=l 

故应填 ( ln 2 - l ) dr . 

【203】设方程: r=y 确定: y 是: t 的函数，则办=_ . 

解方程两边关于 x 求导，得5 1，],则 

y = + Tn ^) " 1 十 Iny ) ’ dy = y 心％(1 _ + 1町产 





故賴工 (1 十 1叩产 


5. 综合提高题型 


利用导数定义求极限 


[204] 


已知 / Xr 0 ) 二 _ 1，则 — 2x) X _ f{xQ _ x) 


解原式 = lim 


1 


1 


T 


， f ( x 0 -2 x ) - f ( x 0 ) . /( xo ~ x ) -/( xn ) 
_ 2 - ^ ^ 


一 2/'(xq) +/'(x 0 ) 


r (: t 0 ) 


1. 


故应填 1. 


【205】求下列极限 ：（ l)lim 


a 


^- a a 


jc _ a 


(2 )lim 


a x — 


r^a X ^ a 


(3) lim 


tanr 一 tana 


a x 


解由导数定义得 


(1) lim 




a 


(2) lim 


x — a 


a x - x u 


iafY 


af(l + lar ) 


s 


x — a 


a 


a a (1 + lna ); 


x— a 


lim 


lim 


x 


a 


a 


x 一 fl x ^ a 


x ~ a 


( 〆 ）' 


-w 


x-a 


a a (lna 一 1); 


x— a 


⑶ lim ， — ， = to tan^^tan^^ 
T-^a of _ a j-^a x ~ a x ~ a K 


tanr - tana (^ a a ) -1 

r^a X _ Cl jr-^a JC _ Cl 


( tanx ) / 

( x a y 


sec 2 x 


JJ 


x= a 


: r= a 


a a co^a 


点评这类极限一般可表达为：设函数 /(: c ), g (: c ) 在点 x = a 处可导，且 g ( x )9^0 9 g ( a )^ 


0, 则 


lim 


fix ) -/( a ) 
： g ( x )- g ( a ) 


Yui/^^ _/( a ) (llm ^^ 137 ) — g ( fl ) )- 


a 


x — a 


x-^a 


x — a 


f \ a ) 

g ( a )^ 


【206】已知函数 / U ) 在 (0, 十《0内可导,/(工）>0, lim /(: r ) = l ， 且满足 


co 


lim 

h-^o 


fix + hx ) 
fix ) 


e 


X 


求 / U ). 


解设 


y 


f(x 十 / lt ) 

fix ) 


h 


，则 ln：y 


i ln / u 十鯰) 


h 


因为 


lim \ny 

h^O 


故 


lim 
h-^oL 


i. 丄 I /(: + hx) 

h ln fix ) 

/(■r + hr ) 


fix ) 


lim 
a— o 


x [ h \ f(x + hx ) - \ nf ( x )] 

hx 


x [\ r \ f ( x )] 


fix ) 


h 


^[ In /' Cx )]* 


由已知条件得 e W ⑴]' = e ' 因此:^11^(1)]，=丄，即 [ lrx / U)]、 J 

-丄 x ^ 

解之得 /(: r ) = Ce 工.由 lim f ( x ) = 1, 得 C = 1, 




Cpn I 第二章导数与微分 

_^ I ii. 综合 Hjgi— ■ 

故 / U ) = e - 士. 

有关导数定义的综合题 

【 207 】设 /(*r) 可导， F ( x ) ~ + I siar | ) .若使 F ( jc ) 在 z = 0 处可导，则必有 


( A )/( 0)=0 


( bxt ( o)=o 


( C )/( 0 )+/ ， ( 0)=0 


( D )/( 0 ) —厂 （ 0 ) = 0 


解 F ( x ) 


一 < 


/(: r ) (1 - sinr ), -号 〈 x < 0 


/( 0 ), 

+ sinx )^ 


x 


0 < x < 


7 T 


F _( 0 ) 


lim 


f(x)(l - sinr) -/(0) 


2 


lim 


/U)-/(0) 


X 


X 


lim /( x ) 


o 


51 IXT 


x 


厂⑻-/( 0 )， 


F;(0)= Urn 祕匕㈣二迦 二 lim + lim/U ) 


X 


X 


x~^0 


X 


r ⑻ +/(o). 


若使 F (: r ) 在 
故 


X 


0 处可导,则必须 F 1 ( 0 ) = F V ( 0 ) .则 / ⑻ = 0 



含有绝对值的函数应作为分段函数对待，因此函数在分界点的导数应按导数定义， 


通过右导数进行分析. 

/( x ) 在工=而处可导的充要条件是左、右导数存在且相等. 
【 208 】设 / U ) 为不恒等于零的奇函数，且 / If )) 存在，则函数 


fix) 


X 


( A ) 在 


X 




0 处左极限不存在 


( B ) 有跳跃间断点 
( D ) 有可去间断点 


( C ) 在 :r = 0 处右极限不存在 
解由题意可知/( 0 ) = 0,1 = 0 是 gU ) 的间断点，则 

1 . ( \ 1 * 八工、 1 . /(^)~/( 0 ) , V 

limg(x) = lim = lim ~ 二 f (0) 

vT-^O JT 


X 


X 


o 

o 


X—0 


-0 


存在,所以 : r = 0 为可去间断点. 

故应选 ( D ). 

[ 209 ] 设/( 0 ) = 0 ,则 / U ) 在点 x =0 可导的充要条件为 
(A) lim~/( 1 - cos/i ) 存在 （ B) 卜 e A ) 存在 

h^h h 


解选项 (Bh 


sink ) 存在 


( D ) fe [觸-，⑴]存在 


lim ~/(1 - = 1 

a h 


. )-/(0) r l- e 

• lim _ 


k 


h^O 


1 — e 


k 


h 


h 


二氣 -尸⑹ 


选项 ( A ): 






































Iim 73/(1 


h-^oh 


cosh ) = lim 

A - K ) 


2 


/(I - cosA ) -/(Q) 
1 — cos/i 

/(Ar 卜 /(0) 
Ac 


lim 

h 今 G 


1 - cos/i 


h 


2 


lim 


2 


/；(0), 


同理选项 ( C ) 也只能保证 / U ) 在 x = 0 的右导数存在，不能保证 / Or ) 在 : r = 0 可导 


选项 ( D ): lim [/(2 A )-/( A )] 存在，不能保证 lim / U ) 「 /( Q ) 存在，所以也不能保证 / U ) 在 

h ~^ f ) h^O tX 

X二 0可导 ■ 

故应选 ( B ). 

点评本题主要考查导数的定义，同时也考查了某些无穷小的阶以及它们的土负号.由 


/( 0 ) = 0 k /( x ) 在点1 = 0处可导的充要条件是存在，关键是所给选项中哪一个与上述 

x-K> X 

极限存在等价. 

事实上，由 1- cos / i >0 知选唢 （ A ) 不对； 由 A - sin/i = oU 2 ) 知选项 （ C ) 不对； 由/(2 方） - f ( h ) 
= f ( 2h )- f ( 0 )~ [/(/ i ) -/(0)] 知选项 （ D ) 不对； 由 1- 6 /1 —（-；1)知选项（8)正确. 

【210】设函数 /( x ) 在区间 （- $，幻内有定义，若当幻时，恒有 |/ U )|< x 2 , 则 
工= 0必是 /(: c ) 的_ . 

( A ) 间断点 （ B ) 连续而不可导的点 

( C ) 可导的点，且厂 (0)=0 ( D ) 可导的点，且尸 (0)^0 

解令 1 = 0,由 |/(0)|<0知/(0) = 0.而0<|/(了）-/(0)卜 |/ U )|<> r 2 ， linir 2 = 0 .由夹逼 
准则可知 lim [/ U )-/(0)]=0 .即 lim «： r )=/(0)， 所以 / U ) 在 x = 0 处连续. 

x^0 j—K) 

再讨论 / U ) 在1 = 0处的左、右导数.广 (0) = lim /(：r> _ /(()) 

^0 : r x— 0 X 

由 1/( 工 〉 I 得- : r 2 </(: cXx 2 •当 jr >0时，- ^ x . 


根据 lim (-： r )= lim x = 0及夹逼准则可知 /'+(0) = lim 


r^0 + 




fU ) 

X 



同理，当: c <0 时，则 /:(0 H 所以 /'(0) = 0. 

x x 

故应选 ( C ). 

Ull ] 设函数 / U ) 在点 i 二 a 处可导，则函数 \ fU ) I 在点 a : = a 处不可导的充分条件是 


( A )/( a )-0 S ./ / ( a )-0 ( B )/( a ) =0且 /'( a ) >0 

( C )/( a ) >0且 /' U )>0 ( D >/ U )<0 且广 （ a )<0 

解 （ A ) 不正确.例如，若取 / U ) = : r 2 , a =0, 则条件 ( A ) 成立，但 |/ U)I = x 2 可导. 

( C ) 不正确.例如，若取 /(: c ) = : r， a = l ， 则条件 ( C ) 成立，但 |/ U ) 卜 U | 在 :c = l 可导. 
( D > 不正确.例如，若取 / U )= _1,^=1,则条件(0)成立,但|/(：0丨=|1|在1=1可导. 


选项 ( B ) 中，由 lim 


fix ) 


X 


尸（0)>0知在 x = a 点左侧， / U )<0; 在 x = a 点右侧， / u )>0. 


Sg(x)=t/( ： r)l ， gt(a>=lim 






lim =ru )， 










故〆 + (a) 关〆 _(a)， 即 g-(jr) = |/( j：) 丨在 
故应选 (B). 


a 处不可导. 


{212】设 /' U ) 在 U，6] 上连续，且厂 U )>0,/' U )<0, 则下列结论中错误的是 


( A ) 至少存在一点 x 0 6 ( a , 6), 使得 /( x 0 ) >/( a ) 

( B ) 至少存在一点 jrotL (a ，6)，使得 /( xq ) > f ( b ) 

< C ) 至少存在一点: r G GU ,6), 使得尸（: ^> = 0 
( D ) 至少存在一点： r G €U j ), 使得 / U Q ) 二 0 

解首先，由已知 /' U ) 在[^6]上连续，且/'(幻>0，厂（6)<0，则由介值定理，至少存在 
点 ■ ToC " ( a ，6)，使得 f f (x Q ) = 0; 

另外， /' U )= : ■办） >0,由极限的保号性，至少存在一点 ^)€ U ，6)， 使得 

o + x a 


/( x 0 ) ~/( a ) 


x 0 


>0, 即 / U 0 )>/ U ). 同理，至少存在一点使得 / U 0 )>/(6) .所以，选项 


(A) 、（ B) 、（ C) 都正确 . 

故应选 (D). 

【213】设函数 /U)= lim7l+ Ul 3n ， 则 /U) 在（ - 00 , 十⑺）内不可导点的个数为 

；1呼00 

解先求 /u) 的表达式 . 

当 U1<1 时， lim T\ +"U 1 3n ; iim(l+ |x| 3n )i = l; 

当 |:cl = 1 时， lim y 1 + \ x\ 3n = lim(l + 1 ) 士 = 1; 


当 kl >1 时， Hm 7 l + Ul 3n 


lim (1 


I JT I 


A 


因此 / U ) 


1， 


Ixl^l 

| x | >1 


由>-/(工)的表达式，易知 /( i ) 在 : r = ±1处不可导. 

故应填 2. 

【214】 设函数 /U) 具有一阶连续导数，且 / 〃 (0) 存在， /(0)=0, 试证明函数 


F ( x ) 


尸⑻ 
f ( x ) 


0, 




是连续的，且具有一阶连续导数. 


证函数 FU ) 在时显然连续.由导数定义，有 

limFU) = lim^^ = lim- x) -{ ( °---/'(0) 二 F(Q), 

x-K> x-^0 X r-K) X 一 U 


故 FU) 在: r = 0 处连续. 
当 #0 时， r(a:> = 




2 


^显然是连续的.现证 FU) 在 


0处是可导的.这是因 




为由导数定义及洛必达法则有 

r ⑻ 4 , lim / u )-^( o )= ^ ruL-rM = 

x— 0 jt - U x x—o Lx 2 

再证明 jTU ) 在 x = 0 处是连续的.事实上，由连续的定义有 


/〃⑼. 


. . . af^(x)-fU) ^ fx [/ / U)-/ / (0)] fU)-jf^(O) 

limr \x) = lim - ^ - = lim 


x 


x^O 


X 


2 


X 


lira ’ 」 王 )」 . - - (0 ) - lin Z - G) — ’ 一 ⑻ =/"(0) - yr(0) = 〆⑼ . 

X—0 JO o Zjc L 


UlS 】 设 / U ) 


X sin b y 

X 

XT^O 

、 0 ， 

x = 0 


为常数且 6>0) 


问 a , 6 满足什么条件，才能使 


(1)/ U ) 在 [0,1] 上 连续； （2)/'(0> 存在； （3)/'( x ) 在 [0,1] 上有界 


解 


lirnf ( x ) = lirar a sin 


j— ^0 


jr~^0 


X 


b 


/(0) = 0 得 a >0; 


(2) 由 /'(0 )=lim 

JT^O 


./U)-/(0) 


limr “ ^ 1 sin ~ 得 a 〉 1 


JO 


X 


(3)ru) 


sin 


x 


b 


+ ( — b )^ 


h 


X 


b 


x^O 


0, 


X 


0 


要使 r (纖 1] 上有界，则必须 c 1 二。，从而以 +1 


有关高阶导数的综合题 

【216】设函数 /( jc ) = ln(l + ax 2 ) - 6 J 


dr 


2 


，试问为何值时, /〃(0) = 4 


解因为所以有 

I + ax 

由4二/"(0) = 2〜可知。=2,而6可为任一 实数. 


2 


) - 20 x ( 2 . 


b ) 


( 1 + ax 2 ) 


【217】设 


x 




y 


° f(u} du ，其中 / U ) 具有二阶导数，且 / U ) 关 0, 求 g 

[/(w ^ 


解^鶬=述^=4作)， 


d 2 ：y 

dr 2 


A (乜) 

dt \ djr 

dr 

d 7 


4 [ f ^ t 2 )+ it 2 ru 2 )] 


fu 2 ) 


【218】设 ： y = : y (文）由 


x = arctan^ Av 

2 y -^ + ,-S 觸定 ，求 ^ 


解 


dr 

dt 


i + t 29 


由 2 |?，|"= 0 得 | = 2 糕， 

y A 2 哪来的？ 






































因而 


心二 办/山 _ (y 2 ~ e g )(l + t 1 ) 

dr dr /dt 2(1 - ty) 


点评 


xi dt 2(1 - ty) • 

本题为参数方程求导和隐函数求导的综合题，所以答案中应既含有参数 q 又含有囡 


变量 V . 


【 219 】设 函数 : y = 由方程组 

解对方程组两边分别取微分，得 


x = 3r + 2^ + 

e y sint - ：y + 1 


所确定，试求 


dr 2 t = 


dr = (6t + 2)dt 
e^sin^d^ + e y ccystdt - 


则 


dx 

57 

dy 

dx 


6t + 2, 

dy dt 

- ■ ，•丨 

dt dx 




, 且 y = Ant + 

1 一 e^sinl 


e y cosi 


e y cosi 


d 2 y d dy 

…丄 - mrn^^mr 

dr 2 cb: l dr 


(1 — e^siruXbif + 2) (2 - y)(6t +2) 

_d_ cost dt 

dt -(2 — ： y)(6 艺十 2) _ dx 


dy 


(2 ^ y) (6t + 2) e y cost - e y smt 


dy 


(2 —30 2 (6r 十 2) 3 


由于 s 


d 2 y 


=e, y\ t =，o = l f 代入上式得 g 


’cos/ (2 — y)6 — —(6^ + 2) 
__L __ 

(2-y)\6t + 2) 3 
e(2e-3) 


导数几何憲义的讨论 

【 220 】设 U G , 九 ) 是抛物线 : y 


bx+c 上的一点，若在该点的切线过原点，则系数应满 


足的关系是 


解 y ' =2ax + by y f In 。 6, 则曲线在 (: r 0 , ： y G ) 点的切线方程为 


-(or 0 2 + bx 0 + c) = (2ox 0 斗厶 ）（ 


o) ， 


把 (0,0) 代人方程得 oxq 2 -c=-0. 

故应填 axe 2 — c y b 任意 . 

【 221 】已知曲线 : y = x 3 -3 a 2 :r+6 与： c 轴相切，则 6 2 可以渾过 a 表示为 6 2 =_ . 

解由题设 , 在切点处有 〆= 3x 2 _ 3« 2 = 0 ,即 

又在此点 : y 坐标为 0, 于是有 0 = d -3fl 2 x () + 6=0 ,所以 

b 2 = xl(3a 2 - xq) 2 - a 2 '4a 4 ~4a 6 . 

故应填 4a 6 . 

点评求題考查切线 闲题， 实除上是讨论导数的儿何意义.题设曲线的切线斜年为零，即 
： y / = 由此可确定切点的坐标应满足的条件，再根据切点纵坐标等于零，即可得出结果. 


U22 】 设函数 : y 


/(x ) 由方程 e 2jr + y - cos 


( 办） =6-1 所确定，则曲线 3^/( 文 ) 在点 (0,1 )处 


的法线方程为 


解方程两边关于 _r 求导得 e 2 - + ^(2+^ ， ) + sm(^y)*(^ + ^ ， )-0 


把卜 =() 代人得： V'Uo 


一 2， 




故 = /(： r ) 在(0, 1) 处法线方程为 ： y — 1 = 了 (: c - 0)，即 x —2 y + 2 = 0. 


故应填 一 2 汐 + 2 = 0. 


【223】曲线 


i + t 2 


在 f = 2 处的切线方程为 


解 


d：y _ dy/dt 
dr dx/dt 




dy 

dr ^ 


3,且 t =2 时 ,: r = 5, ：y 


则曲线在 z =2 处切线方程为 y 
故应填 3 x - y = 7. 


3 U — 5), 即 lr-：y - 7 = 0* 


12241 制数 -心) 由参数方程|::;:二 确定 ，则嶋 

与: T 轴交点的横坐标是_ . 


( A ) 含 ln 2 

解当 : r 


+ 3 


( B ) ^ — ln 2 + 3 


( C )-8 ln 2 + 3 


( D )8 in 2 


3时，有 i 2 +2 i =3, 得/ = 1，/; 


: y ( x ) 在 ：c = 3 处的法线 


3( 舍去,此时: y 无意义）.于是 


dy 一 1 + t 

dr t ^ x 2« + 2 t ^ x 


8 ， 


可见过点 


3( 此时 : y = ln 2) 的法线方程为: y - ln 2 


8(^-3), 


令7 = 0,得其与: r 轴交点的横坐标为 z = fln 2 +3. 
故应选 ( A ). 


【225】对数螺线 〆 在点 0) = ( e 2 , f ) 处的切线的直角坐标方程为 


解对数螺线的参数方程为 

' ， 

Tfft do _ sind + cosd 6 r： D] dy 

dr djc /6 d cos 0_ sin 0’ dr 


e e co&$ 

e e sind 


处对应点为 (0， e 2 ) 


-1. 


6 = 


则对数螺线在 (0, e 2 ) 的切线方程为 y 


X- 


故应填 x + y = e . 


【226】已知曲线的极坐标方程是 

直角坐标方程. 

解此曲线的参数方程为 


co ^, 求该曲线上对应于沒 


f 处的切线与法线的 


X = (1 — cos 沒 ） cos 沒， 
: y = (1 相 cos 沒） sin 汐， 


即 


cosd 一 


e、 


sin 沒 一 sin 沒 cos 沒 


由得切点的坐标为4 


73 


)• 


dy 

dr 


dy 

dr 


co&6 — cos 2 汐十 sin 2 沒 
一 sin 汐 + 2cos 汐 sin 汐 $ = ^ 


o 一 五 
办一 6 


第二章导数与微分 


§5,练合搌离題型 


于是所求切线方程为^ 



— + ^― = >r 

2 4 x 


73 


，即 



法线方程为广+ +4一 （ 工-夸 + 子)，即工”-令 + + = 0. 

点评为求出曲线的切线与法线的直角坐标方程，可把 <9视为参数，写出曲线的参数方程， 
再利用参数方程求导公式即可得到切线斜率. 

| x — r(6)cosd 

一般地，极坐标方程 r = r (幻均可化为参数方程 、•/ 


. \y = r ( d)smd 

【227】已知 /( z ) 是周期为5的连续函数，它在 x = 0 的某个邻域内满足关系式 

/(I + sirLr ) - 3/(1 - sinx ) = 8 x + a ( x ), 

其中 aU ) 是当 x — 0时比 z 高阶的无穷小，且 / U ) 在1处可导 ，求 曲线 y =/(_ r ) 在点（6, 
/(6))处的切线方程. 


解 由 


iim[/(l + sinz ) 一 3/(1 一 siar )] = lim [8 x 十 a ( x)] f 


得 /(1)-3/(1)=0, 故 /(1) = 0. 

… /( 1 + sinz ) - 3/( 1 - siar ) 
Xlim - - - 

x - H ) SUIT 

“ /(I + sinr ) - 3/(1 _ sirur ) 
lim -: 

SHUT 


lim [- T ^" + °(工) ]= 8,设 siar = f ，则有 
siar x 

,• f(i+t)-/(i) .一 fa-t)-f(i) 

: lim -十 3 lim 

t 一 t 


4/'( l ) 


所以尸 （1)=2 .由于 /U + 5)=/ U ), 所以 /(6)=/( l )=0, r (6)= r ( l ) = 2. 

故所求的切线方程为.即 2 x ~ y-n = 0. 

【228】如图228,设曲线 L 的方程为: y =/(: r ), 且 j 〃>0 .又 JWT 、 MP 分别为该曲线在点 

JVf (: r Q ， M )) 处的切线和法线.已知线段 A 4 P 的长度为 


(1 + V 2 ) 
// 

yo 


(其中： y 'o = :v ’（文 o)，:Vo" = 汉”（工0)〉， 


尸 ㈣ 


试推导出点 p (^ 7 )的坐标表达式. 
解 由题设得 

(工 0 - 冬） 2 + (^0" 1?) 


2 


(1 + 2 ) 


① 


3^0 


w 

M ( x 09 y 0 ) 


又所以 


: Vo 


工0 -荩 

f ? 


② 


由①,②解得 


图228 


(Jo 一 V ) 


(1 + V 2 ) 2 


: Vo 


"2 


由于: y ">0, 曲线 L 是凹的，故: y 0 _ iy <0, 从而： y 0 


Jo 


: Vo 


又 




6 = 一 yo'(yo_ v) 


3^0 ( 1 + 3^0 2 ) 


: Vo 








于是得 


: Vo 


: Vo 


(1 + v 2 ) 


3^o 


[229] 曲线的切线与: r 轴和^轴围成一个图形，记切点的横坐标为 a , 试求切线方 
程和这个图形的面积.当切点沿曲线趋于无穷远时，该面积的变化趋势如何？ 


解如图229所示.由: y 


rx 


，得 ： y 


2 


X 2 


则切点 PU ， A 〉 处的切线方程为 


: y 


J~a 


2 / 7 3 


(jc - a) 


切线与 x 轴和^轴的交点分别为 

Q (3«，0) 和 K (0, 



3 


2/ T . 


图229 


干是，八0^的面积5 = ^-3^+ = ^/^，当切点沿1轴正方向趋于无穷远时，$ 
lim S = + 00 ,当切点沿 y 轴正方向趋于无穷远时，有 Urn S = 0. 

点评 求出切线在坐标軸上的截距，就可得到所求的面积.本题应注意的是切点沿曲线超 
于无穷远有两种情形 ：一种 是沿： r 軸正方向超于无穷远 U — + 00 )，另一种是沿： y 轴正方向趋于 
无穷远 U — 0 + ). _ 





第三章微分中值定理与导数的应用 


§ 1. 微分中值定理 

1. 罗尔定理设函数 / U ) 在 U ，6] 上连续，在内可导，且/(幻=/(6)，则至少存在一 
点 eeu ,6), 使得厂 （^=0. 

2. 拉格朗日定理设函数 / U ) 在[«乃]上连续，在 U , 6) 内可导，则至少存在一点芒 G 
( a ，6 ) ,使得 

f(b)-fU)=f f (^)(b-a) 

3 . 柯西定理设函数 /( ddU ) 在 U ，6] 上连续，在 （ a ，6) 内可导， 〆 U ) 在 （ a , 6) 内每-点 
处均不为零，则至少有一点 6 GU ，6)， 使得 

f ( b )~ f ( a ) _ ru ) 

gib ) ~ g ( a )~ 芨 ’ （ f) 

基本题型 


验证中值定理及其有关中值定理的计算 

[230] 罗尔定理对 7 = lnsinr 在[子， Itt ] 上的正确性. 

0 0 

证： y = lnsiaz 的定义域为 

{x | 2wti:< x< ( 2 n + 1)k, /2 = 0 ， ± 1 ， ± 2,… } 

因为初等函数在定义区间内连续，所以该函数在上 连续； 

0 0 

又， = cotr 在 ( |，音；0内处处存在，并且 / ( f - ln 2, 可知函数在 [ 言，音兀 ] 

上满足罗尔定理条件. 


由 ： y ' = colc = 0 在 ( f ， +7 c ) 内显然有解 x = f ，取 $ = f ，则广（芒 ）=0. 

! 1 一 工 2 — l < C i x < C0 

， \\ 在上是否满足拉格朗日定理， 

1 +工 2 0<^<1 

如满足，求出满足定理的中值尽. 

证函数 / U ) 在 [0,1] 和 [-1,0] 上连续且可导，从而只需验证/( X )在 ： r = 0 处的连续性与 
可导性. 

由于/(0 + 0)= Iim(l + X 2 )-1,/(0-0)- — 工 2 ) = 1，/(0) = 1，所以， /(X) 在 x = 0 处 

连续. 


又八 （0) = lim 


f ( x ) — f ( Q ) 


lim 


+ x 2 —1 


0, 



/'_ (0) = lim 
从而 /( x ) 在 ji * = 0 处可导. 


/ UW ⑼ 




X 


x-K) 


X 


因而 /(X) 在 [-1,1] 上连续，在 （-1,1) 内可导，满足拉格朗日定理所需条件，此时存在辛 € 


(-1,1) 使得 


尸⑺ 


而 


/(!)-/(-!) 

/⑴―/(- I ) 2 — 0 


一 （一1) 


2 


尸 U ) 


2:r, 


一 2工， 


0<工<1 
-1< 工 <0 


故由 2 :r = l ， 解得6 


2 


; 由 一 2 x = 1，解得 I2 


满足定理的中值共有两个：匕= f 和 G 



2 


图231 


(如图 231) 


构造辅助函数利用罗尔定理证明等式的题目 

$ 

【232】 设 / U ) 在 [0,1] 上连续，在(0，1)内可导，且/(1) = 0, 试证： 至少存在一点 (0,1) 


使尸（芒) 


2 /( 6 ) 


分析显然 /(: r ) 在 [0,1] 上满足拉格朗日中值定理，但是问题的形式并不是拉格朗日定理 


形式，因此需另辟蹊径.为此，可先将问题变形为 


«r ⑺ +2/u)=o 


① 


如果令 F '( e ) = f ( ㈡ +2/(5)，此时若能求出 FU )， 且 FU ) 在[0，1]上满足罗尔定理的条件， 
则问题易证，然而 FU ) 难以判定，但注意到5^0,由①式有 


e 2 / / (e) + 2€T(e) = o 


② 


且①式与②式等价.若记少'（幻=$ 2 尸（$)+2扒6)，则易知0(1)=工 2 /(1)，且0(0：)在[0，1]上 
满足罗尔定理条件.于是问题得证， 


证作辅助函数 


^>( x )^ x 2 f ( x ) 


由已知条件可知， OU ) 在 [0,1] 上满足罗尔定理条件.因此，至少存在一点$€(0，1)，使 


^(^)-^ 2 / , ( e )+2 sr (?) = o 


由于 e # o , 可知必有 


£ TU )+2/ ⑺=0即 

点评 （1) 当欲诂结论为“至少存在一点斤 U , 6) 使得 /' U ) = A (幻及类似命超”，其证題 
程序一般 为：“ 第一步构适補助函数 FU ); 第二步验证 F ( x ) 满足罗尔定理条件”. 

(2) 辅助函數的构迻常用常数变易法，其步骤为： 

第一步把结论中的 f 换成 _ x ; 

第二步通过恒等变形化为易于消除导數符号的 形式； 





第^ 1 :章微分中值定理与导数的应用 


. 微分中值定理 



第三步利用观察法或积分求出全部原 函数； 

第四步移项使等式一边为积分常数，把此常数变成函数，即为所构造的辅助函敫. 

[233] 设函数 / U ) 在 [0,1] 上有三阶导数，且/(0)=/(1) = 0.设 FU ) = ： c 3 / U )， 试 证：在 
(0,1) 内存在一个 I 使 F ~( O =0. 

证 由尸(0)=打1卜0知存在66(0,1),使广（6)=0_又由 F ， { x )=3 x 2 f ( x )^ x 3 f ， ( j ：) 
知 F '(0) = 0. 

对 广 U ) 在 [ o ,6] 上应用罗尔定理，有6€(0,6)，使 r ( e 2 ) = o . 

又 r ( x )=6^( x ) +6 x 2 /^( x )+ x 3 rxx ), r y ( o )- o . 

对 ru ) 在 [ 0 , 匕]上应用罗尔定理，知存在( 0 , e 2 ) c ：( o ， i ), 使 ne ) = 0 . 

【234】 若函数 / u ) 在 U ，6) 内具有二阶导数，且 /( A ) 二 / U 2 )=/( X 3 )， 其中 a < X !< x 2 < 
X 3< 6,证明：在内至少有一点$，使 /〃（$) = 0. 

证 由于 ZU ) 在 u ，6) 内具有二阶导数，所以 / Cr ) 在上连续，在(^，^)内可导，再 
根据题意/(力） =/ u 2 )， 由罗尔定理知至少存在一点 

同理，在 u 2 ， x 3 ) 上对函数 / U ) 使用罗尔定理得至少存在一点 ^ e ( x 2 ^ 3 )^/ , (^) == o ； 
对函数 ru )， 由已知条件知 /' u ) 在 [ ei ， e 2 ] 上连续，在 （匕， e 2 ) 内可导，且广（6)=厂 （a 
= 0,由罗尔定理知至少存在一点芒 使尸 u ) = o , 而（&,<? 2 )匚 Ums ), 故结论得证， 


【235】 设函数 / U ) 在区间 [0,1] 上连续，在 (0,1) 内可导，且 /(0)=/(1) 


0 ,/( 1 ) 


1.试 


证; 


(1) 存在代（如1)，使 /( Wl ; 

(2) 对任意实数 A , 必存在$6(0, 7 ),使得/'(0][/(0-$] = 1. 
证 （1) 令少 ( x )=/ U )- t ， 则由 ( x ) 在[0，1]上连续.又 


^(1)= 一 1<0, 


少(音) 


> 0 , 


故由闭区间上连续函数的介值定理知，存在,1)，使得 


少（ V ) =/(7) 


0，即 Krj ) 


(2) 设 FU ) 


々 U ) 


- a ：]， 则 FU ) 在[0, 7] 上连续，在(0, 0内可导，且 


F (0)=0, F ( 7 ) 


Ai ^( j ;)=0, 


即 FU ) 在[0, V ] 上满足罗尔定理的条件,故存在 66(0, 7)，使得 

F '( 芒）=0,即 e -«{/7^)- A [/(^)-^]- l }-0, 

从而尸 u )- A [ yu )- 幻 = i . 

点评 要 i 正结论中不含木知函数的导数，可考虑用介值定理.例如本題 （1) 中设辅助函數 
伞 U )=/ U )-： r ， 然后利用介值定理. 

要证结论中含有未知函数的导数值，則可考虑用罗尔中值定理或其他中值定理，邋过构造 
辅助函 数证得 结论. 

【236】设抛物线: y = -工 2 十 Br + C 与 : c 轴有两个交点: c 二 = 6 (^<6).又/(工）在[«， 


6] 上有二阶导数,且 /(«)=/( 6)=0 .若曲线 :V =/(*2：)与> 


&+ C 在 （a ,6) 内有一个交 





点，求 证：在 U ，6) 内存在一点 匕使厂 （6)+2 = 0. 

证如图236,设:>^=/(： 1 ：)与 y = - x 2 + Boc + C 
在(<3,6)内的交点为（ £ ：,/( < :)) ( a < c <6) .作辅助函 
数 < p ( x ) = fix ) — ( — X 2 + Bcc + C ), 

由题设条件知 P ( x ) 在 U ，6] 上也有二阶导数， 

且 < p ( a ) = < p ( c ) ^ ( p { b ) - Q . 

由罗尔定理知存在使 

f ( h )=/，（ ei ) 十 2 e!-B = o 

和 f ( h )= f ， ( h )+2 ^ 2 -B = 0. 

将函数 / u ) 在 [ h ,6] 上应用罗尔定理,知存在托（6，匕)， 

使 ^( e )-/7^)+2 = 0, a <^<6< e 2 <6, 即 /" ⑴ + 2 = 0. 

利用罗尔定理证明根的存在性 

【237】不用求出函数/(1) = (： 1 ：-1)(工-2)< 13 ：-3)(尤-4)的导数,说明方程/ / (0：) = 0有几 
个实根，并指出它们所在的区间. 

解由于 / U ) 为多项式函数，所以 / U ) 在定义域内是连续的、可导的，且/(1>=/(2)=/(3) 
=/(4) =0,从而 / U ) 在[1，2]， [2,3], [3,4] 上均满足罗尔定理条件. 

• 因此在(1，2)内至少存在一点6，使/'(6)=0,匕是广&)=0的一个实根;在(2,3)内至少 
存在一点6 2 ，使厂 （6) = 0, 6也是 /U =0的一个实根；在 （3, 4) 内至少存在一点使 
/ / (^)=0,?3也是/'(1) = 0的一个实根. 

而 /' U ) 为三次多项式，最多只能有三个实根，故心， e 2 , e 3 为厂 U ) 二 0的三个实根，它们 
分别在区间（1，2)、(2,3)及(3,4)内. 

【238】 设 a 0 ， ai ，…，〜是满足叫十+ + ¥ 十…十 -^=0 的实数，证明多项式 

L 5 w + 丄 

f(x) = ao + ol\x + a 〗？ + …+ a〆 

在 (0,1) 内至少有一个零点. 



证 令…+ -^/ + 1 ， 显然 FU ) 在 [0,1] 上连续，在(0，1)内可导，且 

2 « + 1 

$ 

F (0)=0, F ( l ) = a ( J + 令+… +-^7=0, 由罗尔定理得在(0，1)内至少存在一点^使 = 

2 n + 1 

0,即 a 0 + aj +…+ a / =0.从而，/(：1：) = a 0 + ap +…+ a〆 在 (0,1) 内至少有一个零点. 

【239】 若方程+ a〆 -1 +…+= 0 有一'个正根 x 0 , 证明方程 

aanx n l + a\{n - I)/ -2 + …+ a„ _! = 0 

必有一个小于邱的正根. 

证 令 F ( j :) = a 0 x n + (^ jc ” M +…+ a „ _! X , 显然 _ F ( x ) 在 [0, 叫]上连续，在 (0, jcq ) 内可导，且 

F ( O )= O , FU 0 ) = fl() :cS + ai ^ — 1 十… + ^-#0 = 0 .由罗尔定理知在(0，邱）内至少存在一点乞使 
矿⑺=0,即 

aQn ^~ 1 + a\(n - ■…+ a n -\ — 0. 

从而得证. 





第〒章微分中值定埋与导数的应用 


§1.微分中值定理 


[240] 设 


ai ， a 2 , • 


•，满足 A -言 + 专+ … + ( - 1 ) W _3 ^ fr ^ = 0， a f € R , i = 1, 2, 


证明：方程 aicosj ： + a 2 cos 3 x +…+ a „ cos (2 w - 1 )jc = 0在(0» f ) 内至少有 一 个实根 

证 设 F ( x ) = aisiar + *^ sin 3 :r + …+。 Un \ sin ( 2 n - 1)1，贝！） 

3 2 n - 1 

F" (x) = a\co&x + a2COs3x + …+ a n oos(2n 一 1)jt, 


F (0) =0， F (-^-) = a x 


^2 


一 1 二 0 


由罗尔定理知至少存在一点 ), 使 F'u) = 0, 即方程 

Gicosx + a2Cos3,r + ••• + a n cos(2n — 1 )x = 0 

在 ( o ， f ) 内至少有 -- 个实根. 

点评利用中值定理验证方程根的思路主要有 两种： 

(1) 把所证问題化为 / ( n ) U )= o 形式. 

当 w = o 时，直接用连续函数的零点定理证明； 

当 《 = 1 时，应用罗尔定理 证明； 

当 n =2时，对导函数/'( X )应用罗尔定理 ii 明， n >2时，反复对高阶导數应用罗尔定理. 


(2) 把所证命超化为广（6) 




, [ a , 6] 为闭区间，然后用拉格朗日定理证明. 


以上思路的关键是要构造出遠当的*数 /( a :) 及相应的区间[«， 6], 积分法是构造函数的重 


要 方法. 


【241】设函数: v -/ Cr ) 具有二阶导数，且厂(工）>0，/〃(1)>0，上为自变量1在点：^处的 
增量, 仏与办 分别为/( X )在点: r Q 处相应的增量与微分，若 Ar >0, 则_ . 


( A )0< dy < Ay 


( B ) 0 < Ay<dy 


( C ) Ay < dy <0 


( D ) d ^< <0 


解 当 Ac >0 时， Ay -/(xo + Ar ) ~/( x 0 ) = /'( f ) Ar ， 其中 x 0 〈疔 < a : 0 十 Ar ， 由 f '{ x ) >0, 

厂 U )> 0 , 得 0 < r (： T 0 )< rU )， 所以△: y . 


故应选 ( A ). 

【242】设函数 


/( or ) 在 (0, +<») 内有界且可导，则 


( A ) 当 lim /(: r )=0 时，必有 lim 厂 （ x )=0 

J _ + OO » + CO 

( B ) 当 lim 厂 U ) 存在时，必有 lim / / (^)=0 

+ CO + CO 

( C ) 当 lim /( x )=0 时，必有 lim / / ( x )-0 

j—» 0 ^ ji » 0 ^ 

( D ) 当 lim + /' U ) 存在时，必有 lim + /' U ) = 0 

j r .0 

解对 3； = /(： r ) 在区间 [ n ] 上使用拉格朗日中值定理，得 


ru ) 


fU )- f ( a ) 


其中$介于 a 与: r 之间. 

因为 /( x ) 在 [ a ，: r ] CZ (0, 十 co ) 上有界，所以 /( z ) - /( a ) 有界， 


lim f r ( x ) = lim 广（专 ）= lim •[/(:) 一 /( fl )]= 0 

— + 06 + OO 1 fl 




故应选 (B), 

【243】设 /U) 处处可导，则 


(A) 当 lim/U) 


00,必有 lim / '(x) 


00 


— 00 


— 0O 


( B ) 当 lim /' U )= 必有 lim / U )= — a 

- 00 jr* - oo 

( C ) 当 lim / U )= + 00 , 必有 lim /’ U )= +cxd 

J—► + CO X— + OO 

( D ) 当 lim f ^ x )^ + 00 ,必有 lim /( x )= +00 

+ CO X — ^ + oo 

解由 \xmf / {x)= +~知，存在 X >0, 当: r > x 时，广（：0>从 （ M 为任意大正数）•在[ X ， 

+ oo 

: d 上使用拉格朗日中值定理有 / u )-/( x )=/'( e ) u - 幻，其中托 （ x ,： c ), 则 

fix) -/(X)=/ / (^)(x-X)>M(x-X)— + 00 , 

故 /( j :) - /( X ) — + 00 ， 而 /( X )为确定值，从而 /(* r )— + 00 ( Jr — + °°). 

故应选 ( D ). 

【：244】以下四个命题中，正确的是_ . 

( A ) 若 /' U ) 在(0，1)内连续，则 / U ) 在 (0,1) 内有界 

( B ) 若 /( x ) 在(0，1)内连续，则 /( x ) 在 (0,1) 内有界 

( C ) 若 /' U ) 在(0，1)内有界，则 / U ) 在 (0,1) 内有界 

( D ) 若 / U ) 在(0，1)内有界，则厂 U ) 在(0，1)内有界 
解通过举反例用排除法找到正确答案即可. 


设 /U) 


，则 /U) 及 ru)= 均在(0，1)内连续，但 /U) 在 (0,1) 内无界，排除 （A)、 


卬) ； 又/(0：)=/^在(0,1)内有界,但广(工）=#在(0,1)内无界，排除(0). 

故应选 (C). 

点评用拉格朗日中值定理可直接证明选项 （C) 正确.事实上，由 / ' (: c) 在（0，1)内有界，可 
知存在正数 M， 使得当 ：re(0，l ) 时，成立.由题设知对任何 x€(0，l) 有位于 x 与 

士之间的^使得 


/( 工） -/( 士） = 尸 (0(1- 十)， 即 /U)=/(f )+/， ⑴ (x-f) 


故 


l/(x)Ki/(^-)i + i/ / (e)i-ix- 


Kl/(y)l +yM, x 6 ( 0 ,l). 


这表明函数 /(i) 在 (0,1) 内有界. 

【245】设函数 /(_r) 在闭区间 [a, 6] 上有定义，在开区间 U，6) 内可导，则_ . 

(A) 当 /( a )/( 6 )<0 时，存在 $6(^6),使/(。=0 

(B) 对任何5€( (3 ,6)，有11111[/( 13 ：)-/(5)]=0 

( c ) 当 / U ) = /(6) 时，存在 $6(«乃），使/'(幻= 0 
( D ) 存在 fGU ，6)， 使 /( M -/ U )=/'( f )(6- a ) 

解选项 ( A)，（C)，（D) 均不确定，因已知条件中/(幻仅在 u,6] 上有定义，不能保证 /(X) 在 
[a，6] 上的连续性. 、 

对于选项 (B ): 不妨设则 / U) 在[匕: r]C：( a ,6) 上连续，在 U，j) 内可导，由拉格朗日 






第三章微分中值定理与导数的应用 


. 微分中值定理 



中值定理知至少存在一点 <(匕1)，使/(1)-/(幻二/'(0(^-$)，从而 

lim [/( j ：) 一/(6)] = lim/ x (/)(x 一 $) =0. 

故应选 ( B >. 

【246】设在[0，1]上, /" U )>0, 则/'(0)，/'(1),/(1) -/(0)或/(0)-/(1)的大小顺序是 


(AXT(i)>r(o)>/(i)-/(o) 

( C )/( l )_/(0)> 广（1)>尸(0) 


⑻广⑴ >/( i ) - /⑻ > r ⑻ 

( d )/，（ i )>/( o )— /( i )> r ( o ) 


解 因为 ru )> o , 所以 ru ) 在 [ oa ] 上单调递增.故广 （ i )> r ( o ) .而由拉格朗曰中值 
定理知 /( I )-/( 0 )二厂 u )( i - o ), 其中 $介于 0 与 1 之间.则 /'( o )</' u )< r ( i ). 

故应选 ( B ). 

点评 根据 / 〃 u)>o 可如广 u) 单调增加.而 /(I)-/(0) 涉及到两点的函数值之差，则自 
然会想到使用拉格朗日中值定理，但应注意 /( i )-/( o ) 也可写成 r /'( j ^， 从而 


/' ⑻=£/账< 修二 /' ⑴. 


一般情况下， 


a ) 或者 /(6)-/ U ) 


广 （ x)dr 


对于这种处理方式应特别注意. 

利用拉格朗曰中值定理构造辅助函数证明 

【247】设 / U ) 在区间 [ a ，6] 上连续，在 ( a ，6) 内可导.证 明：在 U ，6)内至少存在一点^使 


bf{b) - af{a) 


/( 芒） + 


证作辅助函数 FU ) = VU ), 则 FU ) 在 U ，6] 上满足拉格朗日中值定理的条件，从而在 
a ，6) 内至少存在一点 g , 使 ⑷ y ( e ), 可见， 


bf ( b ) Ka ) 

b _ a 




【248】设函数 /(: c ) 在 [ a , 6] 上满足罗尔定理的条件，且 / u ) 不恒等于常数.证 明：在 （ a , 6) 
内至少存在一点夂使/'(«>0. 

证因为 / U ) 在上满足罗尔定理的条件，且不恒等于常数，所以至少存在一点 x 0 e 
0,6)，使/(1。）关/(^0=/(6). 

(1) 若 / u G )>/( a )， 则将 / u ) 在 u ， 叫] 应用拉格朗日中值定理，至少存在一点 & eu ， x 0 ) 

使厂（6 卜 /( B )) —办 a> >o 

x 0 - a 

(2) 若/(&)</(6)，则将 / U ) 在[: r fl ，6] 上应用拉格朗日中值定理，至少存在一点 e 2 e ( xo , 


6 ) 使尸⑹ 


f(b) —/(xo) 


b - 


>()♦ 


工 o 


综合 (1)(2) 得在 U ，6) 内至少存在一点 I 使广（幻 >0. 

【249】假设函数 / U ) 在 [0,1] 上连续，在 (0,1) 内二阶可导，过点 A (0，/(0)) 与 B ( l ,/(1)) 的 




直线与曲线 y = /(: r ) 相交于点 C ( c ,/( c )), 其中 0< c < l .证 明：在 （0，1)内至少存在一点|，使 
厂⑷ =0. 


证法一因为 /( x ) 在 [0， d 上满足拉格朗日中值定理的条件,故存在 & G (0， c :), 使 /' (心) 


/( c ) ~{ ( °\ 由于点 C 在弦 AB 上，故有 


/( c )-/( Q )_/( l )-/( Q ) 

c-0 ~ 1-0 


=/( 1 )-/( 0 ) 


从而尸（匕）=/(1)-/(0) 

同理可证，存在心 e ( c ， i ), 使 /' U 2 )=/(1)- /(0). 

由 /' (心卜厂（$ 2 )知在 [ u 2 ] 上， /' U ) 满足罗尔定理的条件，所以存在 

( o ， i )， 使厂 ( e ) = o . 


证法二点 A 与点 B 连线的方程为[/( I ) -/(0 )]x + /(0) 

令 FU )=/ U )-[/( i )-/( o ) k _/( o )， 则 FU ) 在 [ o，d 与 U ，1] 上满足罗尔定理条件，于 
是至少存在两点 66 ( 0 , c > 和 e 2 e ( c ， i ), 使 r ( ei ) = o , ^(^ 2 )-0. 

于是,在[心， 匕] 上满足罗尔定理的条件，故至少存在一点托（6,6 2 )〔(0，1),使 

F" ⑺ W) = 0. 


利用拉格朗曰中值定理证明等式 


【 2 50】证明 fe 等式 arcsiar 十 arccosx =号（- • 

证设 f { oc ) = arcsinr + arccosx ， 则 /' ( x 〉 = — 厂: - .} = 0,根据拉格朗日中值定理 

yi-x 2 vi-x 2 

的推论“若/'( 1 ) = 0 ,则 / U ) = c ” 得 / u 卜 C . 令 : c = 0 , 得 /( 0 ) = +. 


故 


arcsinr + arccosx = 


[ 

2 ^ 


【251】证明 t 旦等式 arctanr 




arcsm 


x 


\/ 1 + X 2 


(一 oo< x < + oo). 


证设茗（: r ) = arctaar 


arcsm 


x 


/ TT 7 2t 


则 


V 1 + X 2 ^ 


X 


2 


Vl-Kr 


2 


〆 T ) 


+ X 


2 


X 


2 



1 一 


X 


2 


0 


V1 十 x 2 


故 /( x ) = C . 令 : c = 0 得笑(0) = 0,所以 ^(^) = 0. 结论得证. 

利用拉格朗曰中值定理证明不等式 


【252】证明不等式<^， a > b > Q . 

a b b 


证设 /( x ) = lnx , 在区间 [6, a ] 上使用拉格朗日中值定理得 


lna - Inb = —(a 一 6)，其中(6, a ). 
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a — b 


由 b < $<a 得 丄 <士<士 •故 5 ~^ < In 

a z b a o o 

利用拉格朗曰中值定理求极限 

【253】已知/(^)在（ - oo , + oo ) 内可导，且 


lim f ’（ x ) 


lim ~ 

r—OO \ x 


lim [/( x ) 一 f(x _ 1)]， 




求 e 的值 


解 


由条件易见 c 尹0, lim I - 

x ^°° ' X 


lim 「( 


2 c 


j n lac 
2c \x-c 



由拉格朗日定理 ，有 / u )-/ u - i )= ru ). i ， 其中 $ 介于 i - i 与 x 之间，那么 

lim[/( jt) 一 f{x -1)] = lim /"(^) = e- 




jp-^co 


于是 e 2 〃 = e ，故 c 


2 * 


利用柯西中值定理证明 

【254】 设 xi ^：2>0, 证明 ix \ e x 2 - = (1 - ^) e ? ( o：i - x 2 )» 其中 $ 在:^ 与 j ：2 之间 

分析 要证关系式可改写为 


e x 2 _ e^i 
x \ 

1 r 

工 2 工 1 


(1 一夸） e 6 


因此对 f ( x ) 


在[1^ 2 ]上应用柯西定理即可. 

X X 


证令 / U ) = k ， g ( x ) 


，则 /( JT ), g (* r ) 在 [ Xi , X2 ] 上连续,在 ( x t ， 尤 2 〉内可导，且 g '( x ) 


祥0.由柯西中值定理知存在 fGUi ，: c 2 ) ，使 


fu 2 )-f{x x ) _ ru) 

g ( 工 2) 一 S(^l) g'(^) 


e:2 


e x i 


即 


1 1 
■■' ■_ 

X2 X\ 


( U ) e 5 


也即 x x e x 2 - = (1 — - x 2 ). 


【255】设/( 1 )在[( 2 , 6] 上连续， （ a ，6) 内可导，0< a < b t 试证 :存在 (a , 6), 使 


分析要证关系式可改写为 

(h - a )( a 2 + ab + 6 2 ) 


f A ( e ) 

3芒 2 ’ 


即 


/(6)-/ u ) _ ru ) 

6 3 - a 3 ~ 3芒 2 ’ 


因此对 / U )， g ( x ) = x 3 在 [ a ，6] 上应用柯西定理即可. 


证令发 Cr )= P ， 则/( X )，发 U ) 在 U ，6] 上连续，在 U ,6) 内可导，且 〆 U ) 关 0, x >( X 由柯 


西中值定理知存在 $€( a ,6), 使 


f ( b )- f { a ) _ 厂（专） 
g ( b ) - g ( a ) g ’ U )’ 


即 


f ( b )- Aa ) / y ( e ) 


b 3 - a 3 


3 f 




也即 /< 6 )-/(^) =( a 2 + a 6+6 2 ) 0|) 

b _ a 3^ 

【256】设函数 /(_ r ) 在 U ，6] 上连续，在 U , 6) 内可导，且 /' U ) 參 0 .试证 ：存在 夂 i ?€ 

/ i 、油但 f ( 专 ) _ e b ~ e a i 

证令 gU )= e '则 g (: r > 与 / U ) 在 [ a , 6] 上满足柯西中值定理条件，故由柯西中值定理， 
存在 7^ G ( a ,6), 使得 


f ( b ) _/( a ) f ' iy ) 

v 


e A - e a 


e 


即 = 

b _ a b _ a / 


又 /( z ) 在 [ a ， A ] 上满足拉格朗日中值定理条件，故存在彡 G ( a , 6), 使 




b 


尸⑺. 


广（幻 e 6 - 


a 


b 


由题设 /'(_ r ) 关 0 知, /'( t ；) 关0,从而 
【257】 试证 ： sinl = cosing l <6< e . 

证设 F { x ) = sin lnx , G ( i ) = lnr ， 则 F (: c )， G ( x ) 在 [1， e ] 上满足柯西中值定理条件，由于 


F ( 1 ) = sin lnl = 0, 
G ( l ) = lnl = 0， 


F ( e ) = sin lne = sinl ， 
G ( e ) = lne = 1， 


F\x) 


\nx 


x 


G f (x) 


x 


故由柯西中值定理存在 | G ( l ， e )， 使得 


F ( e ) - F ( l ) _ F ，（ g ) 
G(e)-G(l 厂 G ， U )， 


cosln 


即 sinl 




1 


cosln 芒 




§2. 洛必达法则 

1 . 洛必达法则 I 设函数 /( X ) 与 g (: T ) 满足： 

⑴在点: r Q 的某一邻域内（点 : To 可除外)有定义，且 lim / u )=0， limg ( x )=0; 

:0 

(2) 在该邻域内可导，且 g ' U )#0; 

lim (或为 °°). 

^0 g ( x ) « 0 S \ x ) a - x 0 g ( x ) 

2. 洛必达法则 I 设函数 /(_ r ) 与 满足： 

(1) 在 jtq 的某一邻域内（点 jco 可除外)有定义，且 lim /( x ) = oo , \ img ( x ) — oo ； 

卜 x o ^ x o 

(2) 在该邻域内可导，且 〆 U ) 乒 0; 

(3) lim 存在(或为 oo ) .则 lim \ = lim (或为°°). 

— 工 0 尽 \^ ) Sk^) S (^) 

以上两法则对于: T — OO 时的未定式“ |”，“ = ”同样适用. 

U 
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§2,洛必达法则 


基本题型 


利用洛必达法则求“ I ”型极限 


[258] 计算 :lim 


立 

解原式 


x-H) 


lim 


3 x ^ 


lnsinr 


【 2 州十十算 


解 


_o_ 

原式 一 lim 


co&r 


sirir 


2(7c - 2工）•（一 2) 


1 ” 1 ” cosx 

丁 lim ": • lim 0 

4 ^jiSinx Zx 


1 v COS3 ： 


立 

0 


lim 


一 sinx 


一 2 


丄 

8 


ln(l + X 


【加>】 计 算:巧 


m 原式， 


o _ 

t 2 0 

lim - x-^=lim 

jr-^O 1 — COS X -2^0 


2jt 


一 2cosx •(一 sinx 


[261] 

x-^0 X 


o _ 


解 - /1+ v v — 


lim 


1 — x ~ 


+ x 


A 




十 I 


)= 一 


4 . 


故应填 


丄 


4 • 


【刻计算七 s ? s . 


解原式 

x-K) LX OX 


6 ^2 x 2 (l + x 1 ) 


6 ■ 


,vi -4 v ,. sin 2 x - x 2 cos 2 x . _ 

【263】求 ㈤ if - i ) i n (i + tan 2 x ) 


一 — sin 2 x _ x 2 cos 2 x 

解原式 = lS 


▲• 皿 T ， T- - —I ■ ■ —, ■■!! 


sinr 十 xcosx 


• sinr 一 xcosx 


smx 十 xcosx 





【 264 】设 lim fl taar+ 办 (卜 9 脱） 2 = 2 , 其中则必有 

^ cin ( l -2 o :) + < i ( l - e '^ ) 


(A)b = 4d 


(B)6= 一 4d 


(C)a =4c 


(D)a 


Ac 


解左边 






lim 


a sec 2 :r + b sirur 


- 2 

1 一 2x 


lim 


+ d*2xe 


a + 6 sinzcos z :c 


-2c + 2dxe~ x (1 -2x) 


1 - 2x 

cos 2 x 


.. a + k sinr cos^ jc 

lim 2 

: -o -2 c + 2^ e ^ ( l -2 x ) 


a 

Tc 


由-於 = 2 ， 得 a = - 4c • 

2c 

故应选 (D). 

点评本題也可考虑使用等价无穷小代换计算 . 


a • 


tarn: 


1 一 co&r 


“ taar , , ,• 1 - cosx 

a • lim -+ b • lim 


原式 =lim 


: —o x 




X X 








a • lim + h * lim ~ 

x _ j-^0 x 

c • lim ~^ 十 • lim ~ 

JC 工 

一 4c, 




所 vU 有 


a 

2c 


ln(l+ 丄 ) 

【265】求 lim -- 


解 原式 


— + 的 arccotr 

立 

ln(x + 1) — Irrr 0 

Jim -- - -- 

x -^ + co arccotr 



lim 


+ x 


lim 


1 + 

x(l + X 


十 I 2 


oo 


利用洛必达法则求型极限 


【 266 】求 lim 


解 原式 = lim 


, lntaar 


00 

oo 





- sec x 


【 267 】求 lim W 十） ( a >Q), 


lim 


解 原式 =lim 


lar + lnlnr 


OO 




lim 


Inr 1 “ Inx + 1 

蠢_ 觀 ■ I -—— 蠢 


心 1 


^ lim ^ = 0 

a x -^ + « j^lnx 


利用洛必达法则求 “()•〜” 型极限 


【268】 lim xlnr 






解原式 = lim 


lar 


OO 


lim 




故应填 0. 


12691 S 5 T ( ^ 




)• 


sinx x-*o xsinr 


解原式 (亡： 

【270】 limrt 3 ( fl ” - a S,% ) ( a >0). 


0_ 

. 1 一 co&r 0 ，. siirr 

liiTi , lim a 

X - H ) T： z x-o Zx 


n-^oo 


分析数列求极限若需使用洛必达法则应先连续化，即求极限 1 


x 一 


解令 


，则 


limx 3 (a 


sin 丄 

a ") 


t ^ Siftf 

v a - a 
lim - ; 


立 

0 ,• 1 — cost 

■ "lim ~ ZTr ~ 

r - K ) 3 t 


lim 

立 

0 


1 一 a 


lim 

t-^0 


sint 



sirU 


o 6 t 


故原式 


6 • 


利用洛必达法则求“②-型极限 

【271】求 lim (sear — tanr ) ♦ 


解原式 


立 

• ‘ 1 - siiu : 0 - cosx 

lim lim • 

« CORT * _ sinx 


【272】 计算 


解 


拭士 v xlnr -x + l ,• xlnr ~ x+_l _ 

原式 ( x - l ) ln ^^ i 5 SU - l ) ln [ l + ( x - l )] 

o _ 立丄 

0 i • Inr °— 1: JO _L 

— ^2(^-1) 2 - 2 ' 


• . xlnr 一 工十 

^ U - l 7 


[273] iim ( 




xtanr 


)= 




tanr ~ x 


2 


.• tanx-x t . sec 2 jc - 1 

lim - ； = inn ， 2 

X x - M ) 3 X 


2 

1 一 COS X 

lim ~~ 

z—o 3 x 2 


v sin 2 x 


3 • 


【274】求 lim ( 


+ X 


1 一 e 


— X 


), 


解 原式噌 


立 

x o 、， l + 2 x - 
一 — hm z ~ 

r-^0 LX 


0 


^ Hm 2 — +e_x 


3 


2 


a 


【 275 】求 lim[ 

a—K) JC 


X 


2 


2 • 

a 2 )ln(l + ax) ] (aT^O ). 

立 


解 


原式 =Hm 料 - - (1- 只 2 《肺 ± .■ 坪 」 a + 2A:l n (l + ar)- . gl Ul 

1 JT-0 LX 


X 


立 

0 


2a 2 ln( 1 + ax) 


lim 

X^O 


2a 3 


x ^2 

a a 2 


2 


2 • 


【 276 】求 lim 


X 


cos ~ + ksin ~ \ (a ， k9^0). 


X 


X 


解 lim ln：y 


lim xlnl cos ~ + ^sin ~ 


X 


X 


0 


X 


,. ln( cosflf + k sinai )0.. - a sinai + ak cosat 

lim - - lim 一 

t^a 


t 


cosat + 々 sinai 


ka 


所以，原式 


e 


ha 


【 277 】 lim(cosx) 


ln(l 


2 


x 


解 lim(cosx) ln(1 

r-K) 


exp[iim 


1 




lnco&r] 


0 


sinr 


而 


,. Incosx 
lim : — :- 

•r—o ln( \ + x 2 ) 


,,lncosx 0 “ cosx 
lim - j ~ iim ~^ — 

x-M) X x-K) lx 


2 


所以原式 


e 




故应填 


， e . 


【 278 】若 a >0, 6 >0 均为常数，则 li 


a x +b x 

2 


i 

x 


解设 


: V 


a x +b T \i 

2 


，则 


a x lna + b x \nb 


limlny = 3 llm = 3 lim 

x—^0 jr^O JC j—K) 1 


一 0 


1 


2 


ln( ah ) = ln( a^>) 2 


2 l 1 

所以 = e ln(aA ) 2 = (ab) 2 . 

x-H) 


【 279 】求 U 


X 


X 


2 


+ a x 

n 


n 


(其中 a u a 2 , "•，〜>()) 


: + a I + 


« # « 


2 


+ a 工 

n 


解设 y = 
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§2. 洛必达法则 


则 lny 


[| ln( a + a 


工 + 


丄 ■ 

+ a i ) — Inn • 

n - 


liming = lim { nx[ln(af + a J + …十 cz J ) — Inn] 


n lim 


ln(af + + … 十 a 文 ） 一 \nn 

_1_2_n_ 

丄 


f 亇 a 

n lim 




►<» 



a x lna 


一 1 


+ …十 a J ina 


一 1 


af lruz〆••• + a/lna„ Inai + + lna„ ,, 

n lim-4 - [ - j~ = n - ^ - = lnCa 1 -a 2 

J—»co 丄丄 打 

n x + n x ^^^+n x 


a n ) 


a x + a 


所以 limy = e lnU r fl 2〜••') 


ara 2 


a”. 


【 280 】求 lim(ntan — ) n (n 为自然 数 ）. 

«-*co n 


解因为 lim 


tanr 


lim 


taru : ^ x 


- X 


，其中 


jt-KI 


lim 


立 

0 


lim 


sec 2 3 ： - 1 

3jt 2 


取 


，则原式=^. 


利用洛必达法则讨论无穷小的比较 


[281 ] 设 


0 时， e 1 


(A)l 


(B)2 


(C)3 


# 与/ 是同阶无穷小，则 《 为 

(D)4 


解 lim 


lim 


e 工 （ e 1 


-X 


一 1 




tanr — x 
lim -: 


立 

0 , • sec 2 x 
lim - r 


2 x — 1 


2 

,♦ 1 一 COS 3 ： 

..n~ 


1 sin x 


n x-^o x 


所以 n — 1 = 2 ♦即 « = 3. 


故应选 (C). 

【 282 】当 ^ 


0 B 寸， a (: r) = /b : 2 与 


+ xarcsinjt 


是等价无穷小，则是 


解 由题设 , 


j-*o a\x) 


lim 




1 + xarcsinx v c« 

kx 2 

xarcsiar + 1 — co&r 

"2 


lim 


: carcsiax + 1 一 cosx 


kx 2 ( V1 + xarcsirir + 


4k 


= 1 . 


得是 


4 • 






故应填 


4 • 


【 283 】试确定常数 A 、 B、C 的值，使得 f(l 十 Br+Cr 2 ) = l 十 Ar+oU 3 ), 其中 oU 3 ) 是当 : r 
0 时比： c 3 髙阶的无穷小 . 

解根据题设和洛必达法则，由于 、 


0 = lim 


+ Bx+y)-l-Ar^ lim e 

x X-^O 


+ B + Bx + 2Cr + Cr 

3? 


A 


^ e x C2C +1 + 2B+ (B + 4C)x+ Cr 2 

x—o 6x 


lim 

ar^O 


B + 4C + 2Cr 


得 


1 + B - A = 0, 
2B + 2C + 1 = 0 


B +4C = 0. 


解得 a=y,b = —y，c = j. 

利用洛必达法则讨论函数的连续性 


sin2x + e 2ar - 1 


【 284 】若 /( 工 ) 


, x^O 


在(一 00, + 00) 上连续，则 a 


a f 


解若 /U) 在 （- oo, + 00) 上连续，则 /( x ) 必在 1 = 0 处连续 . 即 lim/U> ： =/(0) = a .而 


J-^O 

所以 2 + 2a = a ， ,IJa=-2 
故应填 - 2. 


lim 峽 + ? 

ar*0 X 


ax 


立 

1 0 ,• 2cos2x + 2a e 2, 
- Inn -:- 

X-H) 1 


2 + 2a 


【 285 】已知 /(x) 


cosx 


a, 


y 




在 


0 处连续，则 a 


则 a 


解由题意 liir^j：) = a , 而 hn\f(x) = lim( 

jr^O x^O 

一 -1/2 


-2 


lim' 

jr^O 




- 1/2 


故应填 


- 1/2 


【 286 】设 /U) 


7TX Sin7TX 


K(1 — 工 ) ， x€[y,l). 试补充定义 /(l) 使得 /(x) 在 [j ， l] 


上连续 . 


解令 


，有 


lim f(x) 




= lim ny 

一 x)sirmx 7C ^ 0 + nysinny 


+ nysinny 


lim ^ 4 ™ 
—) + 

,• n^sinTt v 

^ 2^ 


7CCOS7T 


A. 

一十 lim " 7 

n 27try 


由于 /U) 在 [ 十 ,1] 上连续，因此定义 /(1)= 丄，就可使 / ⑴在 [ + ， 1] 上连续 . 

^ K L 
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§3. 泰勒公式 


点评 易观察出 1 = 1时/(0：)无意义.补充定义使/(工）在[女，1]上逄续，也就是求/(1)左 
连续问題，即求 iim / G ) •在运其过程中，使用了洛必达法則及等价元穷小代换. 


[287] 求极限 lim M 

sinx 


，记此极限为 /Or), 求函数 /(x) 的间断点并指出其类型 . 


解 因为 f{x) 


- sinz 


，而 lim 一， —:~~ In = iimx 

t-^x sint - siar siar t^x 


cost 

sint x 
cost siar 


故 / u ) 


esirur # 


由于 lim/Cx) = lim e 9inz = e ，所以 x = 0 是函数 /(:c) 的第一类（或可去）间 断点； x = 是 7 ： 
(k= ±1, ±2 ， ... ）是 /U) 的第二类（或无穷）间断点 . 



3. 泰勒公式 


1 .泰勒定理 若 /U) 在含有的某个邻域内具有直到 n + l 阶的导数，则对于该邻域内任 


意点 X ， 有泰勒公式 




* = 0 


其中 S 介于 : TO 与 2 之间， / W U)=/(X 0 ), 


2 .麦克劳林公式 在 x Q = 0 展开的泰勒公式，也称为麦克劳林公式，即 


/(:)= X ) 


^ /⑷ （0) 


4-0 



(n + l)! 


其中 $ 介于 0 与之间 , 


3 .常用的六个泰勒展开式 


?=1 + 工 + ^~ + …+ ^|~ + o(x M ), 


In 


w …贫 + 旮一… + ( — 1) n ( ti )7 + oU 


2n+l ), 


COSJC 


1 手苷 


ff +叫- 1 ) 益 … 2 。， 


ln(l + x) = x 




3 


售 》# 


十（一 1 广 


+ o(x n + 1 ), 


1 + X + J： 2 + ••• + JC n + o(x n )y 


(1 十 j：) m： =l 十 ma: + ^x 2 十*••十 


ml m 


m 


n\ 


x n + o(x n ). 


基本 


m 


型 


求麦克劳林公式中的系数 


[288] 


2" 的麦克劳林公式公式中/项的系数是 





解因为 y =2 T b2, ： y 〃 = 2'(ln2) 2 , …，:/ 于是有， ) （ 0) = ( 1 | 12 )”，所以麦克劳 


林公式中/项的系数是 


y in) (0) (ln2) n 


n ! 


n\ 


故应填 


(\ra) n 


nl 


写出泰勒展幵式 


[289] 求函数 /( ： r) 


\~ x 


在 x = 0 点处带拉格朗日型余项的《阶泰勒展开式 . 


解 fix) 


fc — 1 ， /U ) ⑴二 0 ! 以 =1 ， 2, …， n + 1). 


所以 /u) = l - 2x+2x 2 -… + ( - 1 广 2/ + (-1)” + 1 77^7^, (0 〈沒 <1). 

(X + ctr ； 

利用泰勒公式求极限 


{290 】设 ! im 


, ln(l + x) _ 


hoc 


2 ,则 


(A)a = l t b= - ■—■ 


(B)a =0,6= -2 


(C)a =0, 6 


解 左边 =lim 


~ + o(x 2 ) - 


bcc 2 


(D)a = l,b- -2 


lim 


(1 - a 〉 :c 十（ - 6 -了 )x 2 + o(x 2 ) 


右边 . 


所以 1 一 a = 0, — 6 齒 j = 2. 即 a = l ，6 

故应选 (A). 


± 

2 


2. 


【 291 】求下列函数的极限 2 . 


解因为 COSX 


2! + 4f 


+ 0(工 4 ), 


=1-^ 


2 + ^ ( ^f )2+ ^ 4) 


所以原式 = lim 


[1 


f + 急 + o ( x 4 >]-[ l-f + f + o (. r 4 )] 


lim 


(i 




)x 4 + 0( 


= _丄 
— 12 . 

【 292 】 lim^ a + x) 

x-^o e —: r - 1 

解因为 e x = l^x + 


2 ! 


+ o (« r 2 )， 且 x ^ O 时， ln(l + ： c ) 〜 jc , 所以 


原式 =lim 

JT-^) 


lim 

J-K) 


x! 

2 ! 


2 . 


十 o(x 2 ) 


利用泰勒公式讨论无穷小的比较 


【 293 】设当： r-M) 时 ,^-(^^+ 知 + ^ 是比 :^ 高阶的无穷小^』 
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§3. 泰勒公式 


( A)a = ~,b = l 


( B)a = 1,6 


( C)a 


， b 


( D)a = -1,6 


解由 


1 + 工+ ^~ + 0 (工 2 )知 e T _ ( ax 2 + bx ^ { \ — b ) x + (了 ~ a ) x 2 + o ( j : 2 ). 


所以必有 a = — , 6 = 1. 

故应选 ( A ). 

【294】设函数 / U ) 在 i = 0 的某邻域内具有一阶连续导数，且/(0>參0，尸（0)关0,若 VU ) 
十 6/(2/i)-/(0) 在 /i-K) 时是比&髙阶的无穷小，试确定的值， 


解由题设条件知 


㈣ U / U ) + 6/(2/0-/(0)] = (a + 6- l )/(0)=0 


由于/(0)/0,故必有 a + b - 1 = 0 . 
又由洛必达法则，有 


.,• c /( A ) + 6/(2 /i )-/(0) t . aTO ^+ lbf ' ilh ) 

U ~ lim - - - * : -- - - - = lim -:- 

a-K) a h-^a 1 


a + 2厶 ）/ (0) • 


因广（0)/0,故 a + 2 b =0. 于是得 a = 2 ，b 

利用泰勒定理证明等式、不等式 


1 . 


【295】试证 明:若 /( z ) 在[^,6]上存在二阶导数,且广（^)=/ / (6) = 0,则存在$€(^6), 


使 1/〃 U ) 丨 、 2 I / U )-/ U )|. 

Ko - a ) 


证将/ & 


分别在点 a 和点6泰勒展开，得 


a 十厶 
2 


f ( a ) 


/ 〃⑹ 


6 - a 
2 


$ G a ， 


令 I/"⑺I 


f (a±b^ f{b) + nM ^ b ^ ay t e 2 e[^,b 

{ I / H ) u /"(6) I }， 则 


\ Kb )- f { a )\ 




即存在托（〜6),使|/〃(以|> 71： ^|/(6>-/(«)|. 

Kb ~ a ) 

【296】设 / U ) 在 [0,1] 上二阶可导，且 /(0)=/( l )=0./ U ) 在 [0，1] 上的最小值等于 -1, 试 
证至少存在一点$€(0，1)，使/〃（幻>8. 

证 由题设存在 《 e ( o ， i ), 使 / u 〉= -1,/'(«) = 0.利用泰勒公式： 


f /f (£) 

f ( x ) = f ( a ) + f '( a)(x - a ) ^ — ( j : - a ) 2 


-： L + 平 U-A 


令 


◦，x = l 得 


1+ 争 


0 <^,<a 


0= - l + ’ . f (1 - a ) 2 , a<? 2 <l 


① 


② 


若 0< a < f , 由①式得 广 (匕)>8;若 j < a < l ， 由② 式得广 (匕)>8. 





点评 用泰勒公式时，: T 0 的选取是关键.若证明结果中不含一阶导数时 ，: C 0 可考虑选取为題 
设条件已知一阶导数的点或隐含为一阶导数已知的点.若是积分不等式，还可考虑选取 x 0 - 

因为|' & /'(%)^-^^)心= 0，积分后可把含有/ / ( 12 ： 0 )的喟消去. 


【297】 设 / U ) 三阶可导，且厂 * U ) 关0, 


证明： lim 沒 


/u)=/u)+ru)u- a ) + 


丄 


/" [a + 6 {x ~ a)](x 一 a ) 

2 


2 


(0<(9<1)， 


3r~^a 


证 把 /( I ) 在 x=a 处展为泰勒 公式： 

fix ) =/( a )+/'( a )( x - a ) +^~ j^(x 




3! 


a ) 3 + 0((1 - a ) 3 )， 


把 


x — a 


/"(■ r ) =/"(a ) + f ^( a)(x - a ) + o(x - a ). 
6 (x - a ) 代入上式得： 


f ，， \_a + 6{ x -~ a )]~ f ，， { a ) ^ f ^{ a )0 {x ~ a)^r o { x ~ a ). 

另一方面，由①—②得 ; f r/ [a + 0{ x ~ a )] = f M { a ) + ^—~~^(x — a ) + o{x ~ a ) 
③、④联立得:■^厂 ( a ) (:r ~ a ) + o(x - a ) - f ^{ a )6 {x - a ) + o ( x ~ a ). 


所以 lim ^ 


丄 


① 


② 


③ 

④ 


§4. 函数的单调性与曲线的凹凸性 

1. 函数的单调性 

设函数 y =/ U ) 在[心 6] 上连续，在 U ，6) 内可导. 

(1) 若在 （ a , & ) 内 //( I ) >0,则 /(X) 在 [ a ，6] 上单调增加； 

(2) 若在 （ a ，6) 内 /' UKO , 则 / U ) 在 [ aj ] 上单调减少. 

求3—/(幻的单调区间步骤是：（1)明确定义域并找出无定义端点；（2>找出使 /' U ) = 0 的 
点(驻点)及导数不存在但函数有意义的点（称这些点为极值疑 点）； （3) 把全部上面列出的点按 
大小列在表上，它们把定义域分割成若干区间，分别根据每个区间上导数的符号判断其单调性 - 

2. 曲线的 M 凸性与拐点 

凹凸性定义若曲线弧上每一点的切线都位于曲线的下方，则称这段弧是凹的，若曲线弧 
上每一点的切线都位于曲线的上方，则称这段弧是凸的. 

曲线的凹凸性判别法设函数 /(： r > 在区间 [ a , 6] 上连续，在区间 U ，6) 内具有二阶导数.如 
果 ru )< o , 但广 u ) 在任何子区间中不恒为零，则曲线弧 y =/ u ) 是 凸的； 如果 /〃 u )> o , 但 
/" (: T ) 在任何子区间不恒为零，则曲线弧: V =/(： T ) 是凹的. 

拐点定义连续曲线凹与凸部分的分界点称为曲线的拐点. 

因为拐点是曲线凹凸弧的分界点，所以在拐点横坐标左右两侧邻近处/"( I )必然异号，而在 
拐点横坐标处 /"(* r ) 等于零或不存在. 
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§4. 函数的单调性与曲线的凹凸性 


拐点存在的必要条件设函数 / U ) 在:^点具有二阶导数，则点(: rc ^/ Uo )) 是曲线 y = 
的拐点的必要条件是 /"(&) = 0. 

判定曲线凹凸性或求函数的凹、凸区间、拐点的步骤是:（1)求出函数的定义域或指定区域， 
及二阶 导数； （2) 在区域内求出全部拐点疑点（二阶导数为0的点、二阶导数不存在但函数有意义 
的点），函数边界点及使函数无意义的端点，把这些点列在表上，根据二阶导数在各区间上的正 
负进行判断. 


基本 



型 


利用单调性判断选项 

【298】设/(*!：)在（ - oo , + oo ) 内可导，且对任意 Xl ， X 2, 当：!：〗> ： r 2 时，都有 >/( J ：2)， 则 


( A ) 对任意： c , //(I) >0 
( C ) 函数 /(-： r ) 单调增加 


( B ) 对任意 

( D ) 函数- /(-： r ) 单调增加 


解当时，- q < _ ^: 2 ,则 — 1 2 )， 从而 ~ f ( ~~ X !) > - f ( _： r 2 ) .即 

-/(- X )单调增加. 

故应选 ( D ). 

【299】设/卜）、发(：0是恒大于零的可导函数，且 /' U ) 尽（: ^-/( dg ' UXO , 则当 a<x 
<办时，有_ . 


(A)f(^)g(b)>f(b)g(x) 

(C)f(x)g(x)>f(b)g(b) 


(B)f(x)g(a)>f(a)g(jc) 

(D)f(x)g(x)>f(a)g(a) 


解由 


fix) 

g{x) 


f f (x)g{x) ~Rx)g(x) / n 沮 Kx ) 攻 

[gix)? ~ < 0 得 :㈤ 当 


a <> r <6 时为单调减函数 


从而 x< b 时， ^g(x) ^ fW). 即 八 ~f(b)g{x) >0. 

故应选 ( A ). 

【300】设在 [0,1] 上， r (_ r )>0, 则 r (0), 厂（1)，/(1)-/(0)或/(0) -/( I )的大小顺序是 


(A)r(i)〉/' ⑻ >/( i )-/( o ) 

( c )/( i )-/( o )>/'( i >> r ( o ) 


(b)/'(i)>/(i)-/(o )>/' ⑻ 

(D)/'(i)>/(o)-/(i)>r(o) 


解因为 ru )> o , 所以 z ' u ) 在 [ o ， i ] 上单调递增.故 /'( i )> r ( o ) .而由拉格朗曰中值 
定理，/(1)-/(0)=尸（$)(1-0)，其中|介于0，1之间.则/'(0)</ / (芒)</'(1). 

故应选 ( B ). 

[301] 已知函数 / U ) 在区间 （1-5,1+ 5) 内具有二阶导数， /'( x ) 严格单调减少，且/( I 〉 
=广（1) = 1，则_ . 

( A ) 在 (1-11) 和（1，1+幻内均有 /UXi 

( B ) 在 (1 — 5，1)和（1,1+幻内均有/(1)>工 

( C ) 在 （1 - 5, 1) 内，/(1)<工，在（1，1 十 5) 内， /( x ) >_r 

( D ) 在 (1- A 1) 内， / U )>: r , 在 ( M +幻 内， /( x)<:r 




解设 F ( x )= f ( x ) _ t ， 则 F ( l ) = f ( l ) - 1 = 0. 

F ， { oc )= f ， { x ) - 1, F / (1)=/ ， (1)-1 = 0. 

F " u )= ru )， 由 /' u ) 在 ( i-m + 5) 内严格单调减少知从而 f ' u ) 在 （1-5, 

1+ 谷）内单调减少，即 1€(1-5，1)时，尸 / (： 1 ：)>广（1)=0 ; 16(1，1 + 5)时，1 ; ''(工）<广（1) = 0_ 

当： r € (1-11) 时，由 F ' (: c )>0 知 F ( x ) 单增，即 FU )< F ( l )=0，& m / UKx ; 

当： c €( l 十5，1)时，由（: c )<0 知 FU ) 单减，即打：(：）<丹1)二0，也即/(：£)<工. 

故应选 ( A ). 

【302】若 /( - * r )=/ U ) (_ 00 < 1 < + oo ) .在 （- oo ,0) 内 /' (: c )>0 且尸 ( x )<0, 则在(0, 
+ OQ ) 内有_ . 

(A)/ / (x)>o,r(x)<o (B)/'(x)>o ， ru)>o 

(c)ru><o ， r<x)<o (Dxru)<o ， ru>>o 

解 由 /(1)=/< X > 知, / U ) 在（-〜， + oo ) 内为偶函数，/( X )的图象关于 J 轴对称，在 
(-”，0)内, /' u )> o 说明 / u ) 为单调单增， ru )< o 说明 / u ) 为凸的.故 / u ) 在 (0, + OQ ) 内 
为单调递减凸函数，从而 : re ( 0 , + ㈣ 时， /' u )< o ，/" u)<(h 
故应选 (c). 

点评本題也可根据蚤數的奇偶性、使用复合函数求导法则得出结论. 

由 /( - (- oo <: c < + oo ) 可知 /( J ：) 为保函数，即关于: y 轴对称. 

对 /( -1)=/(：0等式两端求导得 -/'( 即厂 u ) 为奇禹數. 

再对/'(-工）=-/'( X )两端求 导得厂 （-工）=/"(: C )， 即厂 U ) 为偶函数. 

从而根据已知条件 _ r €(0， + °°)时， - xG ( — °°，0),有 

/'u 卜 -r(-x)<o ， r\x)=ri-x)<^. 

利用单调性证明等式 

[303] 证明函数 / U ) = (l + 士) X 在区问 (0,+ oo ) 上单调增加. 

证只需要证明 /'( WM ) U >0)， 由 

/ U ) = e jln (1+ x >, /'(1)=(1 + 丄广「111(1 + 丄）_:^^， 

\ jc I L x 1 + x J 

由于 ln(l + d :111(1 +工）-11^，考虑5 = 111 2 ：在[工，1十工]上满足拉格朗日定理，即存在： 1 ：<芒 

<x + l , 使得 

ln(l+ 丄 )= ln(l + x) - \nx = (lnr)' = -7- >7^ — ♦ 

' x 1 x = $ < 1 + JC 


由 


X 


> 0 , 所以 / U ) 在 ( 0 , 十 oo ) 上单增. 


【方似】设 /( z ) 在 U ，+ oo > 上连续,/"( I )在 ( a ， + M ) 上存在且大于零，记 

FU)= /l£Wl£) (x>a) . 


x ^ a 


证明： FU ) 在 U ， 内单调增加. 


证只需证明 F y ( x ) >0 (a<x< + oo )， 
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(x ^ a) 2 


丄[尸⑴- 制：珈) . 

x — a x~ a 


由拉格朗日中值定理知，存在 eu < s <^)， 使于是有 

x — a 


ru )。一 5 — LT (: r )- ru )]. 

x - a 

由于 /"U)>0, 可见 /'(X) 在 u， + OQ) 内单调增加 . 因此，对于任意 7 和有 
r(d>r(e). 从而 〆&)>(), 于是 fu) 是单调增加的 . 

利用单调性证明不等式 

【 305 】试 证：当 x>0 时， （ x 2 - l)Ltiz>U - l) 2 . 

证 令 <p(x) = (x 2 - l)lar - (jt - I) 2 , 易知史 (1) =0 ■由于 

9 ’ （尤）二 2 x]nx - x + 2 - 9 ( 1 )= 0 ; 

9 "(x) = 21ar + 1 + ~\， <p{\) =2>0; 

0 C 

〜、 2(： c 2 - 1) 

9 (^)= 3 一~ • 

x 

所以当 0 < 1 < 1 日寸，， (: r)<0; 当 l<x< + oo 时 ，疒 U)>0, 从而推知当 : ce(0, 十 00) 时， 9 "(: c) 


> 0 . 


由 P ' U ) 二 0 推知，当 0 < 1<1 时， 〆 （: r )< 0 ; 当 l < x < + oo 时 ，〆 U )> 0 . 
再由炉（ 1 ) = 0 推知，当: r > 0 时， U 2 - l ) lnr > U - l ) 2 . 

【306】 设 x €( 0 ， l )， 证明 

( l)(l + jc ) ln 2 (l + x )< x 2 ; ( 2)pr - 1 < , / T , "V -丄 < + . 

In2 in( 1 + x / x 2 

证 （ 1 ) 令 = (1 + * 3 ：) 111 2 (1 + J ：) _ JC 2 , 则有 

少 （ 0 ) = 0 ， <p (x) = ln 2 (l + x) + 2In(l + x) ^ 2 x, 9 /( 0 ) = 0 . 


因为当 

0, 即 （l + o:)in 2 (l 十 :c)<:r 2 . 


十： r 


[ln(l 十 x) _ 工 ]<0, 所以 〆 （ j)< 〆 （ 0) = 0, 从而 (p{x)< 


(2) 令 /( x ) 


in( 1 + x 


， : rG(0,l ]， 则有 


f\x) 


In 2 


x 2 (l + + x) 


由 （1) 知， /' U )<0( 当工€(0，1)),于是推知在(0，1)内/( 12 ：)单调减少，又/(；|；)在区间（0，1]上连 
续，且 /( l ) = j ^- l ， 故当:^(0,1)时,/(1) = |^^ _ ：^ > 1^ — 1 ，不等式左边证毕. 


又 


lim/(x) = lim 


工 _ ln(l + . 

xln(l + x 


lim 


一 hr 


lim 


2x(1 + x) 


丄 


故当 :(0 ， 1) 时， /( ： 1 ： ) = 出 (^ + i) - 士 ■. 不等式右边证毕 • 

点评利用函数的单调性鉦明不等式一般步 骧为： 

( 1 ) 移项（有时需要再作其他简单变形），使不等式一端为 0 , 另一端为 fix )； 






<2) 求尸 （ x ) 并验证 / U ) 在指定区问的增 减性； 

<3)求出区间端点的函数值（或极限值），作出比较即得所证. 


【 307 】 证明 ：当 0< :r< 7 C 时，有 sin 
证 为证所给不等式，只需证明 


I 〉主 


2 


7 T 


sin 


x 

Y 


> 


x 


TZ 


(0< X <7 r ) 


sin 


令 f(x) 


2 


x 


丌 


(0<JC<7C )， 则 


X X 

— cos — 




2 


2 


sin 


2 


x , x 

t ( t 




X 


2 


X 


2 


因为对于 0<: r <7 C , 有 cos + >0, 


X 、 I 


2 


2 > t ， 所以 /' U )< o , 从而 / U ) 在 ( o ， jO 内是单调减 


函数，因此， /U)>/U)=0(0 〈: r<7r), 即 


fix ) 


. X 

sm T 

X 


> 0 . 


% 


于是，不等式得证. 


£1 


x i 


【 308 】 设问~和~何者更大？为什么? 




解设 


尸 4 ， x €( 0 , 2 )， ，二 

X X X 


故^为 (0,2) 内单调递减函数. 


e 


所以当时， ^>1. 

【 309 】设 : r>0 , 常数 a>e ， 证明 ： U +ar) a <a a + :c . 

证因为 3^1nx 是单调增加函数，所以欲证明 U+:r) a <fl a + ' 只须证 

aln(a + jt) <1 (a + x)\na • 

设 f(x) = (a + x)\na - aln(a + x) ， 则 /(x) 在 [0, + 00 ) 内连续且可导,又有 


f '{ x ) = Ina 


a 


a ^ x 


因为 I na >i,+<1, 故 /'(x)>0, 所以函数 /u) 在 [0, 十 w) 内单调增加，而 /(0) = 0 ,所以 

a + x 

f(x) >0 (0< + °°)，即 aln(a+j：)<(a + x)lna, 也即 （a + x) a <i a a + x . 

[310] 设 6>a>e, 证 明 ：/ >6 a . 

证 要证 a b > b Q ， 只须证 6lna >aln6 . 令 /(z) = xlna - alar (x^a ) ，因为 


f'{x) = lna 




所以 / O ) 在:时单调增加.于是，当 b > a 时，有 /(6)>/ U )=0 .即有 b \ na > a\nb 
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【311】 设厂 (2)<0 ， /(0)=0 ，证明对任何 2 1 >0 ，了 2 >0 ，有 /( 々 +1 2 )</0 〖） +/(2 2 ) 
证令 _ F (： C ) =/(1 + J ：2) 则 

F' {x) = f r {x~^ x 2 ) — f r {x) — xif r， (x + 5r 2 )<0 ， (0< OK 1) 

所以 F(:c) 单调减少.又 xi >0 ,故 F(xi) < F(0 )， 即 f(x\ 十 X 2 ) _ /( 工 1 ) </( 工 2 ) _ /(0). 

由 /(O) = 0, 即得 f{x x + x 2 )<f(x l ) + f(x 2 ) • 

利用单调性讨论根的个数 

【312】当 a 取下列哪个值时，函数 / U )=2/-9 x 2 + 12: r- a 恰有两个不同的零点_ 


( A )2 


( B )4 


( C )6 


( D )8 


/(l) 


解 f '{ x ) = 6 x 2 - 18 x + 12 = 6 (x - l)(x - 2)， 从而 /( j ：) 可能的极值点为 
= 5- a ，/(2) = 4- a . 可见当 a =4 时，函数 /(: r ) 恰好有两个零点. 

故应选 ( B ). 

【313】设常数 fe >0, 函数 /(: r ) = lnr-l 十々在 (0, + oo ) 内零点个数为_ 


1，工 = 2 .且 


+ k 在 (0, + oo ) 内零点个数为 


( A )3 


( B )2 


解因 lim/(:r) 


( C )1 

00 » lim f(x) 


( D )0 


oo , 而广（1) 




当 0<： r < e 时 ，厂 U )>0,/ U ) 单调 增加； 

当 j：> e 时, /'(x><0,/U) 单调减少. 

而 /(e) = 々>0 .所以 /U) 在 (0,e) 内有一个零点，在 （ e ， + oo) 内有一个零点 
故应选 (B). 

【314】 在区间（一 00 ,十 00 ) 内， 方程 I X | 4 + I 工 I 2 - COSX = 0 _ • 


(A) 无实根 

(C ) 有且仅有二个实根 


(B) 有且仅有一个实裉 
(D) 有无穷多个实根 


解当 x€[0, +00)时>令/(：0 


• 显然 ,/(0) = - 1<0 .而 lim f(x) = + «>， 


即存在 X>0, 使 /u)>0, 由零点定理知在 [0，X] 内至少有一个 /U )=0 的根.易知当时 

/U) 在 [0, +00)为单调增加函数.故/(2) = 0 在( 0 , +oo) 内仅有一个实根. /U) 二 U|i+ Uli 
-COS^ 为偶函数，根据偶函数的图像的对称性可知, /U)=0 在 （_a，0) 内仅有一个实根. 
故应选 (c). 


【315】讨论函数: y 


的零点’其中 ai<a2<a3 . 


解易知，当 x< ai 时 ，: y( 1 r)<0; 当 x> a-i 时 ，: yD >0,因此，函数: y (: c) 在 （- °°，£^)及 
U 3 , 内无零点，其零点只可能在 ( fll ,a 2 ) 和 U 2 ， a3 ) 中. 


因为， 


7 ; - + 7 可知 y y (x) <0, xG (a^ a 2 ) 或 (a 〗， a 3 ) •故 

(x - a x ) Kx - a 2 ) - a 3 ) 


yu ) 在内严格单调下降，在 u 2 ， a3 ) 内也严格单调下降. 


又由 Hm y(.r) 


, lim y(x) 


CO, 可知连续函数〆 x) 在 （q, a2 ) 内有且仅有一个零 




jr^a. 


点.同理可知 ，J(X) 在 U 2 ，a 3 ) 内有且仅有一个零点. 






总之， 函数 J(x) 共有两个零点，它们分别在 ( fll , a2 ) 与 u 2 , a 3 ) 内. 

求曲线的拐点 

[316] 函数夕二工 5 - 4工+ 2的拐点是___ . 

解，= 5:r 4 - 4,，= 2(Xr 3 , 令， = 0,则 20x 3 = 0,解得 i = 0 . 且在 x^O 左右两侧 j "改变 
符号，即在此处存在拐点.所以拐点为 (0,2). 

故应填(0,2). 

[317] 曲线 y = ;r 3 -：r 2 _ . 

(A) 没有拐点 （B) 有两个拐点 （C) 有一个拐点 （D) 有三个拐点 

解 ：y ' = lr 2 - 2 x , = 6 x -2 = 0, 解得 = 且: y" 在 二 +的左、右改变符号，所以 ：c = 

■为曲线 y ^= x 3 ~ x 2 的拐点. 

故应选 (C). 

[318] 曲线 y=(:r-l) 2 0r-3) 2 的拐点个数为_ . 

(A) 0 (B) 1 (C) 2 (D) 3 

解 3 / -2(x-1)(j ： -3) 2 + 2{x - \) 2 {x ~ 3), ^ = 4(3_r 2 — 12: + 11) =0. 

解得5 = 0有两个根，且根两侧二阶导数符号变号. 

故应选 (C). 

点评 本题使用拐点的必要条件，求二阶导数为零的点，再考查二阶导數在该点左右两侧 
的符号.但要注意的是 ，一 般禹数的拐点应是二阶导数为零的点或二阶导数不存在的点.对本題 
来讲，因其二阶导数均存在，故只需求二阶导数为零的点. 

[319] 点(0,1)是曲线7 =虹 3 +敁 2 + ^：的拐点，则应满足 _ . 

解拐点(0，1)应在曲线上，则; y =1，从而得 c = 

x = 0 

又因为=0,而: y〃 = 6ar 十26,故26 = 0,即 6 = 0. 

j = 0 

为保证:V 〃在: r = 0 的左、右符号变化，应要求 a#0. 

故应填 a^0,6-0,c = l. 

【320】设 fU ) = U(1 — :)丨，则_ . 

(A) i = 0 是 /U) 的极值点，但(0,0)不是曲线>=/(幻的拐点 

(B) a-O 不是 /(x) 的极值点，但 (0,0) 是曲线 y，/(x) 的拐点 

(C) i = 0 是 /U) 的极值点，且(0,0)是曲线 j=/U) 的拐点 

(D) :c = 0 不是 / U) 的极值点，且(0,0)也不是曲线 ：y = /(：c) 的拐点 
解 /U) 在: T = 0 附近的表达式为 


fix ) 


jc(x - 1 )， 


X 


<0 



x 


(1 一 JT )， 1 


-1， 


从而厂&)=〗不存在， 


x <0 


X 


1 一 2xi a: >0 


由于尸(0)不存在，且 /'(： r ) 在 


X 


0左右两边符号改变，故 


X 


0是 / u ) 的极值点.又 
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r ⑻ 


2 , 

不存在, 

一2， 


xKO 


x >0 


由于/〃(0)不存在 ，且 /〃 u ) 在 .r = 0 左右两边符号改变，所以 1 = 0是: y 二 / U ) 的拐点. 
故应选 ( C 〉. 

点评 本題的可能极值点应在 /'( x ) 不存在处求得，但需判断该点左、右两侧符号是否改 
变； 同样的， /(_ r ) 的拐点也应从尸（幻不存在处寻找，找到该点后应判断 /"( x ) 在该点左、右两侧 
的符号是否改变. 

【321】设/'(办）二/"(抑）=0,厂(而）>0,则下列选项正确的是_ . 


( a )/' Uo ) 是 ru ) 的极大值 
( C )/(_ x D ) 是 / u ) 的极小值 


( B )/ Uo ) 是 /( X ) 的极大值 
( DK ^/ Uo )) 是曲线 ： y =/ u ) 的拐点 


解 ru,) 


lim 
〜 o 


ru)-/-Uo), Iim ru) >Qj 


x 0 


工 0 


由极限的保号性知，当工<邱时， /" u )<0; 当:时， /" u )>0 .所以 U 0 ,/ Uo )) 是曲线 
/(■X) 的拐点. 

故应选 ( D ). 

【322】设函数 / U ) 满足关系式厂(1)十 [/'( x )] 2 二： r , 且厂 （0) 二0,则_ . 

( A ) /(0) 是 / U ) 的极大值 

( B ) /(0)是 /( x ) 的极小值 

( C ) 点(0，/(0))是曲线 3^/(1) 的拐点 

(0)/(0)不是/(工)的极值,点(0，/(0))也不是曲线5 = /(： 1 ：)的拐点 
解在关系式中令1 = 0 得 /〃(0)=0, 对/^^^-[/'(^邝两边关于:^求导得 

厂 U) = l_ 2 /'U)r(x). 


令 


二0,厂(0) = 1>0,所以（0，/(0))是曲线: y : 
故应选 ( C ). 

求曲线的凸凹区间 

【323】曲线的+ 的凸区间是 


/(• r ) 拐点 


解 


' = -Ylx + 16 jt 3 , y 


-12 + 4 Sjv z = 12 (4 x 2 -1 X 0, 解得 -女 <士 • 


故应填（一 j ， j ). 

【 324 】 求曲线 : v = (: c 2 + l) 的凹凸区间和拐点. 


解 


2 x 

:? T ? 


x 2 + l )'2~2 x -2 x _2(\- x 2 ) 
(x 2 + l) z ~~ (x 2 + l ) 2 ' 


令 〆 '=0, 得 1-2 = 0, 解得 ±1. 函数无二阶导数不存在的点. 

点 X = 1 和 -1 把 （- O 0, +⑺）分成三部分，在 （- QO , -1)和（1, +00)上，<0,曲线是 
凸的； 在 （ -1,1) 上 ：V 〃:>0, 曲线是凹的.当 _r 二 ±1 时 ，: y = W . 

故（-1， ln 2) 和（1， ln 2) 是曲线的拐点. 


【325】函数 


11 + sinr | 在区间 ( jc , 2 tt ) 内的图形是 




(A) 凹的 


(B) 凸的 


(C) 既是凹的又是凸的 


(D) 为直线 


解当 j：6 (it ， 2?r) 时，- l^sirir^O, 从而 (Xl + sinx^l, 所以 


siaz>0 


y = 1 1 + siar 1=1 + sinr, y / = cosx 9 y /= ~ 

从而函数 ^ ~ 11 + sior I 在 ( tc ,2 k ) 内为凹的. 

故应选 (A). 

[326] 设函数 W：c) 由参数 方程/ = < + ^ + 1 确定，则曲线 j = >(:c) 凸的: r 取值范围是 

y = t z - 3 t + l 


解 


d > r 2 - 1 

dy dt 3 t 2 -3 t 2 -1 d d 山 2 +1 

I ■_ _ • "■ _ J 

dr dz 3r 2 + 3 « 2 + T 


4 t 


( t 2 + l ) 2 


At 


dx 2 dx v dr 


dr 


At 

dt 


3(£ 2 + l) 3 ( t 2 + l ) 3 


令 


Sy 

d ? 




0, 得 r = 0,从而： c = 1 •且 jt < 1 时，: y 〃<()• 


故: y = ：yU) 凸的^取值范围为 （-004) (或（- oo,l]). 

利用曲线的凹凸性证明 


X ^ X 


【327】证 明：当 0<:<7tB 寸，有 sinf > 


7 C 


证设 f ( x ) = sin 


X _ 

2 7C 


，有 


广（工） 


1 X 

T cos 2 


Jt 


ru ) 


X 


丁 sin ~<0 (0<x< 7t) 


则函数 /( JT ) 对应的曲线在 (0,7T) 内为凸的. 


X ^ X 


由于 / (0) =/u) = 0 , 可见，当0<工< 兀时， / ⑴ >0,即 si nt\ 


x+y 


【328】证 明：当 i 关; y 时 ，^ ~^>e 2 . 

证令 /(0 = e f ，则 /'G) = e%/" ⑴ = e*>0, 因此/(0=^在 U ，30 或上的曲线弧 


是凹的，于是 


1十> 


2 [/(-^) ^ f ( y )]> f (~ 2 ^^ y 即 了 （e T + e》）>e 2， 


^ 1 V £l> 

亦即 2 . 


§ 5. 函数的极值与最大值、最小值 

1.函数的极值 

极值的定义设函数 /(_X) 在叫 点的某个邻域内有定义，对于该邻域内异于％的点： T, 如 
果恒有 /U)</U Q ) ，则称/(邱)为 /U) 的极大值，而称: T0 为/(X)的极 大点； 如果恒有 /U)> 
/(A), 则称 /u«) 为 /u) 的极小值，而称叫为 /(X) 的极小点. 

极大值与极小值统称为极值，极大点与极小点统称为极值点. 
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极值的必要条件设函数 / u ) 在: r Q 点可导，且在&点取得极值，则必有 ru Q )= o . 

极值第一判别法设函数 / u ) 在: r 。 点的某个邻域内可导，且 rujto , 那么 

(1) 若当:^<巧时 ，/' u )> o ;当 x > x 0 时 /' u )< o ，则 / u 0 ) 是 / u ) 的极大值. 

(2) 若当 x < x 0 时，尸 ( x )<0 ;当 x > x o 0^/ / (^)> O ，则 / U 0 ) 是 /(X) 的极小值. 

(3) 若在％的两侧，广 (X) 的符号相同，则 /(&) 不是极值. 

极值第二判别法设函数 /( x ) 在而点处有二阶导数，且 /'( Aho . ruG )#), 则 

(1) 当 /"( x 0 )< OB 寸，函数 / U ) 在点: c 0 取得极 大值； 

(2) 当/"(而）>0时，函数 / U ) 在点取得极小值. 

2. 求极值的步骤 

(1) 求出函数/( I )的全部极值疑点——驻点 (/' (: c ) = 0 的点）及导数不存在但函数有意义 
的内点； 

(2) 逐个地进行判断.判断的方法一般有两个 

方法一 ：用第 一种充分条件，求出导函数/'( I )并把 它因式 分解好，根据极值疑点邻近 
r (： o 的符号判断.如果极值疑点较多时，亦可先列表求出单调区间，然后根据各单调区间进行 
判断. 

方法 二:用 第二充分条件，即如果是驻点，用二阶导数在该点处的正负判断. 

注意方法二的条件是极值疑点必为 驻点； 该点处存在二阶导数且不为0,否则应改用方法一 
判断.当/"( I )存在但较复杂时，一般也用方法一判断. 

3. 函数的最大值与最小值 

设函数 /(* r ) 在 u ，6] 上连续，在内仅有一个极值点，则若巧是/( I )的极大值点，那么 
: C 0 必为 / U ) 在 U ，6] 上的最大 值点； 若: c 。 是 / U ) 的极小值点，那么: r G 必为 / U ) 在 U , 6] 上的 

最小值点. 

4. 求函数最值的步骤 

(1) 找出此区间上的全部极值疑点（即驻点、导数不存在但函数有意义的内点）及使函数有 
定义的边界点； 

(2) 分别求出函数在这些点上的函数值并比较其大小，其中最大的函数值就是最大值，最小值 
的函数值就是最小值.注意，若函数在指定区间单调且在边界点处连续，则其边界点必为最值点. 

基本题型 


一元函数极值的判定 

【329】设 /U) = xsinx + cosx, 下列命题中正确的是_ . 

( A )/(0) 是极大值, /( f ) 是极小值 （ B )/(0) 是极小值， /( f ) 是极大值 

(0/(0) 是极大值， /( f ) 也是极大值 （ D )/(0) 是极小值, /(f ) 也是极小值 

解 f f (x) = sinr + jrco&r — situ: = arcosx, 显然 / '(O) = 0, / ^ ~ ) = 0 ， 又 f ， r ( x ) — cos.r — 

orsinr, 且 / 〃 (0) = 1>0 ，/〃 (子卜 - 子 <0, 所以 / ⑻是极 小值， 只子} 是极大值. 




故应选 (B). 

【330】设函数 /(:r) 在（-〜， +w) 内连续，其导函数的 
图形如图330所示，则 /(x) 有_ . 

(A) —个极小值点和两个极大值点 

(B) 两个极小值点和一个极大值点 

(C) 两个极小值点和两个极大值点 

(D) 三个极小值点和一个极大值点 

解根据导函数的图形可知，一阶导数为零的点有3 


个，而 


0则是导数不存在的点.三个一阶导数为零的点左 



右两侧导数符号不一致，必为极值点，且为两个极小值点 、一 


图330 


个极大 值点； 在 


0左侧一阶导数为正，右侧一阶导数为 


负，可见 *r = 0 为极大值点，所以/(幻共有两个极小值点和两个极大值点 


故应选 (C). 

[331] 设: v 二/(X)是满足方程 y " + y f - e si 


o 的解.且 ruc»)=o, 则 /u) 在 


(A)x c 的某邻域内单调增加 
(C)T C 处取得极小值 

解由 f ^ Uo ) = 0知： ro 为驻点.又 y 

处取得极小值. 

故应选 (C). 


的某邻域内单调减少 
(D)x 0 处取得极大值 


z o 


〆 + e sinx ) 


^0 


>0 •因此 /(x) 在 x 0 


【332】已知函数:^ /( j ) 对一切 : r 满足#〃(: r ) + 3 jLrU )] 2 = l- e —' 若 r ( x 0 ) = 0(: r 0 关 


0)，则 


(A) /Uo) 是/(I)的极大值 

(B) /U Q ) 是 /U) 的极小值 

(C) Uo，/U G )) 是曲线 ：y=/U) 的拐点 

( DXAa ) 不是 /U) 的极值，（:^，/(^))也不是曲线 _y = /U) 的拐点 


解由方程 WU)+3 iLT (： t >] 2 = 1 - e— 1 得/〃(: r) 


1- 


3[/'(: r)] 2 , 则 


r(^o)- i ^-^-3[/ / (xo)] 2 = — 


工0 


工0 


> 0 , 


所以 /u) 在&取得极小值. 

故应选 (B). 

点评本題考查极值的判别•把抑代入已知微分方程可求得/"(邱），再用极值第二充分条 


件判定. 


【333】设 /(: c ) 的导数在 


f\x) 


a 处连续，又 

JC CL 


1，则 


(A) 

(B) 


a 是 /(:c) 的极小值点 
a 是 /Cr) 的极大值点 


( C ) ( a > /( a )) 是曲线 y = 的掛点 
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( D ) n 不是 / U ) 的极值点 ，（ a ，/( a )) 也不是曲线 y =/ U ) 的拐点 
解因为 /' U ) 在 * r = a 处连续，所以 /' UXim /' UhO , 故: r = a 为 / U ) 的驻点.又 

m v 广（工 ） —/D r /'( 工） . 

f ( a ) = lim - = lim - = 一 1 <0- 

T-^a X _ a ir^a J ： 一 <2 

由极值判定的第二充分条件知 a 处 / U ) 取得极大值. 

故应选 ( B ). 

点评由条件知 /'( a ) 二0,且当并在《点附近时，尸 （ x )>0; 当并在 a 点附近 
时， /' UKO , 因此可以判断存在$>0,当 a - d < x < a 时， / U ) 单调上升，而当 a < x<a + d 
时， /( i ) 单调下降.这就得知是 /( x ) 的极大值点. 

[334] 设 lir /?) ~ f [ a 2 } = _ 1，则在点 x = a 处_ . 

\x ~ a ) 

( A )/( x ) 的导数存在，且 ru ) 关 0 ( B )/ U ) 取得极大值 

( C )/ U ) 取得极小值 （ D )/ U ) 的导数不存在 

解因为^ = -1，所以111/^^^=0,即广（。=0.又在^的某一去心邻 

T^a (x ~ U ) x-^a X CL 

域内有 /( f )-/ y < o , 即 yu )-/ u )< o , 所以 / u ) 在:处取极大值. 

(x - a) 

故应选 ( B ). 

【335】设>-/(： 1 ：)是方程，-2，+鈔= 0的一个解，若/(叫）>0，且/'(；^卜0，试判定 
& 是否是 /(_ x ) 的极值点？如 果利为 / U ) 的极值点，是极大值点，还是极小值点？ 

分析虽然问题以方程形式出现，但由于 /'( x 0 ) = 0, 因此，可知:^为 / U ) 的驻点.为了判 
定: r e 是否为极值点，由已知条件可以想到，只须判定尸 '( x 0 ) 的符号. 

证由于 J =/ U ) 为， -2，+杉= 0的解，从而/〃（1)-2/'(： 1 ：)+4/(1卜0.特别，坐 
/ Uo ) >0，广 （ xo ) =0时,上述方程可以化为 

/"(工 0 )+4/(工 0 ) =0，即 /〃 U 0 〉= -4/( x 0 )<0， 

由极值的第二充分条件可以得知， A 为/(^)的极值点，且为极大值点.即 /(： c ) 在抑点取得极大 
值. 

【336】’设函数 y = ： y (: r ) 由方程2/-2/ + 2办-：1： 2 = 1所确定.试求3^3^(7)的驻点，并判 

别它是否为极值点. 

解对原方程两边关于: c 求导可得 

^>y 2 y ' ~~ 2_xy ^ + + x = ① 

令 ： y ' =0,得 : y = ： c . 将此代入原方程，有 2： r 3 - x 2 - 1 = 0,从而得驻点 x = l . 

①式两边求导得 

( 3 y 2 ~ 2 y + x)y " + 2(3^ ~\)( y ， ) 2 + 2 y , -l = Q y 

因此，: y " , 、= +>0.故驻点（1，1)是: y 二: vU ) 的极小值点. 

【337】已知二次方程 a: 2 - 2 ax + 10 :r + 2 a 2 ~4 a - 2 = 0 有实根，试问 fl 为何值时，它是方程 

两根之积的极值点，并求极值. 

解因为二次方程有实根，可知其判别式 






A = ( 10 - 2a ) 2 - 4 ( 2a 2 - 4a ~ 2 )= 4 [ - a 2 -6 a +27]>0, 

此不等式的解为 

又因方程的两根之积为 y = 2a z -4 a -2( tiG [-9,3])，* y f ^ Aa - 4, ：y 〃 = 4>0,可知 : y 有 
惟一的驻点《 = 且为极小值点.极值为 y(l)= -4. 

总之当 a = 1时，它是方程两根之积的极小值点，其极小值为_ 4. 

【338】求《的范围，使函数/(尤）=尤 3 + 302： 2 -0 2 ：-1既无极大值同时又无极小值. 

解因为/'(尤）= 3: c 2 + 6 <zr - a . 

当 + 时，可知 / U ) 无驻点，即 / U ) 无极值点. 

当 A = 4 ( 9a 2 ^ 3a )= 0H , a = — ^■或0,这时 / ' ( x ) = 3 U 十 + ) 2 或 / ' ( x ) = 3 x 2 , 可知这时 

函数/心）=(1 + +) 3 + € 1 或/(^;〉= 1 3 +0 2 ，从而无极值点. 

当 Z \ = 4(9 a 2 + 3 a ) >0时，易知有两个驻点且为极值点. 

由此可知，当时，函数 /( x ) 既无极大值又无极小值. 

求函数的最大（小）值 

【339】设 a >1，/(0 = V _ ax 在 （- oo , + oo ) 内的驻点为 Ka ). 问 a 为何值时， f ( a ) 最小? 
并求出最小值. 


解由广 （0 = aMna - a = 0,得惟一驻点 t ( a ) = 1 




Inina 

lna 


考査函数 iU ) = l - 


lnlna 

lna 


在 a > l 时的最小值. 


令， U ) 


Inina 


(lna) 


2 


1 一 lnln 2 =0, 得惟一驻点 


a (lna) 


当 a > e e 时，， U )>0; 当 a < e e 时，， （ a )<0, 因此 i ( e e ) = 1 -丄为极小值，从而是最小值， 

e 

点评 根据函数 /(0 在 （- OO , + O 0) 内 有驻点 £( a )， 可知 /'( a )=0, 由此求出 iU ) 的表达 
式，这是解答本題的关键.在求出驻点 a = e e 后，应进行判断，验证其确实取得最小值. 

【340】作半径为 r 的球的外切正圆锥，问此圆锥的高； 1 为何值时，其体积 V 最小,并求出 
该最小值. 

解设圆锥底面圆半径为如图340所示， 


SC = k 9 OC = OD 


BC = R 


因 


BC _CD 
SC ~ SD 


h 


于是圆锥体积为 


J (h - r) 2 - r 2 


从而 K 


rh 


Jh 2 - 2hr 


h 2 


Vih ^f R2h = T h -2, 


(2r<h< +oo). 


因 V { h ) 


2 


h 2 -4rh 
3 \k-2r) 


2 


，故解 V ^(/ O =0 得 /i = 4 r，/i = 0 



(舍去）. 


由于圆锥体的最小体积一定存在，且/在 (2 r ，+ CO 


图340 
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内的惟一驻点，所以当时 V 取最小值 

V (4 r )^- 


cr ? (4 r ) 2 
3 (4 r -2 r )~ 3 • 


【341】 宽度为 a 米的河流修筑一条宽为 6 米的运河，二者成直角相交，问能驶进该运河的 
船，其最大长度为多少？ 

分祈如图341，线段 ABC 的最小长度即尽可能长的 
船的长度(不考虑船的宽度）. A B 

解设船的长度为/,与运河岸边的夹角为彡，则 r 


l(0) = AB + BC 


cos 夕 sinO 


(0< e <^) 



勝辦-泰 0 ,得- 


Q 

T 


图341 


即以 


arccot Jy ， 且它为惟一驻点. 


因为7 


co ^ 在 0<々< f 时单调减少，当0<(?<(? 0 时，广 >0;而当 d 0 <6< 


时， rco, 即 


6 0 时有极大值,亦为最大值. 


制 l(d<i) = ^ A ) + ^ f 0 = b 



a 

T 


(a^+ 63)2 


a 

T 


故能驶进运河的船的最大长度为 + ^)2. 

利用极值、最大（小）值证明 


【342】证 明：若 />>1，则对于[0, 1] 内任意: c ， 有+ (1 - 
证构造辅助函数 / u ) = ^+( l - a ：) '则 


f’（xW 


) p '\ r ( x ) = p ( p - l ) a J> ' 2 + p ( p - l )( l - x) p 


令 /'( X ) = ( U 寻 ^ 1 = (1_工广 1 ,从中求得在[0,1]上只有一个驻点 


，又因为 P >1, 且当 


：^[0,1]时,/"(工）>0,即在 [0,1] 上，曲线 j =/ U ) 是凹的，且 /(X) 在 


处取得极小值，且 


为 /(: r ) 在 [0,1] 上的最小值. 


/( 士 ) = (+) 〜 ( 1 - 


2 } 2 P ^ 1 


又/(0) = 1,/(1) = 1，从而 ： y =/ U ) 的最大值为 1. 

因此， 

【343】设 Ag 是大于1的常数，且士 ■ + ■^ = 1 •证 明:对 于任意 i >0, 有含 


证 -^/( x ) = y ^+ — 


，则 /'u) 二，.令 ru)=o, 得 


1. 


因为 ru )=( / >- i ) 广 2 ,则 /〃(1) 


1>0.所以当 


1时,/( I )取极小值，即最小值 





从而当1>0时，有 / U )>/(1)=0, 即士/+丄> 工. 

• P H 

【344】 设 = 且厂 （ x )>0 .证 明： / U )> x . 

X 


证 


因为 / U ) 连续且具有一阶导数，所以由 Um ^ = l 知 /(0) = 0 .又 

X— 0 X 

r-K) X ^\J x-^o X 


令打1)=/(：0-工，则 F (0)=0 •由于 F ' u )=/' u ) — 1，所以 F '(0) = 0 .又由 F 〃（: r )= 
/ 〃 U)>0 知， F(0) 是 FU) 的极小值和 F'U) 单调.故 FU> 只有一个驻点，从而 F(0) 是 F(x) 
的最小值.因此 F (: r )> F (0) =0.即 


§6. 函数图形的描绘 


1. 曲线的渐近线 

若 lim / U )= A ，则称直线 y = A 为曲线 ： y =/ U ) 的水平渐近线（将 


改为 


仍有此定义）. 

若 lim f ( x ) 


，则称直线 


x 0 为曲线 j =/(：0 的铅直渐近线（将 


x 0 + 改为 JCq * 仍 


有此定义）. 


fix) 


若 = ，且 lim [/ u )- ar ]=6, 则称直线 j = or + 6 为曲线 y =/ u ) 的斜渐近线 

T—► +00 jC T—► + 00 


(将+ 00 改为 J ： 

2.作图步骤 


oo 仍有此定义）. 


(1) 写出函数 / U ), 标出定义域或指定的作图 区域； 

(2) 判断 /(: c ) 的奇偶性、周期性 ，（ 如果有这样的特性，可以缩小作图范 围）； 

(3) 求水平渐近线、铅直渐近线与斜渐 近线； 

⑷求出 r (: r ), ru ), 从而求出作图的关键 点:极 值疑点，拐点疑点，函数 / u ) 的边界点及 


无意义 端点； 
(5) 列表; 


(6) 作图，如果作图的关键点（无意义点除外）不够，还可多描一些点，例如 /(： r ) 与坐标轴的 


交点等. 


基本 


■ 


型 


求曲线的渐近线方程 

【 345 】 曲线 y = 的水平渐近线方程为_ . 

DX - 2 COSX 

解 因为 lim f ^^ xnx 二 + ，所以曲线的水平渐近线为 + 

r - 十 oo5:r 一 2coso: 5 5 


故应填 : y 


5 • 
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[346] 当 z >0 时，曲线 ： y = xsin —_ 

x 

( A ) 有且仅有水平渐近线 

( C ) 既有水平渐近线，也有铅直渐近线 


( B ) 有且仅有铅直渐近线 

( D ) 既无水平渐近线,也无铅直渐近线 


Mas nrt >t . [ 1 i • S1T1( 4 i ♦ 1 

解 因为 lim jcsin — = lim - = 1, lim xsin — 

X， + CO X >. + t X 


lim 迦 = 0 


所以， ：y = xsin i 有水平渐近线，但没有铅直渐近线 

X 

故应选 ( A ). 


【347】曲线 j = e^arctan 的渐近线有 


( A)l 条 


( B )2 条 


(03 条 


( D )4 条 


解因为 Ji^arctan (二 


4 ， 


所以 f 为曲线的水平渐近线 


又因为 lgne^arctan ⑺，所以 i = 0为曲线的铅直渐近线 

故应选 ( B ). 


【348】曲线： y 二: re ’ _ 

( A ) 仅有水平渐近线 

( C ) 既有铅直又有水平渐近线 


( B ) 仅有铅直渐近线 

( D ) 既有铅直又有斜渐近线 


解当: r —± oo 时，极限 lim ： y 均不存在，故不存在水平渐 近线; 又因为 


lim ^ = lime ^ = 1， lim ( 

X r-^oo j-»oo 


xe ^ — 


) = 0 , 


所以有斜渐近线 ^ 


X , 


另外，在 


0处 J 无定义，且 li : 


丄 


00,可见 : r = 0 为铅直渐近线 .所 以曲线 J 


e ^ 2 既有铅直渐近线又有斜渐近线. 

故应选 ( D ) 

点评锫直渐近线应在函數的无穷间断点处取得. 
【349】曲线: y = ： cln ( e + 的渐近线方程为 

X 

解设^=似+ 6为曲线的渐近线.则 

a = lim ^ X ~~ = limln ( e + 丄 ) =1， 

X^OO X 3T*^> X 


b — lim [/(j ：) ~ ax] = lim [xln(e + 丄〉 —jr] — lim ~ 

r—^OO jr ^ 00 OC t 


所以渐近线方程为 y 


故应填 : y 






点评求渐近綫应按水平渐近线、铅直渐近线、斜渐近线的顺序逐一考虑. 


木題中 /(_)= ^土 (6+7 )=+於，所以无水平渐近线 •/( ㈣ ） = lim 戶 （ e 、 




0 ,所以无铅直渐近线. 

【350】 曲线: y = (2 j ：-1)“ 的斜渐近线方程为 


解由于 lim 扭二 lim (2 "~ 1) e ^2, 

X-^OO x X-^CO x 

lim [ f ( x ) - a ( x )] = lim [(2 x - 1) - e 士- 2: r ] = l 


. ( 2 - t ) e z -2 


co 


r-^CO 


t 


0 _ 

0 v - e l + (2 — t ) e l 
- 丄 im - \ { - 

t -^0 1 


㈤ (1=1 


所以曲线的斜渐近线方程为 y = 2 x + l . 

故应填 y ~ 2 x -^ l . 

[351] 已知曲线满足:^ + /-301-0，求该曲线的斜渐近线 
解 k = lim — , 6= lim (: y - jb :). 令 ： y = ： rf ， 代入方程得 

JC 


x 3 + x 3 t 3 = 3ax 2 t y 即 x(l + i 3 ) = 3at 9 亦即 




3 at 


X 




y 


3at 


2 




々 =lim 


y 


OO X 


lim 


一 l, 


b = lim (y - kx ) = lim 

^ - l - 1 


3 at 


2 


3at 


+ t 


3 


lim — ㈣ ■ + ” 


所以斜渐近线为 y 


十 Pi ^1 (1 + t)(t 2 - ^ + 1) 


x — a. 


JL 


【352】 求函数 : y = Cr - l ) e 1 


的单调区间和极值，并求该函数图形的渐近线 


解 


y 


x2 + x e ? 


+ X 


2 


• 令 〆 =0,得驻点 X ! =0, X 2 = - 1 •列表 


X 

( - -i) 

一 l 

(-1,0) 

H 

(0, + °°) 

% 

f 

y 

> 1 

+ 

mm 

一 

mm 

十 



、 JL 

一 2 e 4 

\ 




由此可见，递增区间为（-00, -1),(0, 十00);递减区间为（-1，0).极小值为/(0) 


JL 

€2 


极大值为 /( -1)= -2 e ?. 


由于 



= lim 

fix ) 


► 十 《 

5 x 

Kx ) 

a 2 = 

- inn 

X -^ -CO x 


e ' bi = lim [ f ( x ) - aix ] = - 2 e ' 


1. b 


lim [/( x ) - a2x ] = - 2 


可见渐近线为 : yi = a!x + ~ = e n (:c - 2)， y 2 = a 2 x + b 2 = x - 2 
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| §6,函数 BB 形的描绘一 


【 353 】 已知函数 ; y = ; - 夂 ：; 、 2 ，求 

(x - 1； 

(1) 函数的增减区间及 极值； 

(2) 函数图形的凹凸区间及 拐点； 

(3) 函数图形的渐近线. 

解所给函数的定义域为（- a ， l ) U ( l ，+ ⑺）. 

y ,= ^ ^ ' 2 1 y * 令 〆 =0,得驻点 jc = 0 R x = 3 . y n = (工巧广 令 y = 0,得工= 0* 
列表讨论 如下： 


X 

(' °°,0) 

0 

i 

(0,1) 

(1,3) 

1 

3 

• 

(3, + oo ) 

y 

1 

1 

+ 

0 

+ 

1 

1 

0 

+ 

// 

y 

♦ 

1 

0 ! 

+ 

+ 

+ 

+ 

y 

♦ 

拐点 ' 

; 

乂 

极小值! 

; 


由此可知：（1)函数的单调增加区间为 （-« M ) 和 (3, + co ), 单调减少区间为 （1,3); 极小值 


为 ： y 


27 

:=3 ~ 4、 


(2) 函数图形在区间 （- 《，0)内是凸的，在区间(0，1>，（1, + oo ) 内是凹的，拐点为点 (0,0 广 


⑶由 Um 


x 


^ i ( x - i ) 2 


+ oo 知 ，; r = l 是函数图形的铅直渐 近线； 又 


2 


lim 

X 


lim 


X 


2 


3 


心 U — l ) 


2 


1, lim(y - jt ) = lim [ 


X 


mm 


X^OO 


o-*oo 


(x - 1) 


2 


JT ] =2. 


故>-工+ 2是函数图形的斜渐近线. 

【 354 】 设函数 /(X) 在定义域内可导,: y =/ U ) 的图形如图 354(1) 所示，则导函数 : y = /'(x) 


的图 形如图 354(2) 中的 



图 354(1) 





i 


(一 2, 一 


13 


13 


(3, + oo 


3 


0,3) 


(l ， o) 





( A ) 


(B) 




(C) 




图 354(2) 


解根据 3^/ U ) 图形 知：当 x<0 时， /U) 单调递增，故 /'(_r)>0, 排除 (A),(C). 当： r>0 
时， /U) 图形由凸—凹，则 / 〃 U) 由 - — +, 即 /'U) 由单减 — 单增，排除 (B). 

故应选 (D). 

点评本題应注意到曲线 y =/ U ) 的困形中曲线上升 （/' (: r )>0)、 下降 （_ TU )<0) 的区 
间、駐点个数等几个特性，一般就可以 确定: ys / U 的形狀. 

【35 S 】 运用导数的知识作函数尸 U + 6) e + 的图形. 


解 （1) 定义域为( 


,0)11(0, + oo) 


(2) 讨论单调性、极值、凹向、拐点 


x 一 x 一 6 士 


e z ，令 〆 =0,得& 


2 f x 2 


"13x + 6 士 a* 〃 /% ^cn 6 

y 令 > =0，# x 3 =- n 


列表 如下: 


极小值 


不存在 


极大值 














第三章微分中值定理与导数的应用 


7. 曲率 



极大值为 : y = 极小值为 : y 

~ 2 Ve 

( _ i — e ^ 13/6 ) 

v 13 ^ 13 e 厂 


9义；拐点为 


由 lim ^= 十《>,知 : r = 0 为铅直渐近线•因为 


9说 


lim/(x) J ： 


lim 

X— 00 



1, 


b = lim [f(x) 〜 x] = lim [(:c 十 6)e T 一： r] = 7, 

jr^oo 

所以 j = x + 7 为斜渐近线. 

此外，由于可知函数曲线的左半支，当 

趋向于原点. 

综上所述，见图 355. 


T ) -2 1(9 3 


0时 


图355 


7•曲 


率 


.曲率的定义 


在曲线 L 上 ，有点 N 沿曲线 L 趋于点 M 时 ，如果极限 UmK = Um ^存在，则称此极限值 

么呼 0 4-^5 


为曲线 L 在点 M 处的曲率，记作 K = lim 


Aa 

As 


.在 = _ 存在的条件下， K 也可以表示为 

as-mjAs as 


K 


da 

Ts 

2 .计算曲率的公式 

设曲线的直角坐标方程是 J =/( t )， 且 /(* r ) 具有二阶导数，则得曲率公式 


K 


\yl 

(1 w • 


若曲线由参数方程 


求出及 y ' l ， 代入曲率公式即可. 


9(th 给出，则可利用由参数方程确定的函数的求导法， 

0(0, 


基本 


Wi 


型 


求曲线的曲率、曲率半径 

【356】设摆线卜 =aU 〜 Smi) 、 (a> 0 )^e( 0 , 27 t). 问 r 为何值时曲率最小，并求出最小曲 

\ y = a(l- cost) 

率和该点处的曲率半径. 


解 


如记不住曲率的参数方程公式，可先求出^和_ 


dy asint sint 

dx a ( 1 - cost) 1 一 cost 




sin^ 

1 一 cost 


cost 


d z y 

d ? 


cos 尤一 1 
(1 一 cos /) 2 


a(l — cost ) 


a(l - cos 之 ） 2 ’ 


K 


(l + y /2 )2 


一 1 (1 一 cost 

.. • “ • ____■ 

a(l — cost ) 2 2 jl 


4 a sin 


不必用导数求极值就可知，当 sinf = 1, 即当 FttBL 也就是 ： r = a 7 c ，3^2« 处曲率最小，最小曲 

率为+ ，曲率半径为 4 a . 

4 a 

【357】如图357所示，设曲线上的方程 : y = /( x ), 且 ： y 〃: >0,又 M 7\ MP 分别为该曲线在点 


MUo , 九)处的切线和法线，已知线段 


长度为其中 y 

y 0 


o = >"( xo),y 0 = : y "(工0))， 


求点的坐标表达式. 

分析 由已知条件，根据 


长度和切线、法线的概念，得 


到含有匕卩的方程式，由此可求出 I 彳的表达式 


P(l V) 


解 由题设（匕以满足 

( x 0 -冬) 2 + (: Vo -”) 


(1 + 〆 ？） 


y^l 


① 


又由于 ™ 丄 Mr ， 所以 


r 

岭 o ， Yo ) 


y 0 


Jo _彡 


② 


将②代入① 式求得 


(: Vo — 7) 


2 


(1 + ^ ' o ) 


图357 


y^o 


由于: y ">0, 曲线是向下凸的，故: y 。- ??<0,从而 : yo 


:V 1 


y 0 


，又由 


工0 


【358】设 


一 y / o(l + y'l) 

r { , , y od + y'o ) 卅們 X ° y/ o 

工 0 -芒 = 一（: vo - vy o = - ^ - , 推得 i , 

pU ) 是拋物线: y =_/ i 上任一点 M (* r ，： y >( x > l ) 处的曲率半径， 


: Vo 


5 


s (: c ) 是该 


抛物线上介于点 A ( l , l ) 与 M 之间的弧长，计算3^^ 


it 


的值.在直角坐标系下曲率公 


式为 K 


b"i 

( 1 +， 2 )! 


A99 ， 1 

m y W 


4 /? 


，抛物线在点 Af ( x ,： y ) 处的曲率半径 


pix ) 


K 


(1 十/ 2 )2 
1^1 


(4 x 十 1) 2 ， 




抛物线 上你^ 的弧长 


s = s 


故 


ds 


(x) 

dr 

a 7 

dr 


V 1 + ^ /2 dx 


全十4工+ 1) 2 .4 



1 + 



() J~X 





dLr 


Ax 

6 


2 ^/x 



1 + 


V 4 x + 


Ax 


因此 3(0 g 

ds 


ds 


2 


3 •士 (…! •洁 


-36 x = 9 


[3591 求曲线 ：v = a ln ( l -<) U >0) 上曲率半径为最小的点的坐标. 


解 


: y 


2 ax 


a 2 - x 2y 


y 


2 a ( a 2 十： r 2 ) 
( a 2 -'' 


( Ul < a ), K 


l，l 


_ 2 a ( a 2 ~ x 2 ) 

(1 十 ， 2 ) 3/ — 2= U 2 + :r 2 ) 2 ， 


x 


1 


K 




x ( a 2 十 x 2 )(3 a 2 - 工 2 ) 
a ( a 2 - 《 r 2 ) 2 


当 - a < i <0 时， g <0, 当 0<： c< a 时， f >0,故当 x = 0 ，：y = 0 时， P 最小. 

故所求点为 (0,0). 

点评把曲牟和最值结合起来，是本节一类综合題目.这就要求对求最值的方法和步骤要 
牢记于 心， 能够把知识融汇贯通，灵活运用，只要公式记忆准碲，计算仔细认真 ，一 般就能够顺利 
地解决问题. 


有关曲率的应用题 

【360】汽车连同载重共 5 t , 在抛物线拱桥上行驶,速度为21 .6 km / h , 桥的跨度为 10 m , 拱的 
矢高为 0.25 m (如图 360), 求汽车越过桥顶时对桥的压力. 

解如图取直角坐标系，设抛物线拱桥方程为^ =肛 2 ,由于抛物线过点 (5,0,25), 代入方程 


# a = ^ = 0.01. 


25 


又 


y 


戈 = 0 


lax 


x -0 


0， y 


JT = 0 


2 a = CK 02, 


故 


P 


(1 十〆 2 ) 3/2 (1 + 0 2 ) 3 ’ 2 






2 


5 X 10 3 


F 


0.02 

21.6X10: 

3600 


50, 因而向心力 


P 


50 


3600 N 


由于汽车重为 5 t ， 所以汽车越过桥顶时对桥的压力为 
5 x IQ 3 x 9. 8 — 3600 = 45400 N . 



点评数学知识在各个领域中有重要的应用，曲牟也不例外.在解实际问超时，要学会如何 
合理地在用數学知识，另外熟悉基本的物理学和经济学公式也是必 要的. 






§8. 综合提高题型 


利用微分中值定理证明含有中值$的命题 


[361] 设函数 /U) 在[0,3]上连续，在 (0,3) 内可导，且/⑻+/(1)+/(2) 二 3，/(3) = 1.试 
证必存在 $€(0,3)，使 /'($)=(), 

证因为 / U) 在[0,3]上连续，所以 /U) 在 [0,2] 上连续，且在 [0,2] 上必有最大值 M 和最 
小值 m， 于是 


m</(l)<M, m</(2)<M, 

故 m< fW + f ( -} )+ f { 2 ) < M . 由介值定理知，至少存在一点 e G [0,2]，使 


f ( c ) = 


/( 0 )+/( 1 )+/( 2 ) 

3 



因为 /(c) = 1=/(3),且 /(x) 在 3] 上连续，在 3) 内可导，所以由罗尔定理知，必存在芒 
€(。3〉口0,3>，使/'(芒)=0. 

【362】假设函数 /U) 和 gU) 在 [a，6] 上存在二阶导数，并且 g { x )^ 0 , f { a )- f { b ) = 
g ( a ) - g ( b ) = 0 , 试证： 

(1) 在开区间 （a,6) 内 g(x) 关0; 


(2) 在开区间 U,6) 内至少存在一点夂使 


/ u ) r ($) 


证 


君⑺ ，⑺ • 

(1) 用反证法.若存在点。€(^,6)，使足（幻=0，则对尽（：0在^^]和[^6]上分别用 


罗尔定理，知存在 

再对〆 U) 在 [6 j 2 ] 上应用罗尔定理，知存在66(6,6)，使〆 '（6) = 0 .这与题设 g ( x ) 
矣0矛盾•故在 （a, 6) 内 g ( x )^ 0 . 


(2) 令 ( p ( x ) = f ( x ) g / ( x ) - /'(xkk), 易知 f(a) = f (6)=0, 对 f(j：) 在 [a, 6 ] 上应用罗 
尔定理知存在 氏 U，M， 使， U):o, 即 /U)g 〃 （幻一 / 〃（ 6)g (芒 ）= 0 .因尽（幻乒0,尽〃（芒） 古 0, 


故得 


/⑺ 
g (^) 


r ( i > 
r ⑺. 


【363】设 /(x) 在 [ a ,6] 上连续，在 U，6) 内可导，且/(幻./(幻>0，/(^)*/(^^)<0，试 
证至少有一点使 


证设 F ( x )=/ u ) e - yu )， 则 


F(a)=/ 2 (a)e^>0, 


F (^) = /( a )/(^ 


2 


2 


a 一 a + b 
〜 2 < 0 , 


F ( b )= fU ) f ( bU - b > 0 , 


所以由零点定理知存在 f U,¥)，$ 2 G (宁，6)，使 =0， F (6) =0. 再在区间 
[1,6] 上使用罗尔定理即得结果. 

【 3 64】设 /' U) 在 [0,a] 上连续，且/(0)=0, 证明： 

(* f(x)dx 其中 max |/'(工） | . 

JO L 
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§8. 综合提离题型 


证任取 ： rG ( o ， a ]， 由微分中值定理有 / u )-/( o )=/' u ) x ， ee ( o , x ) 
因为/(0) = 0,故芒 )： r , : c €(0, a ], 所以 


f(x)dx 


/ / (^)xdx ^ I/' ( 6) I xdx^M xdx 

o 1 Jo Jo 


M 2 

T a 


【365】假设函数 /( 幻在 [0，1] 上连续，在 (0，1) 内二阶可导，过点 A (0,/(0)) 与 B ( l ，/(1)) 的 

% 

直线与曲线: y =/ U ) 相交于点 C ( c ，/(0)， 其中 0< c<l .证 明：在 （0,1) 内至少存在一点 I 使 

r ⑷二 0 . 

证因为 / Or ) 在 [0, C ] 上满足拉格朗日中值定理的条件,故存在乞6(0 〆 ），使 


rc ^) 


/( c ) -/(0) 
c -0 


由于点 C 在弦仙上，故有 


Ac )- f ( o ) /( D -/( o ) 


-0 


1-0 


/(1)-/(0)， 


从而/'(匕）=/(1)-/(0) 

同理可证，存在匕€(0 1)，使/ / (匕）=/(1)-/(0). 

由 /'(&)=/' (匕） 知在 [ U 2 ] 上, /' U ) 满足罗尔定理的条件，所以存在 ee ( e„? 2 )c 
(0，1)，使 /"(« = o . 

【366】设函数 /(: c ), gU ) 在 [ a ,6] 上连续，在内具有二阶导数且存在相等的最大值， 
/ U ) = gU )，/ U ) = g (6)， 证明 ：存在 $€(〜6)，使得/"($) =，/(?)- 
证令 A (: c ) = f ( x ) - g •(: r )， 则 h ( a ) ^ k ( b ) = 0 . 

设 /(^)， g ( J ：) 在 （ a ，6) 内的最大值 M 分别在 a € ( a , 6), /36 ( a , 6) 取得. 


当 a = P 时，取 
当时， 


a ，则 h ( t ]) -0. 


h(a)=f(a)~g(a) = M- g(a)>0 ， A(/3) =/(/?) - g(^) 二 /(/?) - M<0, 

由介值定理，存在介于 a 与之间的点 7 ，使得 a ( 7 )= o . 


使得 


综上，存在 1? €(^乃），使得； 1 ( 3? ) = 0.因此由罗尔定理可知，存在 ^-( a , 7?)，匕=(?，6) 


h ， (^) = h ， (^ 2 )=0 > 


再由罗尔定理可知，存在$€(心，？ 2 )(=(^6)，使得/1"($) = 0,即 

fWg " {化 

【367】若/(^)在[心5]上连续，在（〜6)内二阶可导，/( £1 )=/(6)=0,且有 c{a<c<b), 
使 /( c ) >0.则至少存在一点€6(^，6),使厂（《<0. 

证因为 / Or ) 在 U 乃]上连续，在 U ，6) 内二阶可导，所以/( X )满足拉格朗日中值定理的 
条件，将函数 /( W 分别在 [ a ， d ，[ c , 6] 上应用拉格朗日中值定理，得 

广卜 、/(^) ~f{a) 

/'U 2 )= /( ^_ /(C) 咕 （ c ， b) 

根据已知条件 /'( h )> o , ru 2 )< o , 将 _ ru ) 在 [ uat 再次应用拉格朗日中值定理， 



至少存在一点使 /〃 U ) 


尸⑹-尸⑹ 

令 2 一令 1 


<0. 


证明有两个中值^ 关卩） 满足的某种关系式的命题 

【368】设 0< a <6,/( x ) 在 [ a , fr ] 上连续，在 U ，6) 内可导，证 明：在 （ a ，6) 内必有 e 与7使 


证首先，由拉格朗日中值定理，必有 ee ( a ,6) 使广 （6) 


/(6)-/( a ) 


，因此，问题转化为 


须证 :存在 使 


f(b)-f{a) 
b — a 


a + b 


2 i ? 


m 或 


Kb )- f ( a ) 


+ b 


/ 乂 v )= o , 


为此，令 


F ( x ) = f -^ l ^ l ^_ a ± b f(x)f 


则 FU ) 在 u ，6] 上连续，在 u ,6) 内可导且 

r , 、 f(b) ~f(a) a 2 a + b rf ' a 2 /(^») - b 2 f(a) 

即 F (: r ) 满足罗尔定理的条件，则存在 76U4 ) 使 F ^( 7 )- 0 . 

【369】设 / U ) 在[〜 6] 上连续，在 U ，6) 内可导，且 / U ) =/(&) = 1.试证 :存在 I 7 G ( a , 
6)，使 ^^[/( y + rh 〉] 二 1. 


证令 FU ) 二 eTU )， 则 FU ) 在 U ，6] 上满足拉格朗日中值定理条件，故存在 rjeia ， b 、， 


使得 


e b f(b)~e a f(a) 


6 一 a 


e 7 [/( 7 )+ r ( i ?)] 


由条件 /U ) = /( 6 ) = 1得 


e & _ e a 
b — a 


e 7 [/(7) + r (7)] 


① 


再令 p (: r ) = e '则 pU ) 在 [ a , 6] 上满足拉格朗日中值定理条件.故存在 6€ U ,6), 使 


e b - e a 


② 


综合① ，② 两式，有 e ^ f [/(^)+/ y (7)] = l - 

【370】已知函数 / U ) 在[0，1]上连续，在(0，1)内可导，且 /(0)=0，/( l ) = i . 证明： 

(1) 存在 $6(0，1)，使得/($) = 1-匕 

(2) 存在两个不同的点1 ? ，（€(0，1)，使得/'(7)/'(0 = 1 

证 （1) 令客(: T ) 二 / U )+： c - l ， 则 g ( x ) 在[0，1]上连续，且君(0)= -1<0,发（1)00,所 
以存在 $€(0，1)，使得 g (6)=/($0 + n = 0, 即 / u ) = l -矿 


(2) 根据拉格朗日中值定理，存在 ^6(0^), ? eu , i ), 使得 


r (7)= / il )^ 


kli 


,尸 （？） 


/( I ) 一 /( 芒) 


1-6 _ 1 一冬 


从而 r (7)/' u ) 


1一？ 

吞1 


1. 
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§8. 综合提离理型 


点评 当欲证结论为 ：“在 （ a ，6) 至少存在两点匕 7 满足某种关系式” .一 般而言，此类问题 
的证明不必构迨辅助函数，而是依据结论中各部分的特点分别利用微分中值定理. 

使用泰勒定理证明 

【371】设 / U ) 在[0，1]上具有二阶导数，且满足条件 |/ U )|<«， |/〃(1)|<6，其中^6都 
是非负常数, c 是(0，1)内任意一点. 

(1) 写出点 c 处带拉格朗日型余项的一阶泰勒 公式； 


(2) 证明 !/^( c ) l <2 a + ^-. 

(1) 解 f ( x )= f ( c )+ f / ( c)U 


C) （X - C) 2 , 其中 与 


2 ! 


c + 0 (x c ) (0 〈夕 <1) 


⑵证 


/( x )=/( c )+/ / ( c )( x - c ) + 


ne)(x 

2 ! 


其中 ^=c + ^( x - c ),0<5<1 
在①式中，令 x = 0, 则有 


在①式中，令 


/(0)=/( C )+/'( C )(0— C) 

X = l , 则有 


厂⑹ （0- c ) 



0<^<c<l 


/( l )=/( c )+/ / ( c )( l - r ) 


r ⑹ （ i -幻 
2 ! 


0<c<6 2 <1 


① 


上述两式相减得 /( l )-/(0)=/'( c ) + #[/〃 U 2 )( l - c ) 2 -/〃（$ 1 ) c 2 ]， 于是 

ir ( c)i = |/( 1 )-/( 0 )-^[厂⑹ ( w ) 2 - m) c 2 ]i 


<1/(1)1 + 1/(0) I 


j\r(e 2 )\a-c) 2 ^f\r(^)\c 2 


+ a + 了 [(1 - c ) 2 + c 2 ] • 

又因 c €(0, l )>( l - c ) 2 + c 2 < l.SSC \ f / ( c )\<2 a 


2 • 


【3 T 2】 设函数 / U ) 在闭区间 [-1，1] 上具有三阶连续导数，且/(-1) = 0，/(1) = 1，/'(0) 
0,证明：在开区间（_1，1)内至少存在一点 匕使厂 ($)=3. 

证由麦克劳林公式得 


/u)=/(o)+/^o)^+^r(o)^ 2 + 



(7) 


其中 7 介于0与 x 之间，: rG [- l , l ]. 


分别令 


1和 


1,并结合已知条件，得 


o=/( - i)=/(o) + fr(o) — ^r ( 7l )， 一 i< 7 l <o, 


/( 1 )=/( 0 ) 


/ 〃⑼ 


( 72 )， 0< rj 2 <\ 


两式相减,可得厂（ 71 )+厂 （ i ? 2 )=6, 





由 / lx ) 的连续性， /〃(2) 在闭区间 [^，於] 上有最大值和最小值，设它们分别为 Ai 和 m 


则有 


m 


< y [/^(^)+/ w ()? 2 )]< M , 


再由连续函数的介值定理知，至少存在一点 SG [ 7 l ， 72 ] c (- 1，1)，使 

/'" ⑴=+『( 71 )+厂(? 2 )] = 3_ 

点评当题目中含有高阶导数（二阶和二阶以上）的某些函数值或讨论函数的高阶导數时， 
一般利用泰勒展开式解题. 

【373】设函数 /U) 的二阶导数 / 〃 U) 在 [2,4] 上连续，且 /(3)=0 .试 证:在 (2,4) 上至少存 


在一点 f 使得尸 '（$) 


•4 


2 




证设 F(x) 




F(3)=0, r(3)=/(3)=0 


把 FU ) 在 x = 3 展为麦克劳林公 式得： 

F ( x ) = F ( 3 ) + F ^( 3 )( x - 3 ) + £ ^(^- 3 ) 2 +^ ： ^( x -3) 
其中 S 介于与3之间. 

令工 = 2 , 得： F ⑵ ：^^(2-3) 2 + ^^(2-3) 3 ， 心 G (2,3) 

令 j = 得： + 6 2 6(3,4) 


① 


② 


②一①得: 


r4 


f ( t)dt = F ( 4 )- F ( 2 )- fLr (^)+ r (^ 2 )] 


因为 /" U ) 在[2, 4] 上连续，故由闭区间上连续函数的性质知存在最大、小值 M 、 m , 使 

再由介值定理 ：存在 K ( U 2 ) C (2,4), 使 

/" ⑺ “"⑹; ’⑹ ， 即 ^ f(t)dt ^± r ^y 


【374】设 / U ) 在点^ = 0的某个邻域内二阶可导，且 L 


sinr + af(x) 


x 


2 


，试 求: /(0) 


r ( o ) 及 r ( o ) 的值 

解因为 


x 


3 


siruc = x 


3! 


+ o(^)y f(x) =/( 0 ) +f / (0)x + ^-/^(Ox 2 + o(x 2 ), 



^ Ml 丄， sinx + jf( x ) 1 . 

所以，由 lim -9 可知 

JC 乙 


lim — 3 [x 


x 


f ^ fn ) 

十 o ( x 3 ) +/(0)x +/ r (Q)x 2 + ―-— 3 ? + 3 X >( jC 2 )] 


3 ! 


2 


lim 

x 


(1 +/(0 ))x +/ y (0) x 2 + (^~~~ - ~~)^: 3 + o ( x 3 ) 

L 0 


2 


所以 1+/(0) = 0, / / (0)=0, 


r ( o ) 

2 


6 


2 • 
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故 /( o )= - i ,/ / ( o )= o > r ( o ) 


± 


点评此题不能直接通过洛必达法则来求解 

利用单调性或中值定理证明不等式 

[375] 设 0< a <6/ 证明不等式 

a l + b L b - a J ab 

证 先证右边不等式. 


设 ( p { x ) = lnr - lna 


J~QX 


( x>a >0)^ 因为 


< p \ x ) 


^ ~ Ta { lTx + 2 ^ 


2 x V CLX 


< 0 , 


故当 i > a 时， 9(: r ) 单调减少，又 p ( a )=0, 所以，当： c > a 时， 9( 工）< 9( d ) = 0,即 


lire - lna 〈 




从而当 6> a 〉0日寸， In 占一 lna < 
再证左边不等式. 


y/ab 


?，即 


J^ab 


证 设函数 / U ) = lru : U > a >0)， 由拉格朗日中值定理知，至少存在一点 f € U ,6)， 使 


\nb ~ lna 
b _ a 


(lnr V 


X — 


2 a 


由于 0 < a q < 6 , 故 >& ，从而 

点评利用拉格朗日中值定理可证明联合不等式，步 驟为： 

(1) 从中间表达式确定出/( X )及区间 [ a ，6]; 

(2) 验证 / U ) 在 U ，6] 满足拉格朗日中值定理条件，得 /(6)-/( a )=_ TU )(6- fl )，？ GU ， 


h )\ 


(3) 分别令 ^= a 9 ^= b 破坏这个等式得不 等式. 

【376】设 e < a < 6< e 2 , 证明 ln 2 6 _ ln 2 a >-\(b ~ a ) . 
证 对函数 Ink 在 U , 6] 上应用拉格 朗日中 值定理，得 


In 2 占一 In 2 a 


21n 冬 




(厶 一 a ), a < b 


设 ^(0 = — ,M /⑴ 当，>6时，9'(0<0，所以史⑴单调减少，从而 


f ( 6 ) > f ( e 2 ), 


即 ^>^=4 

c e e 


S \ r?b - ln 2 a >~ r (6 - a ). 

e 

点评当 /'( x ) 在区间 [ a , 6] 上的符号不易判定时，如有 条件广 U )=0, 还可用 r ( x ) 来判 
定/'( X )的符号，从而判定 / U ) 的符号，这种多次使用单调性证題的方法可归纳为：若轟数 / u ) 
存在 n 阶导数且 / u ^ ru ): 如果当 x > a 时有/ ㈤ u >> o ( 或 < o )， 则当 



x > a 时， /( x ) >0( 或 <0). 


【 377 】证明：当 0<«<6< 冗时， 6sin6 十 2cosb + 兀 6 > a sina + 2cosa + na . 
证设 /(:c) = jcsinx + 2co&z + Ttx，:r G [0,7t ]， 则 

(x) ~ siixx + xcosjc - 2sinz + 兀 =xcosx - sina: + n y 
/"(x) = cosx - xsinx — cosx = — xsiar <0, x (0, tt ) ， 

故 /' u) 在 [o, Tt] 上单调减少，从而 /'(x) >r u)=o,xe(o,7r). 

因此 /U) 在 [0,7C] 上单调增加，当 0<a<6<ir 时， 

/(6) >/(< 2 ), 艮 P b sin6 + 2cosb + tt 6 >asin <2 + 2cosa + 7ta . 


讨论函数的零点或方程的根 

【378】讨论函数 /( x ) = 1 jiz - ax(a >0) 有几个零点？ 

分析 讨论函数的零点问题，也就是讨论函数曲线与工轴的交点问题，此类问题通常可 由 
函数的单调性、极值及连续函数的介值定理等来判定 . 

解令 /'( x ) =丄一 a =0,得驻点 ：r = 丄. 

x a 

当 ( KxC ^ 1 •时, /' U )>0, 即 / U ) 单调 增加; 当工>丄•时,广（0：)<0,即 /( x ) 单调减少，因 

a a 

此/(~) = In i - 1为 /(: r ) 极大值,亦为最大值. 
a a 

又可判断当 X -0+ 或 X -+ CO 时, / U )-- OD , 从而依据连续函数的介值定理得 

(1) 当 /( 丄〉>0,即《<丄时，曲线 / U ) 与工轴 在区间(0, J ~)与（ J ■，十 oo ) 上各有一个交 

a e a a 

点，即 /( X ) 有二个 零点； 

(2) 当 /( + ) = 0 , 即 a = f 时，曲线/(工)与 x 轴仅有一个交点，即 /( x ) 仅有一个零点； 

(3) 当/(士）<0,即 a > +时,曲线 / U ) 与 x 轴无交点，即 / U ) 没有零点. 

【379】设有方程 z 4 + or 十& = 0, 

(1) 当 a ，6满足何种关系时，方程有惟一 实根； 

(2) 当 a ， 6满足何种关系时，方程无实根. 

解考虑函数 /( x )=: r 4 十 ar + 6, xE ( ~ 00 ,十 0 °). 

由 lim fix ) = + oo , lim /( x ) = + oo , 可知 /( x ) 在 （- oo , + oo > 上无最大值,只有最小值. 

^ 00 0C~^ + 

又由厂（ X ) =4 x 3 + a , 可知/( X )有惟一驻点 X = 再由 厂 （ X ) = 12 x 2 >0, 可知 

工= ^是 / U ) 的惟一极小值点，即为最小值点，由此 可得； 





+ 6 = 0, 即# 



=办时，方程 /( x )=0 有惟 





+ 6>0,即 


3a 


4 



< b 时，方程 /(* r )=0 无实根. 
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[380] 讨论曲线: y 二 41 nr + 是与 j = + 的交点个数. 

解问题等价于讨论方程 ln 4 z _ 41 ar +4: r -6=0 有几个不同的实根 


设穸 (: r ) = ln 4 x ~ 41 nr + 4 x 一是，则有 (p ( j :) 


4( ln 3 x — 1 + 


.不难看出 ， JT 




是 9( x ) 的驻 


点.当 0< X <1 时， 〆 （: r )<0, 即史 U ) 单调 减少； 当： C >1 时， ^ u )>0, 即 9(^) 单调增加，故 
^(1) = 4 - k 为函数 〆 i ) 的最小值. 

当々<4,即4-是 >0时 ， pU )=0 无实根，即两条曲线无交点. 

当是=4,即 4- 6=0时，以 x ) = 0 有惟一实根，即两条曲线只有一个交点. 

当是 >4,即4-是<0时，由于 

lim <p(x) — lim [ ln*r (ln 3 _r ~ 4) + Ax ~ k~\ = + 00 ; 


j —"0 


lim <pix) — lim [laz ( \t?x — 4 ) + 4x ~ ^ ] 


oo 


故 g ( x )=0 有两个实根，分别位于 (0，1) 与 (1，+ m ) 内，即两条曲线有两个交点. 

点评本題必须先构造一个輔助函数，将问題转化为求輔助函数零点的个数，最后通过导 
数对其单调性、极值进行讨论. 

【381】 就 k 的不同取值情况，确定方程在开区间 （0, f ) 内根的个数，并证 
明你的结论. 


解设 siTLT ， 则/( I )在 [0, t ] 上连续. 

由 f'{x) = 1 -子 cos^ = 0 解得 /(X) 在(0,子）内的唯一驻点 = arccos — . 

Z Z 7T 

由于当：^( 0 ， 1 0 〉时，厂( 0 ：)< 0 ; 当 ) 时，厂 u )> 0 .所以 / U ) 在 [ o ， x 0 ] 上单调减 
少，在 U,f ] 上单调增加.因 此^是 / U ) 在 ( o ， f ) 内的唯一最小值点，最小值为％ =/ U ) = 
工0 - f sinro . 又因/(0) =/(-^-) =0,故在(0, f ) 内/(尤）的取值范围为（: yo ,0). 

因此，当 Wbo ,0), 即々<外或6>0日寸，原方程在 (0， f ) 内没 有根； 

当是=九时，原方程在(0, f ) 内有唯一根工 0 ; 

当走 G(% ， 0) 时，原方程在 (0 ，々 ) 和 U D ,f) 内各恰有一根，即原方程在 (0，f ) 内恰有两个 
不同的根. 

点评本題主要考查利用导数分析函数图形的属性.令 /(ds^r-fsiar ， 讨论方程 /(x) 
= k 在开区间 （ 0 ， f) 内根的个数，实际上只需研究函数 /(x) 在 （ 0,f) 上图形的特点， = ^ 


7 t 


在开区间 （0， f ) 内根的个数即为直线 j 

利用泰勒公式讨论函数的极值 


是与曲线 y = /(_r ) 在（0, f ) 区间内交点的个数 


【382】 设 / U ) 有二阶连续导数，且/'(0)=0, ㈤ = 则 





(A) /(0) 是 /(x) 的极大值 

(B) /(0) 是 /(x) 的极小值 

(C) (0，/(0)) 是曲线 ：y=/U) 的拐点 

(D) /(0) 不是 /(x) 的极值，（0,/(0))也不是曲线: y = /U) 的拐点 

f /r ( T ) 

解由 limV^ = l>0 及保号性知在 x = 0 的某邻域内 /"U)>0, 故(0，/(0))不是曲线 y 

x-^0 I X I 

=/"(x) 的拐点. 

c ) f f, ( c ) 

而由屋克劳林公式知/(1) = /(0)+/'(0)1 + ^^ 2 ，则/(1)-/(0)=^^ 2 >0，即 

/(x)>/(0),/(0) 是 /(x) 的极小值. 

故应选 (B). 

【383】设 j = /(_ r ) 在点: co 的某邻域内具有连续的4阶导数，若广（^)=厂(^)=厂(而) 
= 0,且 /⑷ U 。） < 0,则_ . 

(A)/(x ) 在点取极小值 （B)/U) 在点 x G 取极大值 

(C) 点 (^/Uo)) 为曲线 y = /(:r) 的拐点 （D)/U) 在点;^的某邻域内单调减少 

解因为3- /( W 在点抑的某邻域内具有连续的4阶导数，且/ <4) (抑)<0,故存在抑的一 
个5邻域 ( j：o - 占 ,： co + )5)，当 x€" ( j：o _ 谷）时/⑷ （*r) <0,并由泰勒公式 

/(X〉 =/(x。）+/ / (x 0 )(x-a：o) + ^j~/〃（J： 0 )(x-：c 0 ) 2 + 会厂 （ x 0 )( x - j 0 ) 3 

+ ^/ (4) (f)U-^o) 4 

=/U 0 ) + t/ ⑷ U)U- 邛) 4 u 在 X 0 与: C 之间） 

由此得知，当 x 6 (x 0 _ 5, j： 0 + 办）时， /(■^^/(jro) • 

故应选 (B). 

【384】设 / U> 在的某一邻域内存在连续的三阶导数 ，且厂 U 0 ) 二 / 〃（: tq ) 二 0而/_(工 0 ) 
关0,试证(: c^/Uo)) 是曲线的拐点，而: r Q 不是 /U) 的极值点. 

证不妨设 

厂(工0)>0,厂 (x 0 >= lin /D :尸㈤ : lim^3^>0. 

x -^ Xq X Xq j -^ XqX Xq 

n) 

所以根据保号性存在的某邻域，使 >0,即 X > Xq 时, /〃( X ) >0; O ：<： l ：0 时，/"( X ) <0.从 

X ~ Xq 

而 UoJUo)) 是曲线的拐点.而 

/(I) =f(x 0 ) +/ / (x 0 )(x - x G ) x q ) 2 + ^ j$)(x_j： 0 ) 3 , 

厂 （A 

故 /(X) ~/(x 0 ) = ~^\ — (*3 ： - ： r 0 ) 3 . 即 X>Xq 时， /(t) >f(x 0 );x<x 0 时， /( ： ! ： )</( 文 0 ). 故： c 0 不 

是极值点. 

【38s 】 设函数 / u) 在叫的某一邻域内具有直到 n 阶的连续导数，且 ru 0 卜 /〃(:^):… 
=/ u_1 )u 0 ) = o, 而/(—(工。) 乒 0, 试证： 

(1) 当《为偶数，且时，则 / U。） 为极小值；当„为偶数 ，且户 ><々）<()时，则 
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/( x a ) 为极 大值； 

(2)当《为奇数时， / U 。) 不是极值. 

证因为 /' (: T 0 ) 二厂 (別）=… =/ ( n _1) U 0 ) =0,由泰勒公式有 

/(■r) =f(x Q ) + ——— (x _ x 0 ) n ， 

其中 f 介于 I 与&之间，即 

$ 

户 ）（？） 

/( 工） -/( 1 0 ) 二一 ^ (sc - x 0 ) n . 

因为户 ’ U ) 在冽 连续 ，且产 Vx 。)#)， 所以必 存在判 的某一邻域 U - lx 。 +5)，使对于 
该邻域内任意; T ，/ ( n 〉 U ) 与 / ( n ) U 。） 同号，进而 / ( n ) U ) 与 / < n ) U 。） 同号，于是，在 / U ) U 。） 的符 
号确定后, /( x )-/ U Q ) 的符号完全取决于 ( x - x Q ) n 的符号. 

(1) 当 n 为偶数时 ，（: T -_ r 0 )">0 .所以， 

当 / < n ) U 0 )< o 时， / U )-/ U 0 )< o , 即 / UX /( x 0 )， 从而 / Uo ) 为极 大值； 

当 / U ) ( X G )>0 时， / U )-/ U )>0, 即 /(工)>/(而），从而 /( x G ) 为极小值， 

(2) 当 n 为奇数时，若: rC 、 则 U -： t o r <0 ; 若: r > 抑 ，则（: r -： c o r >0. 所以不论/⑷ U 0 ) 
的符号如何，当 （ n Q ) 由负变正时，则 / U )-/ Cr Q ) 的符号也随之改变，因此 / U ) 在&处不取 
得极值. 






第四章不定积分 


§1. 不定积分的概念与性质 


1 . 原函数与不定积分的定义 设函数 F (: T ) 与 /( X ) 在区间 U ， M 内有定义，若对于任意 
-rG ( a , 6) 有 

或 dF ( x ) =/( j：)dx 

则称 F ( x ) 是 /( x ) 在 U ，6) 上的一个原函数. 

函数 / U ) 的全体原函数称为 / U ) 的不定积分，记为 |'/ U ) dr . 设 FU ) 是 /(X) 的一个原函 

数，则 J " / U)dr = F(x) + C , C 为任意常数. 

2. 不定积分的基本性质 

(1) /'(xjdr = /( j :) + C ; (2)^ f(jc)dx =/( x ) ; 

(3) [kifix) ± k 2 g{x) ]dr = ki f{x)dx ± k 2 g{x)dx (ki ， k 2 不同时为 零）. 

3 . 基本公式 


(1) x a dx 


7 ^ Ti x 


a + 1 + C (a^-1); 


(2) — dx = In I x I 十 C 

. X 


⑶他 f + c ; 


(4) e- r dx = e x +C; 


(5) sirLrdr 


cosx + C 


(6) cosjcLx = siaz + C; 


(7) sec 2 xdr = tanr + C; 


(8) csc 2 xdx 


cotr 十 C 


(9) taurdx 


In I 


CO&T 


+ C; 


(10) cotxdr = ln| sinr | + C; 


(11) sec j: dr = In I secx + 


I + C; 


(12) csc^rdz = Ini cscx - cotr I 十 C; 


(13) 


dx 


arcsin 


x 


C; 


(15) - 
J a 


dr 


1 i a 

2^ ln a 


(14) - 
J a 


dx 


2 +工 2 


1 x 

— arctan — 
a a 


C; 


(16) 


dr 

^ T 72 


dr = In I x + J j? ± a} 1 十 C 


(17) 


a 2 - x 2 (Lr -言 


a 2 - x 2 + arcsin — + C 

2 a 


(18) 


2 _2 


Ar 


x 

T 


x 2 - a 2 - ~^\n \ x + y x 2 - a 2 I + C; 


(19) 


x 2 + a 2 dr — ~~ 


十 a 2 + ^~ln| x + J x 2 + a 2 I + C; 


(20) sKrdr = ckr + C; 


(21) chxdx — shx + C 




基本题型 
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利用原函数与不定积分的定义求解问题 


【386】下列函数中，不是 eh-e-h 的原函数的是 


( A )~( e ^ + e- 2 n 


(B)y(e J +e^) 


2 


( 。 ) 士 ( 


e x - e -r ) 


解 ty(e 2x - 厂 2 ” ]' = e 2 工 + e'^e 2 "- e -2 ' 

故应选 (D) 


(D) 士 (e 2 


e 


- 2 x 


[387] 若/<尤）的导函数为 sinx ， 则 /( r ) 的一个原函数是_ • 

( A)l + sinx ( B ) 1 — siru : ( C)l + cosx ( D ) 1 — cosx 

分析由定义, / U ) 的导函数是 Sirxr ， 则 / u ) 是 sinr 的原函数，因此可先对 siar 求不定积分 
得到/( X )，再对 / U ) 求不定积分找到它的原函数，然后比较所给选项得到正确答案. 

解因为 f f { x ) = siaz , 所以 f { x ) = siarcLr = - cos ^: + Ci ， 而 


f ( x)dx = 


(一 co&r + C\)dx — 


一 sinx + C\X + C^y 


取 C t = 0， C 2 = 1 得 /( 了）的一个原函数为 1 ~ siirr. 

故应选 (B). 

点评利用原函数的定义求两次不定枳分，并根据題目选取恰当的常数 C ' 和 C 2 ，从而找到 
所要求的一个原函数是本題的主要方法，只要熟悉原函数的定义及基本积分表，题目便迚刃而 
解了. 


【388】设 j*F'U)do:= J G'(x)dx, 则下列结论中错误的是_ . 

( A ) F ( x ) = G ( x ) (B)F(x) = G(x) + C 

(C)F'UXU) (D)d| F r (x)dr = d| GDdr 

解由不定积分的定义， (" F ， { x ) dx = F ( x ) + C u f G ， ( x)dx = G { x ) + C 2 ，其中 C 2 都 

是任意常数，所以有 F { cc ) + C x = G { x )^ C 2 ，即 FU) = G(x) + C\ 此即选项 （B); 而结论 （B), 
(C)，（E>) 是互相等价的，所以错误的是 (A). 

故应选 (A). 


13891 奸⑵:為’刚如 ⑽为 —— ■ 

(A) arcsiru: (B)arcsinx + C (C)arccosj ： + n (D)arcsinr + 7r 


分析由 F'(：r) = i=L= 二，对其求不定积分即可求得 FU)， 此 FU) 中带有常数 C. 又知 

Vl - x 2 

F ⑴=由此条件，常数 C 便可确定下来. 

解由题意 F( jc ) = f ~ t ^ = arcsiar + C •又 *?(1)=冬冗，则 arcsinl + C = 所以 


C = t K . 






故应选 （ D ). 

【390】设 FJWzU ) 是区间 J 内连续函数 / U > 的两个不同的原函数，且 / U ) 參0,则在 
区间 J 内必有_ . 

( A ) F 1 (^) + F 2 U ) = C ( B ) F 1 ( x )* F 2 ( x ) = C 

( OFiCx )- CF 2 { x ) ( D ) F x ( x )~ F 2 ( x)^C (C 为常数） 

分析由原函数定义， GU ) 二 F y 2 ( x )=/( x ), 由 （ hU )- ?' 2 (幻)’= 2^<2)-尸' 2 (：0，则 
F X U )- F 2 u ) 二 C ， 得 & U ) 与 F 2 u ) 的关系. 

解设 G (: r ) 二 FJj :) - _ F 2 (： r ) ，则 

G / ( o :) = ( F l U )- F 2 ( a :) y = F \( a :)~ F / 2 U )= fU )- fU )-0, 

从而 GU ) = C ，即 FM - F 2 U ) = C . 

故应选 ( D ). 

点评 一个函数的任意两个原函数之间只相差一个常数，这是原函数的一个重要性质，由 
原函数的定义即可证明 jL 性质需熟记. 

【391】下列等式中 TE 确的是_ . 

( A ) f /' U ) dr =/(： r ) ( B ) f d / U )=/ U ) • 

J • 

( C )^ /(_ r)dLr = /( x ) ( D)d /( x)dr =/(_ r ) 

^ to 

解此题目讨论的是原函数、不定积分、导数、微分的关系.不定积分允许相差任意常数，而 
( A )、( B ) 漏掉了 .（ D ) 的微分式中漏了 dr ， 也不对. 

故应选 ( C ). 

利用不定积分的性质讨论 

【392】若 /( x)dr = ： r e :+ Cj / U > = _ . 

% 

解两边取导数，得 / u ) = e x + xe T =(l + x ) e J . 

故应填 （1 十 x ) e x . 

[393] 如果等式 f /( x ) e ^ dr = - e _ 士 + C , 则函数/⑴=_ . 

4 

( A )- 丄 （ B )-~^ ( C ) 丄 （ D ) + 

工 ^ 0 C X 1 

解这是关于原函数与被积函数关系的概念题.因为 f ( x ) dLr = F ( x ) + C , 则有 F ' U ) = 
/( X )，因此 /( x ) e _ 士 = (- e _ * V = -去 e ^， 比较等式两边可知 /( x ) = 

x x 

故应选 ( B ). 

【394]求 f d [" d /-( x ). 

W % 

解由不定积分的性质知 J * 6 f ( x )= f ( x ) + C ：, 故 d J " 6 fU ) = 6 / U ). 从而 

d df ( x ) = 6 f ( x )= f ( x ) + C . 






第四章不定积分 


§1,不定积分的概念与性质 


作代换求函数表达式 

【395】设广 （ cos 2 x ) = sink , 且 /(0) =0,则 f ( x ) 


( A ) cosx + 飞 cos 2 x 


fry i ^ 

( B ) cos 2 x - ~cos x 


(C)j + "yx 


(D)x - 了 j ： 


分析 这是导数的概念与不定积分的概念的综合题. 


解 

d/(x) 
dx ' 

当 


因为 / ' ( cos 2 x ) = sin 2 x 是表示狀:^ ^ = sin 2 x ~ 

acos x 


- cos 2 : r , 用 x 换式中的 cos 2 x ， 则有 


1 -： r ， 积分得 f ( x ) 


x 2 


+ C . 


0时，/(0) = 0代入上式得 C 


故应选 ( D ). 

利用不定积分的性质求分段函数的表达式 

【396】设 /(: r )= l ： r | +2,则 /( x)dx =_ 


解 fix ) 


x + 2 9 


>0 


:r 十 2 ， x^O 


当 z >0 时， /( x)dr 


(x + 2 )dr 


2 x^C 


当 ： r<0 时， f(x)dx 


(一 ： r + 2 )dr 


x 2 + 2 x + Ci - 


因为 /(了） 在 z = 0 点连续，故 t .0 + 2.0+ C ! 
故 


0 + 2‘0+C 2 , 所以 Cj = C 2 


x 2 十 2 x + C ， 


>0 


f ( x)dx 


2 :r + C , j ：^0 


【397】求下列不定积分 
% 

(1) x 2 ^~ x ^ x ; 


(2) (x - 2) 2 dr; 


(3) 




(5) 3 x e x dx . 


分析 利用不定积分的性质及基本积分公式求不定积分的方法称为直接积分法，这是积分 
常用的方法之一、被积函数如果不是积分表中的类型，可先把被积函数进行恒等变形，然后再积 


分. 


解⑴ 


rxdx 



X 3 +1 + C 


10 




( 2 ) 


2 ) 2 dr 


{ x 2 — 4 x + 4) dr 


jc 2 dx ^ 4 I xdx + 4 dr 


jr 3 — 2 x 2 + 4 j : + C ; 


(3) 


⑷ 


V x 

3 x 4 + 3 x 2 + 1 


: c 2 dr — 2 x 2 Ar + 


2 dx ~ X 2 - 2 + 2j: 2 + C; 


Hr 


3 j ： 2 ( j 2 + 


dx 


(3 x 2 


+ X 1 


)dx 





3j： 2 dr + 


x 


2 


dx = x 3 + arctairr + C; 


⑸ 


3 x e x dr 


(3 e) x cLr 


ln (3 e ) 


(3e) x + C. 


点评直接积分法要求熟练掌握基本积分公式，对被积函数可通过恒等变形后利用积分性 
质化为若干个基本积分公式的形式，从而求得积分. 

使用基本积分公式计算不定积分 


_ - 

分析 基本积分表中没有这种类型的积分，我们可以先把被积函数变形，化为表中所列类 
型之后，再逐项积分. 


解 


2 


1 + JT + X 


x {\ + X 2 ) 


dr 


dr 


， x + (1 + x 2 ) 

■ r(l + > r 2 ) 

arctanr + In I x I + C. 




十 _ )dr 


x 2 x 


+ x 


2 


dr 


x 


dz 


【 399 】 求 


’ 1 + sin 2 ,r 
1 _ co&lx 


dr 


鵞 

解 


1 4 - sin 2 


x 


cos2j: 


dr 


1 + sin 2 x 
一 1 + 2 sin 2 x 


dr 


2 J 


( csc 2 x + 1) dr 


1 


2 cotr + 言 + C • 


求积分曲线 


[400] 


曲线通过点 （ e 2 ,3)， 且在任一点处的切线斜率等于该点横坐标的倒数，求该积分 


曲线. 


分析 函数的原函数图形即为此函数的积分曲线.由题意，本题是求函数1的通过点 （ e 2 ,3) 

X 

的那条积分曲线. 


解 设该曲线的方程为 y = f { x ). 由题意知 y ' =/ / ( ar ) =丄，从而 

JC 

: y= J 士 dr 二 ln|_r | + C ， 


又曲线过点 （ e 2 ,3)， 所以 3 = lne 2 +C = 2+ C ， 即得 C -1. 
因此该曲线方程为 j = lnUI +1. 


§2. 换元积分法 

1. 第一換元法（凑微分法）设]'/(10“ =打《) + 0,且 p ( x ) 可微，则 

’ （工 ）dr = fl<p(x)]df(x) - F[^(j：)] + C. 

V « 

2 . 第二换元法 设 : c =? p (0 严 格单调并可微，且 〆 （£)#()，若 j * /[ 〆/)]〆 （Ock = 0(0 + 
C ， 则 


f ( x ) dx = 0 [ 9 ' 1 ( x )] + C . 






基本题型 


使用第一換元法求不定积分 

[401] 设 FU) 是 /U) 的一个原函数，则 f e^ x f(e~ x )dx = _ . 

( A ) F ( e - n^-C ( B )~ F ( e - X ) + C (C)F(e x ) + C (D) - F { e x ) + C 

解这是考察原函数定义和不定积分换元积分法的基本概念题.因为 

\ f ( x ) dx = F ( x ) + C (原函数的概念）， 


又 


mdr 


/(e-")de 


X 


—F(e 一 x ) 十 C 


故应选 ( B ). 


【402】设 j /( j.)dz = arcsiru : + C ， 求 


fU ) 


dr . 


解对等式求导得 


1 


x 


2 


，从而 


/u) 


—X — X 2 , 所以 


fix ) 


dr 




X 


Jl - x 2 dx ~ - —(1 


X 


2 


)2 


+ c 


[403] 如果 /(: r ) = e i , 则 I / - (llF -dx 


X 


( A )- 丄十 C 


JT 


( 吟 c 


( C ) 一 Inr 十 C 


(D)lri3 ： + C 


解 


尸 （ lnr ) 


dr 


x 


广 （lnr )dlnr 


d/(lar) = /(Inr ) 十 C = e 


一 lax 



X 


+ c 


故应选 ( B ). 

【404】 求下列不定 积分： 

r r f ' ilr ^ r ) 

(1) j /( x 2 〉/’（; c 2 〉 dr ; (2) dr . 

J J x 

解 （1〉设《=厶则 

j/'(jc 2 )dz = ~~-f r {x 2 )dx 2 = ^-/ / (u)du = 


所以 jf ( x 2 ) f f ( x 2 )dx = Y /( w ) df ( u ) = -^[/( m )] 2 + C = 十 [/( 工 2 )] 2 十 C . 
(2) 设 lrur » 则 

- ~dr = f ’ ( Irtr)dlnx = ( v ) di ^, 

X 

所以 [— f f \ v)dv = f ( v ) + C = f ( lnx ) + C . 

J OC J 

【405】己知 /'( e ' Hxef ， 且/(1)=0,则 / U ) =_. 

解由 = 得 r(o = 1 f ，故 

u 

fix ) = — dr = -^-( iiu :) 2 + C . 

. x 2 




再把 /(l) =0 代入上式得 C = 0, 从而 f(x) = ^-(lnx) 2 . 

故应填 +(lar) 2 . 

点评 本题属于基本题型，采用换元法令从而得出 /( x ) 的表达式.然后使用“凑”微 
分计算.最后应记住把任意常数确定下来. 

【 4 06 】求下列函数的不定 积分： 


( 1 ) 


dr 


4-9 x 2 


⑵ 


⑷ 


dr 


」xiA — 工、 


⑸ 


A - 

dr 


dr 


x 


VI-In 


2 


X 


解⑴ 


dx 


4 一 9x 2 4 」 


dr 


1 一 




2 


8 」 


<3) 


dr 


7 5 - 2x — jr 2 


1-jx 


+ 


1 


x - 


dr 


1 

2 

d(l- 

2 幻 

2 

d(l + $ 工） 

8 

- 3 」 

1 一 

3 + 

〜 X 

3 J 

1+ 3 x 」 


2 


12 


In 


, 3 


. 3 


i + ， 

-In 

l ~ 2 X 



2 


C 


1 
12 


In 


2 + 3 x 

2 — 3x 


C 


⑵ 


(3) 


⑷ 


dr 


V4-9X 2 2 


dr 


2 


1 一 


3 


dr 


■J 5 — 2x — jc 2 


2 
dx 


x 


2 2 


d 


2 




1- 


3 


2 


x 


2 


3 arcsin ( 音 x) + C 


V 6 — (x + 1 ) 


arcsin 


x 


76 


c 


dr 


V ^7(4 - X) 


1 


(5) 


dr 


V4- (2-x) 


dlnx 


dr = arcsin X ^ + C 


X 


1 一 ln 2 x 


1 一 \n 2 x 


arcsinlrir + C 


【 407 】求下列三角函数的不定 积分 : 


(1) 

_ 

sinrsin3xdx; 

(2) 

蝙 

sin 2 3j ： dx; 

(3) 

(4) 

• 

sin 3 xcb ：； 

⑸ 

% 

cos 5 xdr; 

V% 

(6) 


sin 3 xcos z ^:dr; 


2 


3 


xdx. 


解 （ 1) 利用二角函数积化和差公式 2sinasin/? = cos(a — A - cos(a + fi ) ，可得 


o 


sinrsin3j：dr 


2 


(cos2x - cos4x)dr 


[ 


2 L 2 


cos 2 xd (2 x ) - 


4 J 


cos4xd(4x)] 


(2sinZr - sin4r) + C; 


⑵ 


sin 2 3:rdx 


cos6jc 


2 


dx 


2 


dr 


12 1 


cos6xd(6^：) 


- Y^sin6x + C 


(3) 


si 


in 3 . 


2 


xdr 


sin 


2 


- co& 4 x 


)d« 


xcos 2 ^:sinxdr = j (1 - cos 2 :r)cos 2 :r (- dcosx) 
= ycos 5 ^~ ~cos 3 x+ C; 
































































































































第四亭不定积分 


§2. 换元积分法 


(4) 


sin xdx 


sin 2 xsirLxdx 


(1 — cos 2 x)d(co&r) 


d( cosjt) 


cos 2 xd(cosx) 


cosx 


cos 3 j: + C; 


⑸ 


xdr 


2 ^ 

(cos z x) 2 cosx dz 


(1 一 sin 2 ar) 2 d(sirLr) 


(1 一 2sin 2 ‘r 十 sin 4 x)d( siar) = sinr 


~~ sir?x + " V ' sin 5 ^: + C ; 


( 6 ) 


xdx 


2 

tan xtBuxdx 


( sec 2 x — 1 〉 tarurdr 


2 

sec jcldiu du' 


tanzdj ： 


tarurdCtaru*) 


* sinj 

. COSJ ： 


Ax 




tan 2 :t 十 In I co&x I + C- 


[408] 求下列不定 积分: 


(1) e 5iru co&rdr ； 


⑵ 


1 一 si 


sinx 


cosx 


dr; 


(3) 


dr 

+ sinr 


(4) 


— dx__ 

sin + 5cos X 


解 （1 ) e sirur cosxdx 

(2) f L ^ sinx dx _ ' 

J X + co&x 、 

(3) 解法一 原式 = 


sinr 


d(siar) = e sirir + C; 


CC&JC 


sinr 


d(x + cos:r ) — In I x + cosx | + C ; 


dr 


tanx — + C; 

COSJ ： 


解法二原式 


dr_ 

jr . , X 

T + sin T 


sec2 f 


dr 


d(l + tan ~) 


tan 


C; 


十 tan 


(4) 


__ 

sin 2 x + 5 cos 2 x 


f_dx_ 

J cos 2 jc (5 + tan 2 x) 

1 tanr , ^ 

~arctan + C. 

s /5 75 


sec 2 :rdr 


dtanr 

(/5) 2 + tai?x 


点评 能否熟练地凑微分，是求不定积分的重要技巧之一，常见的一些凑微分形式如下 


(1) x n ~~ x f { kx n + p)Ax = ~ f { kx ^ + P ) d ( kx n + P ); 

(2) e "/(^ e " + / J ) dr = j /(^ e " + ^) d (^ e J + ^), 


a x f{ ka x + p)dx = + p)d(ka J + p ); 

(3) cosjfiksinj ： 十 /Odr = ~f(^siar + />)d(^sinx + p), 

k 

siru/ ( 是 cosjc 十 p)dx — - 是 cosj : 十 p)d(kco&x 十户）， 


cos 2 x 


'/{ktanx + p)dx 


T f(k 


p)d(ktanx + 夕）； 


(4) ~ f(k\nx + />) dz = - r/(^lrxr + p)d(k\: 

x k 




-/( k log^r + 户） dx= + p)d(^log^ + p ); 





(5) /(arcsinr) • 


/(arctan —) • __ 产 一 ] =~/(arctan 土 ) d(arctan 土） 

a a a a 

(6) ^^ = +dI n (l 十 : r 2 )- 

1 十 : T I 

使用第二换元法计算不定积分 


dr 

1 - 工 : 

dr 


/( arcsinr ) d( arcsinr), 


x_ 




【 409 】求 


f dx 


解为了除去根号，设 : r 二一 0>0 )，则这时 


dx 

y/x(\ +nTz) 


d^ 6 


6t 5 dt 
t\l + t 2 ) 


l + t 2 


dt 


t 2 + l-l 
l + t 2 


dt 


(1 


+ r 2 


)d^ = 6( 之 - arctani) + C = " arctan%^) + C • 


[410] 


解原式 


dr 

(2 - x) J x 

r - 2 t 】 

J (l + P), 

= 一 2arctan v 1 ~ x + C. 


di = -2 




dt 


2arctan/ + C 


故应填 - 2arctan 」\ - x + C. 

% 

【 411 ] 求 x 3 74-x 2 dr. 


解令 


2sinw ， dr = 2cosudM 


dLz 


8sin 3 u •2cosm •2costtdw = 32 


cos 


Msin 3 udu 


32 


u ( cos^ w 一 1) dcosu = 32 ( cos 4 w cos^u) dcosu 


32 


CCS u 


譬 cos 3 w + C 二十 (4-x 2 )i 


争 (4 - X 2 )f + C 


【 412 】求 

解设 i = 


dr 


' (2x 2 + 1) Jx 2 + 1 
tanu, 贝 ll dLr = sec 2 udu, 


dx 


(2x 2 + l) 


: r 2 十 


_ du _ 

cost/ • ( 2tan 2 m + 1) 


cosudu 
2sin 2 u + cos 2 u 


% 

,1 


dsinu 
+ sin 2 w 


arctan(sinw) + C = arctan! 


+ C 


+ x 


【 413 】求 


dr 


a^)2 


1 - 


解作正割代换，令 x = asect (0< Z< 把 (j: 2 、- a 2 ) 2 = a 3 (sec 2 r - 1)2 


a 3 tan 3 J, dx 


sect • tanidz 代入积分中得 


2 

x dx 


i -i 


a 1 ) 


a sec 


a tan* 


•a *sect 9 tantdt 


% 

J si 


dt 

sir^tcost 





c^l 第四草不定积分 

L "D I §3.分部积分法 一 


S1 


in 2 ? + cos 2 


sir?t cost 


At 


cost 

sin 2 i 


dt + 


' dt 


cost 


smt 


+ In I sect + tanf I 十 Ci, 


画一个直角三角形，使它的一个锐角为 h 斜边为 ^( 如图 413 〉， 


这时， sint 



x 2 ~ a 


, Xant 


2 ^，于是所求积分为 


X 


X 


1 


dr 


X 


(x 2 -a 2 )2 


x 2 -a 2 


+ In :c 


4 

X 


a 2 1 + C 


其中 C= Ci - lna - 

【414】求不定积分 


dr 


x 


十 



图 413 


解令 


x 


，则 


原式 


2 


dt 


dt 




l^t 2 


lnU+ Yl + 彡) 十 C 


t 


In 


+ 


1 


x 


X 


2 


c= _ ln lWl±-! + Ct 

X 


【415】求 


/a 2 - 2 


X 


X 


4 


dr. 


解设 


x 


那么 dr 


dt 


t 


2 


，于是 



a 2 -x 2 


X 


4 


dr 


a 


2 




( a 2 t 2 - l) 2 \ t\ dt. 


4 


当 x>0 时，有 


1 


/a 


X 


X 


4 


dr 


2a 


2 


UY-l) 2 d(aV-l) 


aV-1) 2 


3a 


2 


+ C 


(a 2 - ) 


1 


3a V 


+ C ， 


当 x<0 时 , 有相同的结果 • 故无论何种情形，总有 


V a 


x 


X 


4 


dx 


(a 2 -x 2 ) 2 


3a 2 x 3 


C 


§3. 分部积分法 


分部积分法 若！ / = UU) 与 


V 


可微，且 m'( x) 、 v(«r) 具有原函数，则有 


u(jc)v (x)dx= u(x)v(x ) - 


v 


( x ) u / ( x)(ir 




或 


dt ； 


vdu 


若被积函数是三角函数、反三角函数、指数函数、对数函数与多项式之间的乘积时，通常用 


分部积分法 . 


基本题型 


使用分部积分公式求不定积分 

【 416 】求 (* ln(x + >/ :c 2 十 1 ) dr. 


解 


in( x 


x 2 + 1 ) dr = a: • in( x + J 1 ) - x • 


Jx 2 ^ \ 


dx 


•rln (: r 十 V 工 2 + 1) - 


dr = x\n(x 


z 2 + 1 ) - y 1 + c 


【 417 】计算 f 


x + In 3 : 
( ： rlar) 


dr • 


解由于分母为一项，分子为两项，应先考虑分成两项，再用凑微分及分部积分法积分 


: r 十 In 3 j 
(xlrir) 


dr 


x\r?x 


dx 


Inx 


dr 


In 2 


dlrir 


lard 一 


【 418 】 


lnr 

iar-1 


lor 


dr 


i^ _ T lnx ~T + c - 


dx 


解原式 


liird( 


7 )一 ]户 


~\nx + 七 chr- [ 七 dr 

工 J JT J 


lnr + C 


故应填 -— lar + C . 

x 


[419] 


arctan 


y/xdx 


解利用分部积分法，注意到 d(arctanyi) 




+ x 


dV^r 


J arctan J~x dr 


X* 



: rd( arctan yi) 



+ x 


x # 






+ C= (j ： + 1) 



A{/~x) 

Vx + c 


故应填 （: r + 1) 



J~x + C. 


【 420 】求 


arcsiru: 


mx)^dz. 


解 


(arcsiar ) 2 dr = x( arcsiax ) 


' 2j：arcsiixr 

J J 1:: 


dr 


x\. arcsiur 


iar) 2 + 


arcsiru: ，/ 一 2 


1 一 j: 


d(l 


x( arcsinx) 2 + 2 V 1 - x 2 arcsinx 


2dx 





第四章不定积分 


§3 . 分部积分法 


x(arcsiaz) 2 十 2 >/1 - x 2 arcsinr ~2x+C 


[421] 


求 _ 
% 


2x 


dx 


解 


arctane x , _ 


2x 


dx 


arctane^dCe - 


2x 


e -2jr arctane x 


de x 

e 2j (l 十 e 2 :) 


(e _ 2x arctane x 


- X 


arctane x ) + C 


点评本題也可设 y = f ，利用换元法求解 . 


[422] 


% 

求 e 2x (taar + l) 2 dr . 

% 


解原式 


e 2 ^sec 2 j：dr + 2 e 2x tanrcLr — e 2x dtanr + 2 e 2x tanxdr 


2x 


一 2 e 2,r tanrdr + 2 e 2x tanxdx — e 2 :taru: + C , 


【4231 求 f 

J sin x 


解原式 


lnsiardcoLr 


cotr • lnsiru: 


coLz 


cosx , 
■: — dr 
SUIT 


cotr • lnsinx 


故 应填 - cotr # lnsinr 


(csc 2 j 

% 

-x + C. 


l)dx 


cotr • lnsinr 一 cotr 一： r 十 C 


点评 因为一 Vdr= -dcotx, 故采用分部积分公式计算 . 

sin x 


一 般地，对形如 

% 


fix) 

(p{x) 


dr 的积分可考虑转化为 (VuWgU) ， 然后使用分部积分公式计算， 

% 


其中 g ( x ) 


<p(x) ' 


先作代换，再使用分部积分公式计算 

【 424 】 设 /'(x 2 〉= lrLr (x>0 ) ，求 /(_2：) . 

Af( r 2 、 

解法一 因为厂（ : r 2 ) = ^^ = hir, 所以 dfU 2 ) = lnzdr 2 •积分得 

QX 


fix 1 ) 


larcLr 


2 lnr ~^ + C 


令 >r 2 = f ，则有 /(0 = t\n/t - f + C 二 ^■(lrU-l) + C. 故 /(:r) = f(hu ： -l) + C 
解法二先换元，再积分 . 


令工 2 〜 ，则有厂 （0 = 1^ = |1 加，即 /'U) = +lar •两边积分得 


f(x) — lnrdr — ~x\nx — 号 + C. 


[425] 


arcsin Ik 




dr 


解原式 




arcsinr dr = 2 r arcsinr 


dr 


arcsine + 2 V1 - f 2 + C = 2v^xarcsinyx + 2 J Y — x + C 





故应填 axcsin^/i + 2 




x 


+ C 


[426] 


2 


x^e x dr 


解原式 


2 , 


1 2 X = U 

i 2 〆 d(x 2 )— 


2 


u 


e a du 


2 


u 


de^ 


2 


(ue“ 一 


2 


e u du) = —(ue 11 一 e w ) + C = 了 e J (x z - 1) + C 


故应填 ye x (t 2 — 1) + C 


【 427 】计算 


e 


2x 


cose T dr 


解先换元，然后再使用分部积分公式 . 令 /= /，则 


e 2x cose 工 


dz 




e x cose x de 


tsint + cost 


J ： 


t cost At 


idsini = tsmt — 


sin/d^ 


【棚】 设 /(lnr) = 泌土，) ，计算 

X 胃 

解设 Inx = 《，则 ：r = e £ ， /u ) = T e ), 

e 


e^sine^ + cose x + C. 


/( x ) dLr . 


/(x)dr 


ln(l + e J ) 


X 


dr = — J ln( 1 + e x )de 


X 


一 e —nn(l + e x ) 


dr 


e 




一 e ^InCl + e^) + I (1 


e 


X 


+ eJ 


)dr 


e _:r ln(l + e x ) +x-ln(l + e 3： ) + C 


x-(l + e^^)ln(l + e J: ) + C. 


已知函数的原函数，使用分部积分公式计算 


o 


【 429 】已知 /U) 的一个原函数为 ln 2 x ， 则 


j/ / (x)dx 


解 


of ’ (: r)dr 


xd/(x) = - 


/(x)dr 


x (In 2/ 一 ln 2 x + C = 2lnr - ln 2 jc + C 


故应填 21: 


in 2 x + C • 


【 430 】已知 


SITU ： 


X 


是函数 /(X) 的一个原函数，求 x 3 f / {x)dx. 


解由于 _ 是函数 /U) 的一个原函数，有 /U) = (_v 


y 


a: 


x 


2 


•因此 


x 3 /" (x)dr = x Z f{x) - 3 X 2 f(x)djz = x 3 f{x) - 


x 


2 d ( 迎） 


X 


: c 3 /(x)—3 : T 2 •哩 —2 


X 


sinrdx) 


x 3 /( 工 ）— 3xsiiix 6cosj: + C 


2 


x cmx 一 4xsirix — 6co&x + C. 


点评 在不定积分运算中，若被积函数中含有 / lx ) 项，则一般考虑使用分部积分公式计 
算 ，令 v = f(x). 

【 431 】设 /(x) 的一个原函数为 eA 求 [* af ， f {x)dx. 

解 af ， / (x)dx - xdf'{x) = of" (jo) - f = of' (x) ~ f{x) + C. 






























































第四草不定积分 


§4. 有理函數的积分 


由于 /(x) = 2xe J ， 则广 （z) = 2〆十4工 2 〆，代入上式得 xf "( x)dx - 4 x i e T + C. 


§ 4. 有理函数的积分 


1，有理函数的积分 


般要经过两个步骤：（1)如果被积函数是假分式，则需先化为有理整 


式与真分式之和； （2) 用待定系数法将真分式化为部分分式，最后得到4个基本类型的积分 


1) 


A 


dr; 


2 ) 


A 

( x - a) n 


djc ( n = 2, 3* 


J x 2 + pcc+ q 


4) 


Mr + N 


(:r 2 十 /a ： 十 q) n 


dr {n =2,3 …） 


其中 A、iVf、JV、a、/)、g 都是常数，且 4g-p 2 >0. 

前两种积分结果是易知的，对于第三种积分只耍将分母配方后，再用基本积分公式，结果即 
可求出.对于第四种积分要用分部积分法，最后得出一个递推公式，需要多次积分才能完成. 


2.三角函数有理式的积分 


般有以下三种方法: 


(1) 半角代换对于 R(siru:，cosx)dr 型，令 

I 

(2) 三角恒等变换 

1) 利用倍角公式降低三角函数的 幂次； 


X 


化为有理函数的积分 


2) 对于 sinmr •sin7trdr> sinmx • cos nr dr 、 cosmr • cos?trd^*( m 矣 n) 可利用积化和差来计 


算； 


3) 对于 sirT^cosYcLr : ①当中有一个奇数，可拆开用凑微分法 计算； ②当 m、 W 都是 


偶数，可利用倍角公式逐步求出积分. 

4) 对于 J'sin&dr，J* cos^dr, 可利用分部积分法导出的递推公式计算，也可按 3) 处理. 

3 .简单无理函数的积分 关键是找出适当的变量代换去掉根号，化为有理函数的积分. 


基本题型 


有理函数的积分 

[432] 求下列不定积分 


⑴ 
⑶ J 


dx; 


⑵ 


_ 2 + i)U + I) 2 


dx 


Ax + 


- 2 ) 


tLt 


(4) 


(x + 1)(jc 2 +x + 1) 


dx 


解 （1) 


dr 



27 


2 … 


•r 2 + 9x - 27 In I x + 3 1 + C 


点评此题为有理假分式，所以先化为多项式与真分 式的扣 再逐呷积分, 


⑵设 


(x 2 + l)(xH- I) 2 


Ac+B + C 

x 2 + 1 ( a : + 1) 


D 

x + 1 ^ 


通 分后由分子得 l=(Ar + B)(x + l ) 2 + CU 2 + l ) + DU + l )( x 2 + l ), 





比较 : T 的各次幂的系数得 


A 


A + D-0 
2A + C + D 

A + 2 B + O = 0 
B + C + D= I 


丄 

2 


D 


故原式 


j： 2 +l 


dr + 


2 






X 


T lnU2 + 1) '2uTij + y lnU+11 + c - 


点评此题分母已经分解成一次囡式与二次因式积的形式，只须用待定系数法将有理函数 


分解成部分分式的和再逐项积分即可, 


⑶设 


4 jt + 3 


A , 


^2 


A 3 


(: r 一 2) 3 工 -2 U-2) 2 ( 工 -2) 3 , 


A 


通分比较系数得 -4A 1 +a 2 = ^ 

AA \ — 2 Aj + A . 

m _ 4 ( 11 

(x - 2) 3 (x — 2) 2 (x - 2) 3 


故 


解得 4 = 0 ， A 2 = 4，= 


4 a ： + 3 


4^ + 3 

(x-2) 


dz 


dx 

(工一 2) 


11 


dr 

(x 一 2) 


4 

jc 一 2 


11 1 

2 U - 2) 2 


十 C 


令 


点评事实上在求 a !、 a 2 、 a 3 时可用特殊值法，如通分后得 

4^ + 3- A ^ j ： -2) 2 + A 2 ( x -2 )+A 
= 2得 11=4 3 ，再比较系数得冯、4 3 , 


(4) 因为 


x(x + l )( x 2 


十 1) (x 2 + x)(x 2 + X + 1) JT 十 JT 2 JT 2 + + 


1 + X 1 十 x+j： 2 ’ 


所以原式 


dr 


-I 




1 + 


dz 


一， _ 1 

， 1 + x 




c 


点评当被积丢数容易分解时也不必 i 守成规非要用待定系数法，直接分解即可, 
【433】 求下列不定积分 


⑴ 


6 x + 13 


dr ; 


( 2 ) 


一 


(: t— 1 ) 


dr . 


解 （ 1 ) 原式 


丄 

2 


1_ • 
2 k 


x 2 - 6 x + 13 

d ( j ： 2 -6 x + 13) 
x 2 - 6 x + 13 


x - 3) 2 十 4 


di 


x -3) 2 


1 一 1 
lln (: c 2 - 6工 + 13) + 4 arctan + C . 



第四章不定积分 

§4.有 i 函数的 


故应填 ~^~111(：£： 2 - 6x + 13) + 4arctan X ^ + C 
点评 本题使用如下公式 计算： 


Mr 十 iV 
二 + &r 十 


dr 


艮 

2a 


d( ax 2 十 fee + c ) 
oj ^ + 6z + c 


N 


m 

2a 
bee + 


dLr 


⑵令 ： T 


m ，贝 ! 1 dr — du^ 


3 


U-1) 10 


dr 



du 


v? + 3u 2 + 3u + 


^du 


^Kdu +3 Adu + 3 \du + -^du = - ^~ 6 - ^ 

J U J U J U J U bu f 


丄 

7 

U 


1 •丄 

8 u 8 


ix 

V u 9 


+ c 


立 


6(x-l) 6 - 


{x - 1) 


3 1 1 1 

8 (jr-1) 8 9 U - l) 9 


+ (：• 


点评求不定积分的基本方法是换元积分法和分部积分法，将有理分式化为部分分式和三 
角轟數有理式的积分仅作为以上两种方法的补充，如本題若将分母看成 X = 1 是其10重根，然 
后利用有理分式化为部分分式将会非常麻烦. 

三角函数有理式积分 


【 434 】求不定积分 


dr 


解令 


X 

dz 

3 + cosx 


t ， 则 


dt 

2+t 2 


T^arctan 7 ^ + C = "Trarctan 

Jl Jl Jl 




f> + c 


[435 ] 求 j dr. 

J SITU ： + COSX 


解 




dr ， 考虑 


sinx 

siar 


dr 


ldr = jt 十 C 


及 


SUIT 一 COSX 


dr 


SUIT 




d(si 


SUIT 


sirix 


一 In I sinr + co&r | + C 


故 


SUIT 


inx . 


siaz + 

•J siax + 


, sinx — co&r . 

dr 十 r - : - dr 

J suiz + cosx J 


[x — In I sinx 十 cosx I ] + C 


此法写成下面的形式常称为回归法 . 


sinx 


dr 


siuz 十 cosx 


suu + co&x — co&x 
siax + co&x 


dr 


dr 




co&r 


dx 


sinx 卞 cosx 


dz 


- smjr 十 sinx 


sinx 


di 


卜 -f 


disinx + cosx 
sinx + cosa: 


dz 一 


sinx 
,sinr 十 o 


dx 


即 


. si -Tco^^ = T [x_ln|sirir + C0 ^ l] + C - 


用同样的方法可以求出 , 


sinx 


dx 


sinx + cosx 


■ 

「 sinx 
」 sinr 


dx 一 


sinx 

siar 


dr 





2 


[: r 十 lnl siar + cosx I ] + C 


[436] 


cosx 


2sinx + co&x 


dr. 


解 


cosx 


2sinr + 


dr 


2taar 


dr. 


令 taru: — x = arctanz f dr 


dt 


+ t 2 


，则 


原式 


2c+ 1 1 十 t 2 


dt 


5 J 


4 


2t-l 


2r+ 1 1+ t 2 


dt 


4 


5 




2t^l 5 J 


2tdt 1 


t 


2 


5 」 


+ f 2 




2 


5 


In 12? + 11 


In 11 + i 2 1 + ~arctanf + C 


2 


In 12taixr + 11 


5 


Ini 1 + 


2 


X 


X 


+ C 


简单无理式的积分 


【 437 】求 



1 r dr 


x x 


分析无理函数积分的基本思路是通过变量代换将根式去掉，化为有理函数的积分 . 


解令 


1- 


x 


X 


则 


原式 


? 2 +1 - 4 t 


-t 2 U 2 + l) 2 


dt = 4 


2 


(P-l)U 2 十 l) 


dt =2 


z 2 - 1 r 2 十 1 


ck 


In 


十 


2arctan/ + C = In 


Vl ^x - v 1 + j 


j \ _ x + y i+ 


X 


+ 2arctan 


1 一 


x 


+ C 


x 


【 438 】求 


dr 


>[ax + 6 + c? 


(a7^0). 


解令 t = Jax + b 9 x 


t 2 - b 


,dr 


It 


dr , 则 


原式 


2 


dr f 1 2t 

- - -- - • — 

Jax^b + d j t ^ d a 


dr 


2 . 

a 


dr 


2 


+ d 一 d 


十 d 


dt 


dt 


一 M 、 

a • 


dt 


2 2d 


十 d 




•t 


\n \ t + d \ + C 


~ J ax b - ~ln| -J ax + b 十 | + C . 


a 


【 439 】求 


dLr 


J l) 2 (x 一 l ) 4 


分祈根号下太复杂，可先将分母中部分有理化 


解 


dr 


V (j ： + l) 2 (x - I) 4 


1 


(x + l)(x - 1) V : r _ 1 



x 


dr 


令 



x 


X 


-1 


(，则 


之 3 十 1 


X 


3 


一 1 


dr 


一 6 艺 2 


(i 3 -l) 


2 


ck. 


dLr 


》U + 1) 2 U-1) 4 


t 


一 


2 


4 艺 3 


(P - 1) 


2 


dt 


2 J 


dt 


3 


2 


+ C 


3 / x + 


2 V x-1 


C 


U 3 —l ) 2 




11^ I 第四章不定积分 

1 §5. 综合提离鼴型~~ 


【 440 】求 


y I +~x + v^r 


dr. 


x 


分析被积函数中出现两个根号 ^ 7 ^ 与一般设 


其中 c 为 a ， b 的最小 


公倍数 . 


解令 TiTiu 二 t 6 -l 9 dx = 6t 5 dt,M 


6 


十 x 十 )1 +工 


U 2 - 名十 1 一 


dx 


尤 3 + 


6t 5 dt-6 


3 


dt = 6 


r £ 3 + i 




t 




-)d^ =2t 3 ~3t 2 + 6t ~ 61n| t + l\ + C 

2 y 1 + j - 3 \+ X 十 6 + x - 61n 1 ^ 1 + x + 11 + C • 



作代换计箅不定积分 


[441 ] 设 /(i 2 - 1) = ln 


x 


2 


2 -2 


，且 = 1 虹,求 <p(x)dx. 


X 


解 


X 


+ 


因为 /(X 2 — 1) 二 所以 


ix 


9>(x) + 


又如 ( 工 )]=1 % (: T ) - 1 


D-1 

Inx , 从而 


<p{x) + 

<p{x ) - 


X, 


(p(x) 


X 


+ 


X-l 


•于是 


[442 ] 求 
解法 


X 


cp{x)dx 


3 7 1 十 x 2 dx. 


X 


X-^ I 


dx-2\n(x 一 1 ) 十 x + C 


x 


y/l + X 2 dx = 


2 , 


X 


2 


J\ + x 2 dr 


2 


(l + x 2 -l) Vl + x 2 d(l + x 2 ) 


2 , 


(l + i 2 ) 3/2 d(l + ： c 2 ) — 


2 . 


(l + W /2 d(l 十 x 2 ) 


i 


1 


(1 + X 2 ) 2 一 Y(1 十 X 2 )2 + C 


15 


(3x 4 + X 2 -1) /l + x 2 +c 


解法二设 i = tani ，则 dr = sec 2 tdt, 于是 


X 


3 


vl + x 2 6x 


i 3 Z •sec 3 tck 


ic 2 f tan 2 id( sect) 


(sec 4 / — sec 2 i)d(secO = 言 sec 5 t _ ysec 3 t + C 


5 


(1 + ?) 5/2 -+(1 十工 2 ) 3/2 十匸 




3 


15 


(3x 4 + x 2 - 2) J1 + x 2 + C 


【 443 】计箅 


.arctan 


x 


十 ： r 


2 


dx. 


arctan 


1 


分析 fix) 


x 


^x 2 


与 w 类似，而后者的积分为 








































































arctanu 

1 十 u 2 


du 


arctanud(arctanu) 


(arctarm) 2 + C 


因此，就要设法利用这一积分公式 , 
解法一利用第一换元法计算 


arctan 


+ z 


arctan 


dr 


丄 

x dr 


arctan — d 
x 


arctan 


~ arctan 
2 \ x 


C. 


解法二利用分部积分法计算 . 


arctan 


+ X 


dr 


arctan — d(arctanr) 
x 


arctan — • arctanr 
x 


arctaar 


dr 


arctan — • arctanr 
x 


% arctaar 

.1 + x 


dr 


arctan _ • arctanr 
x 


arctanr d( arctaar) 


arctan —— • arctanr + ^( arctaar ) 2 + C 
x L 


[444] 求 

解 


_d^;_ 

sin(2x) + 2siar • 


_dr_ 

sin(2x) + 2sinr 


dr 


2siar( 


1) 


% 

♦ 


sin 


x 


x 

2 


x 

y 


tan 


2 


x 

Y 


X 

T 




In I tan ~ | + C. 


利用分部积分公式计算不定积分 


【 445 】计算 


: r 2 e z 


+ 2) 


dx. 


分析可以用分部积分法计算•如何选择 W ( x ) 与 dz； (: T ) 呢？若选 u(x) 


: r + 2) 2 . 


则 


e x dLr= dv(x) = dCe^)^ v(x) = e x , du(x) 


Ax 

"+ 2 ) 


dr 


x 2 e J 
(x + 2) 2 


dr 


: r + 2) 


4x 

{x + 2) 


e^dr 


右边的积分并不容易求，因此，采用如下解法 , 


解取 u(x) = x 2 e x f 


x Z q x 

c + 2 〉 


dr 


2) 2 


e z d 


dr 


一 1 
x + 2 


dv(x) 


x + 2 


x + 2 


_1 

x + 2 


[2xe x + x 2 t x ]dx 




第四章不定积分 


§5 . 综含撟 高通型 


x 2 g x 
jc + 2 


土 e \.U + 2)dr= - g + 


xe x dr 


V 

十 2 


+ xe x — e : 十 C 


[446] 


设 /(—) 士求 J 袭 /U)dx. 


解令 u == sin 2 x , 则有 s\nx=Jh , 


arcsin /S ， 从而 /u> 


arcsin 于是 
yfx 


1 一 ： C 


-f(x)djc 


arcsin /x 


1 一 JT 


dr 


arcsiiW^ 


* arcsi 

i ~T\ 


d(l 


% 

- 2 arcsin>/xd J \ - x 


— 2 V1 - x arcsin Vx +2 


\ — x 




_ 2 J \ - X arcsin Jlc + 2sToc + C. 


【 447 】计算 


xe 


dx 


一 2 


解先分部积分后变量代换 . 


jce 


dr 


xd(2 v e: - 2)=2x 


- 2-2 


2dr 


e x -2 


令 e T -2 


It 


t 2 , e:;2 + t 2 ,x = ln(2 + t 2 ),dx= ^ + 


e: _ 2dLr 


It 

2 + 


dt 


r + z- 

2 十 f 


d ； 


2t ~ "^arctan + C 

72 V2 


所以 


xe* 


dx = 2x 


一 2 - 4 J e x -~2 + 4V2arctan 


产一 2 


e 工一 2 


【 448 】计算不定积分 j (^/产心 


解法一设 


tanf ,则 


xe 


arctanx 


(i + 工 2 ) 3/2 


6x 


— Oanr_ 2 d 

(l + tan 2 0 3/2SeC 


e^sinidi 


又 


I 

e^siruch = 一 eMcos/ = - ( e r cosf - e^cos^df) = - e x cosf 十 e r sint - e'&intdt 


故 


^sintdt - 了 e r (sin ， - cost ) + C• 


因此 


xe 


arctaar 


(1+ 工 2 ) 3/2 


dr 


l)e ; 


1 + x 2 


1 + x 2 


C 


+ x 


解法二 


xe 


(l + x 2 ) 3/2 


dr 


de^ 


xe 


+ x 


(1 + 文 2 ) 3/2 


dr 


xe 


de J 


xe 


xe 


1 十 : r 2 


1 + x 2 


(l + x 2 ) 3/2 


dr 


移项整理得 


jce 


(1 + W ) 3/2 


dr 


x - l)e; 


C. 


+ X 


点评本題的解法一中使用了不定枳分的第二换元法和分部积分公式.作代换 I = tanf ， 则 


arctanx. 








第五章定积分 


§ 1. 定积分的概念与性质 


1. 定积分的定义 设 / U ) 是定义在区间 U ，6] 上的有界函数，任取分点 a 
… < x „ = 6, 将 [ a ，6] 分为 n 个子区间 [4 C ,], 记 Ar £ = jc , _不― 3 ( i = 1，2 ,…， n ) ，又在每个子区 

间上任取 一 点6 [ x ,- _ j , a: ; -](z = 1,2, **■ , n ) ,若不论对区间 [ a ， 6 ] 如何分法,也不论6在 [: c , 

A ] 中如何取法，只要当 maxAr , 趋于零时，和式 /( ^ ) Ar , 的极限存在，则称此极限值为 

? = I 

/( z ) 在 [ a ,6] 上的定积分，记为 


广6 11 

f ( x)dx - iim 2 /( ft ) Ar , 

Ja A -0 frj 

此时也称/( X 〉在 Uj ] 上可积. 

特別地，把区间 U , 6] 分为《等份，$取为每个小区间的右端点，则有 





lim 丄 2 /(~) = f f(x)dx. (此时 a =0, 6 = 1) 

"專如 71 iT\ n 」o 

使用以上两个公式可计算某些和式的极限. 

2 .定积分的基本性质 


(1) 定积分的结果与积分变量无关，即 \ b f(x)dx= \ b f(z)dt; 

J a J a 

(2) /{x)cLc=0; 

J a 

(3) f{x)dx - - /(j ： )dr; 

J b J a 

( 4 ) 若 /(J：) 在 [a ， 6] 上可积 ， & 为 任一常数 * 则 kf(jc)dx - k /(x)dr; 

J a Ja 

(5) 若 / U )、 gU ) 在 u ，6] 上都可积，则 

[fix) ±^(j ： )]cLr= f(jc)dx ± ^(x)dr; 

J cl J a J a 

(6) 设函数 /(x) 在 [a, c] ， [c,6] ， [a ， 6] 上都可积，则 

/(x)cLr = f(^r)6x + /(x)cb 

J a J a J c 

S C 点在 u , 6] 外时，结论仍 成立； 

(7) 设 / U )、 g (: r ) 在 [ a ，6] 上可积，且满足不等式 /( x )< gU )，: r €[ a ,6 ]，W 



% b rb 

f ( x ) dx ^ g ( x ) dx ; 

J a J a 

(8) 估值定理设 /(: r ) 在 U ，6] 上的最大值、最小值分别为 M 和 m ， 则有 

m{b — a f /(x)cLr^Af ( b ~ a) \ 

J a 

(9) 积分中值定理设 / Or ) 在 U ,&] 上连续，则在 U ，6] 上至少存在一点 e , 使得 

f ( x ) dx = f(^)(b - a ); 

、 a 

— f & /( x ) dr 为函数 / U ) 在上的积分平均值. 

0 - a Ja 

3.积分不等式设 /( i )、 g ( a :) 在区间 U ，6] 上可积，则有下列不等式 

(1) \ b f ( x)dx < f \ f ( x )\ dx ; 

J a J a 

(2) 许瓦尔兹不等式 

f { x ) g ( x)Ax < [/( x )] 2 dx - [ g (^)] 2 dr - 

• J a J J “ J a 

基本题型 

利用定积分的保号性比较定积分的大小 

【450】设 

JVf = 2 SinX 2 co s 4 xdx , N = 2 (sin^^:+ cos^x)dsc 9 P — 2 (jr^sin^x — cos 4 x)dr» 

1 + 工 J -? J -? 

则有 _. 

(A)N<P<M (B)M<P<N ( C ) JV < M<P ( D ) P < M<JV 
解根据定积分的性 质知： 

rf f - 2 - 

iVf = 0， N = 2 cos 4 xdr >0， P= ~2 2 cos 4 xdr <0. 

Jo Jo 

所以 P<M<N. 

故应选 ( D ). 

【451】设 则 _• 

Jo x Jo taiu : 

(^/!>/ 2 >1 ( B ) l > I ,> I 2 (0/ 2 >/!>1 ( D ) l >/ 2 >7 1 

解因为当 _ r >0 B 寸，有 tanr >: r , 于是 _>1，2 - <1, 从而有 

x tsnx 

l x = I 2 = f "^ cLr < f , 

Jo X 4 1 Jo tanx 4 

可见有 A >/ 2 , 且 J 2 < f < i . 排除选项(八)、（0、(0)，正确答案为(巳). 

故应选 ( B ). 

点评本题也可结合凾数单调性讨论.令/(工）=_，则 

X 






第五章定积分 


§1.定积分的概念与性质 


厂 U ) 


j：sec x 


siarcosj 
2 cos 2 : 


> 0 , 


所以仙单调递增乂 ( 。 4)■ 从而 = 


X 7t Jo 


[452] 设函数 /U) 与 g(x) 在 [0,1] 上连续，且 /U)<g (: r), 则对任何 cG(0,l) 


(A) t f(t)dt> , g(t)dt 


(B) t , g(t)dt 


(C) f f g(t)dt 


(D) f f g(t)dt 


解由定积分的不等式性质知，当 cG (0， l ) 时, 


f(t)dt< f g(t)dt 


故应选 (D). 

利用估值定理估计积分值 




[453] 估计积分 


(1 + sin 2 、 r)dr 的值 


解由于 十 sin 2 : c <2, 故 4 K 1 4 (1 + sin 2 x ) dr <2 4 dLr ， 即 


ic^ 




(1 十 sin 2 x)dr^27r. 


【 45 4】 iM：i< 


证 设 /( x ) = 在 [ f ， f ] 上，由 COSX >0, x 2 >0, tanr > x ， 可得知 


/'(x) 



< 0 , 


故 /< d 在 [ f ，上是单调递减函数，于是有 /( 


f )</ U )</( 于).又 




根据定积分的估值定理，有 




JL JL 


亦即得证 


利用定积分的结果与积分变量无关解题 


【 455 】 若/⑴ 


1- 


/(:c)dr , 则 f f(x)dx 
Jo Jo 


解 记 /(x)dr = J ，则 





fU ) 


+ 


+ y 1 - • i ， 


1 


f ( x)dz 


0 1 + x 2 


dr 


1 一 x 2 dx 


所以 


ol 


dr 


K 

T 


- 1 


1 一 x 2 dr 1 一 


7 T 


故应填六 • 


点评农題主要考虑了定积分的基本概念.由于 fix ) dr 是一常数，只要在等式两端求定 

Jo 

积分即可得到答案.另外，复习时我们应该熟练掌搓不定积分常用公式， 


【456】已知 / U ) 


2 


/( jc)dLr + 2 [ /( ddx , 试求 /( 1 ) • 
Jo Jo 


解记 f ( jo)dx = a , f ( x)dx = 6 , 则 f { x ) = x 2 - ax + 2 b ^ 分别代入前两式得， 

Jo Jo 


26 )dr = a , 


+ 26 )Ar = 6 , 


积分得 


(~^~ 工 3 _ 士 ax 2 + 26 r ) a , 即 3 a — 4 占=号 


① 


(1 ■ 工 : 




+ 2 bx ) Q = b ， BP a - 2 b = — 


由①、②两式得 a 


，b 


，故 f ( x ) 


f x+ i 


② 


则 


【457】设 /( i ) = j :一 f ( x ) cosj ： dx f 求 / Xj ) • 

Jo 

解对 /( j :)= j ：- f /( jOcosxdr 两端同乘 cosj : 并从 0 到 7 c 积分，得 

Jo 


f ( x)cosxdx 


.rcosxdr 


n 

/(^)cosx dr • co&rdr 

0 Jo 


一 2 


f ( x ) — x ^ /X or) co&rdr = x + 2 . 

Jo 


•2 


【458] 设广 （: rl j Q / U)<k = 50， i /(0)=0,/(: c )»,* j Q / U ) dr &/(： c ) 

解在 /'( X ) f 2 / U)dr = 50 两边对1从0到 t 积分，得 

Jo 


( f ( t )- f ( 0 ))\ o f ( x )< h ： = 50 t 




• f ( x)dx 
0 Jo 


50 tdt = 100 , 


由于 /( JtOX )， 则 /( x ) cLrX )， 因此 /( jr)dr = 10,则 

Jo Jo 




第五章定积分 


定积分的概念与性质 


/⑴ 


50? 

/( j)dx 


50 t 

10 


5 t 


即 f ( x ) =5 x . 

有关牛顿一莱布尼茲公式的使用条件 

[459] 下列积分中可直接用牛顿一莱布尼兹公式计算的是 


( A ) 


xcLr 


( B ) 


xdx 

i 

1一, 


(C) ' 

4 


e clr 

丄 jclnz 


( D ) 


cLr 


P ( A ) 中的被积函数左在 [0,5] 上连续，且有原函数⑽ ”) ’涧^ 
莱布尼兹 公式； 


( B ) 中的函数 


1 一 


在积分区间的端点无定义，且在区间上 无界; 


( C ) 中的函数+在 [ e 、 e ] 中有无穷间断点 r = l ; 

xinx 

( D ) 中的积分区间是无限的，所以均不能应用牛顿一莱布尼兹公式 
故应选 ( A ). 

求分段函数的定积分 


[4601 计算 


snv 


sin 5 x ( Li : - 


解 


— sin^xcLr 


sin2 x* I cosjc I dr 


sin 2 ：rcosx dr 


sinf.co^d.^fs.n! 


【461】求下列定 积分: 




⑴ 


max (: r , x 2 ) dx ; 


⑵ 


min (2, x 2 ) dr . 


解 （1) 因为 max ( 


- 2^ x <0 

0< x<l ，于是 


工 2 , 




一 2 



x 2 dr 


xdx 




2, 


(2) 因为 min (2, x 2 ) = < 

•2 

min (2, x 2 )dx 


3« -72 

，于是 




V 2 


2 dz 


dr 


•2 


2 dz = 10 一 



【462】设 f U ) 是 x 到离 z 最近的整数的距离，求 
解由题设，知 〆 i ) 的表达式为 


100 


0 


( p ( x ) dx ^ 





< p ( r ) 


Tly 


n^x<. n 十 ^ ， 


nH 


w + 1 — : r ， n + rz + 1, 


其中 Z 为整数集合，容易知道 pU ) 是周期为1的连续周期函数，且在 [0,1] 上，表达式为 


X, 


0<x< 


< p ( x ) 


2 


1 一 j . 


2 


^xK 1 


于是有 


100 rl 

cp ( x ) dx = 100 ( p ( x ) dx = 100 


o 


0 


xdx 


o 


(1 - x)dzj 


2 


2 


X 

2* 


X 


2 


o +U ~ 2 



25 


2 


求定积分表达式 


【463】设函数 / U ) 






( A ) FU ) 


=< 


$ 

X 


1 一 X 、 1< x^2 

0«1 


记 F (: r ) 




0 


0<： r <2, 则 


1 


3 


+ 2 x 


x 


2 


( B ) F ( x ) 




X 


3 




2 , 


l < x <2 


6 


2 x 


x 


2 


2 


l < x <2 


( C ) FU ) 


x 


0«1 


— < 


^ + 2 x - X 


2 


( D ) F ( x ) 




0«1 




2 ， 


l < x <2 


2 x 


X 


2 


2 , 


l<x<2 


解本题是求分段函数的某个原函数，这时要注意分段点和分段区间的选择. 


当 0<： r<l 时， F ( x ) 

当 l <： r <2 时， 


X 


0 






t 2 <\t = ~x 

o 3 


F ( x ) 


， J 


0 




o 




•X 




3 


r 


(2 - t)dt 


3 


十 12 卜 y 


2 


X 

1 


6 


+ 2 x 


2 


x 2 . 


故应选 ( B ). 


1, : r>0 

【464】设 /( x )=^0， ： r = 0， FU )=「/( O 山，则 _ 

Jo 

“ 1 ， x<0 

( A ) FU ) 在 2 = 0 点不连续 

( B ) FU ) 在 （- a , + oo > 内连续，在 1 = 0 点不可导 

(C) F (: r) 在（- oo , +如）内可导，且满足厂 (: ^二/卜） 

( D ) FU ) 在 （- CO , + CO ) 内可导，但不一定满足 /' (: ^)=/(:) 






第五章定积分 


§1. 定积分的概念与性质 



解当 x <0 时， F ( x )= (- l)ck 

J 0 


一 X; 当工>0时， F ⑴ 


1士 = : r ; 当 


0时， F (0) 


0.即 F ( x )= UL 显然， FU ) 在（_°°，+ 00 )内连续，但在 1 二 0 点不可导- 
故应选 ( B ). 

【465】 设 g ( x ) - /(«) dw ， 其中 


( x 2 十 1)，若 0<: c < 1 


/U) 


(x - 1)，若 1<工<2 


则 g ( x ) 在区间 (0,2) 内 


( A ) 无界 


( B ) 递减 


( C ) 不连续 


解 


时， gU )= f :+ U 2 + ” 心 


( D ) 连续 


l <: c <2 时， gU ) 


Jo 2 


l)du 


iT ( u -Dd«- T ( T 


)+ 




(^r + x )， 


0<工<1 


故 


g ( x ) 


±^(±^ 
3 v 2 


^ - 工 ) + j ， K ^<2 


由 limgU )^ = ■知 / U ) 在 1 = 1 连续 


x^l 




故应选 (!))• 


【466】求 


\t - x \ dt . 


解当： r <0 时， t \ t - x\dt 

Jo 

厂 1 

当 0<: r<l 时， t \ t - x\dt = 

Jo 

rl fl 

当 ： C >1 时， 

Jo J 0 

1 _ J 

j 一 2 ， 


(t ^ x)dt = 


r ,( 


t)dt 


2 ， 


(t — x)dt 


( x - t)dt 



3 ， 


<0 


所以 




丄 

3 




x 1 

T _ 3 


x>l 


[467] 求 \ X f ( t ) gU - t)dt ( x >0)， 其中当 时， / U ) = x ， 而 

Jo 


sinr, 0<:r 〈 


71 


g(x) 


0 , 




解令 w = x _ t ，则如= 一 dt •于是 



X 


所以 


o 


f(t)g(x - t)dt =- 


，0 


f(x — u)g{u)diU 


X 




fix - u)g(u)du 




0 


fix — t)g(t)dt; 


当时, 


X 


% x 


f(x - t)g(t)dt = (x - i)sinidi = x - siax 

o Jo 


当：时， 




0 


f(x - t)g(t)dt 


.五 

2 

0 


(工一 /)sin^d^ + 0 = j: — !_• 


J 


0 


f(t)g(x - t)dt=^{ 


x - siar, 


Kf 


X 




1, 


X 



TT 

2 


利用对称性计算定积分 




[468] 


JL 

2 


X 


sin 2 x ) cos 2 xdr 


JL 


解因为 


x 3 cos 2 x 


为奇函数，所以 


JL 

2 


j ： 3 cos 2 j：dr — 0 


it 

2 . 2 
sin 

_JL 
~ 2 


2 


xdx — 2 



s. 

2 


4 


sin2xdLr 


1 


2 」 


’ 2 1 — cos 4 x 


o 


2 


<Lc 


TC 

8 


故应填 f . 

O 


[469] 


(工十 y/ \- x 2 ) 2 dr = 


解 


-1 


(x + /1 - x 2 ) 2 dr 一 


(1 + 2x v 1 - j： 2 ) dr = 


(Lr 十 0 = 2 


故应填 2. 


[470] 


(: r 2 ln 


2 - x 


+ 




2 + 工 V 5 - 4r 


)dr 


解由于: r 2 ln 


2 — 


x 


+ 


X 


为奇函数，所以 


x 2 \n ~~^dz 


2 + 


x 


0，而 


x 


-i 75 -4x 


dr 


/ 5 — 4 x = 


1 5 — 


2 


3 


At 


(- j ) ck = - 




(5t 


3 


3 6 


故应填 


6 • 


【471】 


解 


(|x| + x)e" ' xi dr 

-l 

(Ixl +x)e" lx, dr = 


I x I e~ I 工 l(ir + 


xe Hxl dx 


L Ule 






dr 


2 


xe _jr dr = 一 2 


o 


xde 




一 2 [: re 


— X 


0 


0 


e"^dr]=2(l-2e 1 ). 


故应填 2( l -2 eM ), 

点评本题为基本题型，主要考查了对称区间上奇偶*数的积分性质和分部积分公式 
对称 S 间上奇保函教的; f 只分性质设/(尤）在[ - a , a ] 上连续，则 




第五章定积分 


§2,微积分基本公式 


0, 


当 / U ) 为奇函数时 


f ( jc)dx 


2 /( x ) dr , 当 f ( x ) 为偶函數时 

Jo 


§2. 微积分基本公式 


1. 变上限定积分 

$ 

(1) 若 / U ) 在 [ a ，6] 上连续，则 0( x ) 


f ( t ) dt 在 [ a ,6] 上可导，且有 


(小 匕,/⑴ df=/( 工）- 


(2) 若 / U ) 在 u , 6] 上连续， gu ) 是可微的，则 


A 

dr 


•g(x) 

J a 





(3) 若上、下限都是: r 的可微函数，则 

f ( X ) /(0 d /) = 

ax V J a ( x ) / 

实际上，这是一个求复合函数的导数问题 

2.定积分和不定积分的关系 


f [ b ( j ：)] b ' ( x ) - f [ a ( x )] a / ( x ). 


(1) 原函数存在定理若函数 / U ) 在 [ a 乃]上连续，则函数 ^( x ) 
6] 区间上的一个原函数， 


是 /( j :) 在 [ a ， 


(2) 牛顿一莱布尼兹公式若 F ( x ) 是 / U ) 在区间 U ，6] 上的一个原函数，而且 / U ) 在 U , 


6] 上连续，则 


/( jr)dr = F ( b ) - F ( a) f 


这个公式也称为微积分基本公式,它指出了定积分与不定积分的内在联系. 


基本 




型 


变限函数的导数 

【472】 设 / U ) 为连续函数，且 FU ) 

( A ) 丄 /( lnr ) + 七 /( 丄） 

X X 0C 

( C )~/( lnr ) -士 /( 士） 

解 F'(x) =/(lrur) •丄 -f(i) •(- 


lru: 


/( f ) 士 ，则广 （ X ) 


X 

( D )/( lar )-/( —) 


故应选 ( A ). 


[473] 


A 

dz 



0 


2 


xcost 2 dt ) 





解 


dr 




cosi 2 di 十 ：r •(一 1)cos(j: 2 ) 2 *2x- 


故应填 


cost 2 dt - 2x 2 cosx 4 . 


点评在使用变上限函数求导公式 f(t)dt 


fix) 时，应注意被积函数中不能含上限 


a 


变量 X ,故本题应把被积兩数 xcost 2 中的 X 提到积分符号外面来，然后使用乘积的求导公式计 


算， 


【 474 】 T" sin(x - t) 2 dt 

dr J 0 


解 


sin(x — t) 2 dt 


f fsm(x-0 2 d^sinx 2 
dr J o 


sinu 2 dw = sinw 2 dM ， 

Jo 


故应填 sinx 2 . 

点评本題中被积函数含有积分上 f 艮变量 J ： , 通过作代换把 : c 从被积函数中提出来，作代 


换时应注意换元的同时必须换 f 艮 . 

_ i5/W 紙则艺 [J> 


2 


t 2 )dt~\ 


(A)xf(x 2 ) 


(B) - af(x 2 ) 


(C)2jf(x 2 ) 


(D) -2af{x 2 ) 


解 


tf(x 2 - t 2 )dt 


t 2 = u r° - 

2 一 
J T ^ 


/( u) du 


/(M)du ， 


£[ f %/( 

cLr L Jn 


r 2 )di] 


f(x 2 )^2x = af(x 2 ). 


故应选 (A). 


有关变限函数性态的讨论 

【 476 】设 /(:r) 是奇函数，除 : r = 0 外处处连续 , x = 0 是其第一类间断点，则 f/(Odr 是 


(A ) 连续的奇函数 

(C) 在 ^ = 0 间断的奇函数 


(B ) 连续的偶函数 

(D) 在 : r = 0 间断的偶函数 


解令 F(x)= /U)dr , 显然 F(0)=0, 

Jo 

limF(x) = lim [ f(t)dt = 

r^H) J 0 x-K) 


F(0), u 介于 o 与 Z 之间 ）, 


故 F(X) 连续，排除选项 (C) 、 (D). 


又因为 F(-z): 

所以 F(x) 为偶函数 . 
故应选 (B). 


—x 




令 


/( 一 m) (— dti〉 = /(tt)dtt = F(x), 


【 477 】设 F(x)= (2-+)d<U>0 )， 则函数的单调减少区间是 

J 1 Jt 







第五章定积分 


§ 2 . 微积分基本公式 


解 F r ( x ) 二2 - <0,则：<：< p 所以 F (： c ) 的单调减少区间是(0, —). 

故应填(0，+). 

【478】设函数/(^)在（ - oo , +⑺）内连续，且 F ( j ：) ^ (x -2^)/( z)dr •试 证： 

Jo 

(1) 若 / U ) 为偶函数，则 FU ) 也是偶 函数； （2) 若 / U ) 单调不增，则 F ( x ) 单调不减. 
证 （1) 因为 /(-« r )=/(: r )， 则有 


F ( - x ) 


(—x ^ 2 t ) 


x + 2 u ) f ( — u)du 


(x ^2 u ) f ( u)du = ( a : — = F ( x ) 

0 J 0 


即 FU ) 为偶函数. 
⑵ F v ( x ) = 


广 JT 

x f ( t)dt — 2 
Jo Jo 


tf ( t ) dt ~\ = f ( t)dt + jf ( x ) - 2 af ( x ) 


f ( t)dt - af ( a :) = j ：[ f ($) -/( x )] 


其中 f 介于 0 与 r 之间. 

由已知 / U ) 单调不增，则当1>0时，/(幻- / u )>0, 故 F ' u )>0 ; 当 ： r = 0 时，显然 F ' u ) 
= 0;当: r <0 时， /($)—/ u )<0, 故 i ^ u )>0 .即: r 6( -⑺，+ ⑦）时， F ' u )>0. 

于是，若 / U ) 单调不增，则 FU ) 单调不减. 

点评本题为綜合题，考查了朵數的奇偶性、单调性、定积分换元法等， 


为判断 F ( x ) 
理，去掉积分号， 


/(iOck-YU) 的符号，对 /(dd/ - J/U ) 中的定积分应用积分中值定 
0 Jo 


值 


2 


【479】求函数 / U ) 


(2- Oe ^ dz 的最大值和最小值, 


解因为 /( x ) 是偶函数，故只需求 / U ) 在 [0, 内的最大值与最小值 


令厂 U )= Zz :(2-： r 2 )e 


2 


0,故在区间 (0, +00) 内有惟一的驻点 X = J 2 


当 0< x < v ^ 时 ，广 U )>0; 当时，尸 ( i )<0, 所以: r =、/5 是极大值点，即最大值点，最大 


f (/2) 


(2- Oe'Mi = -(2-Oe- f 




因为 L — ( 2- Oe ' 

小值点，所以 /( x > 的最小值为 0. 


十 e 


- 1 


2-1 = 1 以及/(0)=0,故 


0是最 


【480】设 FU ) 


0 17 ?山 + 」:；^士，则 


( A ) F ( x )=0 


( b ) F ( x)^f 


( C ) F ( x ) = arctanx 


解所给函数 FU ) 是两个变上限定积分之和，而且 


( D ) F ( x ) = 2 arctanx 
dt 是 arctani 的微分，所以容易想 





到直接求出 FU ) 之值，即 


X 


F(x) = | d( arctani ) 

0 


x 


d ( arctan ?) = arctanr 十 arctan — 

0 X 


对照(八)、（抝、（0、（0)四选项，（0和（0)显然不正确，而当取^ = 1时， _ F (1) 
不正确，根据正确选项的惟一性，只有 ( B ) 是正确的. 


| ■，故 （ A ) 也 


更为简单的方法是直接对 F ( x ) 关于 z 求导数，则 




1 


+ 


X 


2 


2 


X 


2 


0 


x 


从而 FU ) 为常数.于是 F ( x )- F ( l ) 


K 


2 • 


故应选 ( B ). 

【481】设 F ( sc ) 
( A ) 为正常数 


X+27C 


e s 心 sir ^ ck , 则 F ( x ) 


X 


( B ) 为负常数 


( C ) 恒为零 


( D ) 不为常数 


解 r ( x)= e sinU + 27 r ) S i n (x + 27 r)- e sin " S iar = 0，& F ( i ) = C ， C **.. 


而 


F (0) = 

i 

故应选 ( A ). 


.2jt 


0 


e 


sin 


^intdt 




0 


e smt s\ntdt + 


_2tt 


e sxnt sintdt 


0 


( e sin ^- e " 8 iru ) sinzdi >0 


_2 穴 


0 


点评本题主要考查周期函数的积分性质，只需确定 F(x) 的符号，无需具体计其积分 
e sint sin^df .一 般地，若 /U) 是以： T 为周期的连续函數，则必有 

'a + T rT 

/(x)cLr = f(x)dx. 
a Jo 

本題的讨论可由 f ' (: r)=o 得 f (: c ) = c . 也可由上述周期函数的积分性质，根据被积函数 
e siw sinf 以 2 tc 为周期得 F ( x ) = 


由变限积分构成的 1 函数求导数 


【482】设 


y 2 


2 


e l 



In J t + x 2 dt (工>0)，求学 • 

o ax 

2 .2 


o 


解令 M = f + :r 2 , 则 


In 



x 2 dt 


o 


2 


In -s/u du. 


X 


y 2 


在等式 e f dt 


0 


2 


x 


\njhdu 两边视: y 为 X 的函数求导数，得 


?dy 


盖= 8 xln >/ 4 x 2 - 2 x\n ^ Tx 2 , 


8 xln %/ 4 x 2 一 2x\n Jj? %x\t\1x — 2x\nx 


解得 





第五章定积分 


• 微积分基本公式 



由变限积分构成的参数方程求导数 


cost 


【483】设 


tcost 


X _ 

1 2 -fu 


，求 f 

cosudu ^ 


dy Sy 

dr ' dr 2 


在 


f 的值 


解因 _ 


dt 


2/sini 2 


dy 

dt 


2 t 2 sim 2 , 故 


则 £ 




K 

y ; 


dx 2 


立 

dt 




dt 


( t ) 


dx 

dt 


dx 

dt 


Itsint 2 


则 


Sy 

dr 2 



【484】设 


$ = Jo /U ) dM ，其中 / u ) 具有二阶导数，且 /( w ) # 0 , 求 g 
y = [ fit 2 )] 2 


解 g 考 《⑺， 

Sy dt^dx^ 4 [/ y (f 2 ) +2i 2 /"(f 2 )] 


Sy 

dx 2 


dr 

cU 


fit 2 ) 


点评由参数方程所确定的函数的一阶导数一般都是参变量 t 的函数，而所求函數的二阶 

导数 A 是对#再对 X 求导，事实上是一种复合函数的求导问题.复合关系的链式图为#-艺- 
dx az dr 

or , 故 


d 2 y d dt d ydy . 1 

dr 2 d /、 dr ? dr dt^dx dx 

dt 


^2 

dx 2 


求 T 今时，常出现的错误做法是 


dr 2 


(:>^) / = 0) / = 1，关键是对（0 / 中的求导记号理解不准确. 


含变限积分的函数求极限 


▲ 丄 

(3 sini + « 2 cos _ )dt 

【485】求极限 lim M ----—— 

Jr ^° (1 + co & x ) ln(l + t )dt 

Jo 


分析先提出非零因子 lim T 

x^OL 


I . 当工 — 0 时，含有 sin 了 


等项时，往往不能直 


接用洛必达法则，须利用无穷小量 乘有畀 变童仍为无穷小量的结论. 


解 lim 


(3 sim + r 2 cos 一 )dt 


lim 


(1 十 cosx ) ln(l + t)dt 

Jo 


(3 siiU + t 2 cos — )dt 


ln(l + t)dt 


1 3 siiir + x^cos 

2 l 2 o ln ( 1 + j :) 


3 sinz + x 2 


lim - 


L x—0 x 






【486】确定常数 a , by c 的值，使 lim 


siar 


ln(l + t 3 


c ( ct ^ O ) - 


dt 


解由于 


0 时, 


inr —"0, 且极限 c 不为零，所以当 


0时， 


ln(l + r 3 ) 


dz — 0,故必 


有 6=0. 


由于 lim 


sinr 


x ln( 1 + / 3 


dt 


0_ 

0 a 
— lim 

_』+ m ( 


x-H) 


cosx 

+ X 3 


lim 


x\a co&x 
ln(l + x 3 ) 


lim 


x t a 一 co&x 


lim a - CO&X = c (c 判）， 


故必有 a = 1，从而 


2 . 


【487】设函数 /U) 连续，且 /(0) 孕 0, 求极限 lim 


x — t ) f ( t)dt 


解原式 =L 


x f ( t)dt - 'a 

Jo_Jo_ 议工 

x f(x - t)dt 
JO 


x fix — t )d 广 

Jo 

x f(t)dt - 
u Jo Jo 

— lim ~ 

x /(u )du 
Jo 


立 

0 




lim 

x~K) 


f ( t)dt + j /( x ) - af ( jo ) 
[ f(u)du + xf(x) 


lim 

j -*0 

(卜0) 


xf(e) 

^ f ($) + jf { x ) 


/(Q) 

/(0)+/(0) 


，其中 $ 介于 o 与 z 之间, 


【488】设函数 /( x ) 有导数，且 /(0)=0, 


F { x ) 


n ~ l f ( x n - t n ) dt y 


证明： lim ^^ 

^-0 x tn 


2 n 


r ⑻. 


证令《 w ，则 Fu ) = f n /(•， 有 ru ) w - i / u ”， 


立 


,• Fix ) 0 ^ F ^ ix ) 1 

— hws 

由变限积分构成的函数进行无穷小比较 


lim 


fU ) 


2 n 


r(o) 


2 


【489】把: r —0+ 时的无穷小量《 = cost 2 dt 9 B 

Jo 


tans/7di, J- sini 3 士排列起来, 

o Jo 


使排在后面的是前一个的高阶无穷小,则正确的排列次序是 


( A ) a , j 3, 7 


⑻ a, 7,13 


( C ) j 3, a , y 


( D )/?, 7 , a 
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. 微积分基本公式 



立 


解 lim 


a 


Lim 


cost 2 dt — 

o u 




tan>/t dt 


$2^ = 0 °，这说日高阶的无穷小 ■ 

X-K) 


lim 


lim 


cosf 2 d? 斗 

o u 




x -^0 



lim 


co&r 


oo , 这说明 y 是比 a 高阶的无穷小 


sin? 3 dt 




2y/x 


sinr 


lim 


lim 


tarb/tdt 




x -^0 


j—K) 



lim 


2 xtanx 


limx = 0, 这说明 # 是比 y 高阶的无穷小 


sin / dt 


2^ Tx 


S1I1X 


故应选 ( B ). 

点评本题考察洛必达法则、变限积分求导和无穷小量的定义，这些知识点非常重要，必须 
熟记计算此类题目的基本方法有两个 ：（1) 两两比 较法； （2) 将 y 的积分上限统一转化 为 a 
的积分上限 JC ， 再进行积分徘序. 

【490】设 / U )， p (: r ) 在点: r = 0 的某邻域内连续，且当： c ，0 时， / U ) 是 p ( x ) 的高阶无穷 


小，则当:时， /( i ) sin ( di 是 咚 （0 山的 

Jo Jo 


( A ) 低阶无穷小 


( B ) 高阶无穷小 


( C ) 同阶但非等价无穷小 


( D ) 等价无穷小 




解 


lim 

x-H) 




立 

0 , /( jr)siar 
一!(: 


v fU ) 


故应选 ( B ), 


[491] 设/(工)有连续的导数,/((^^(^尸⑼关 0， FU ) 


( x 2 _ t 2 ) f ( t ) dt , 且当 ： r 


时， fU ) 与2是同阶无穷小，则是 


(A)l 


(B)2 


(03 


( D )4 


解 Fix ) 




r 2 /(0 di , 则 


F ( j ) = 2 ^r f { t)dt + — x 2 /( x ) = 2 x f ( t ) dt . 

Jo Jo 


所以 




lim 


2 x f { t)dt 

Jo 




x^O 


2 


2 lim 


k 一 


^=2 


lim 


fix ) 

(k - l ) x k ~ 2 


0 

0 

y ~ 2 lim 


ru ) 


(k — 1)( 是 — 2 ) j ^ 


-3 • 


由 //( o )#0 知 ^-3 = 0 JP k = 3 . 
故应选 ( C ), 





含有变限积分的函数讨论连续性、可导性 


【492】设 / U ) 




sinax 


VI - 

/2, 


x < 0 


COSJC 


X 


0 在 


X 


0处连续，求 a , 6 


x - siar 




2 


0 76 + t 2 


dt 9 x > 0 


解 lim /(: r )= lim 


sinax 


V 1 


lim 


smar 



\ rJ ^= ~ J ~2 a 

-— X 


lim f ( x ) — lim 


r 


2 


^ Vb + t 2 


x - sirir 


dt 


x 


2 


lim 


v 6 + x 2 2 


1 一 co&r 几 


要使/(1)在 1 = 0 处连续，雞 im / U )=/(0), 即 


2 


Tb 


~ j 2 a y - = ^/2 ♦所以 a = — 1，办 = 2 


【493】设 / U ) 


2^ 


X 


2 


(1 


COSJ ： 


)， 


X 


< o 



X 


，试讨论/(工)在 : r = 0 处的连续性和可导性 


X 


•X 


0 


cost 2 dt 


X 


> 0 


解 （1) 由 lim -^(1 — 


可知函数 / U ) 在 


-X 


X 


lim 


sinx 


1, lim 


-X 


X 


% x 


cos 


t 2 dt ~ lim 


2 


1 


0 处连续. 


(2) 分别求 / U ) 在 x = 0 处的左、右导数 


2 

](1 一 COSX) - 1 

v x _ t . zn 

lim - = lim 


0 



^ — l , m ㉞ 虹 一 2 工 


X 


X 


3 x 2 


0 


0 


L lim Lcoar - 2 」 


j - K ) 


6 x 


lim 


sinr 


3 


0 


/\(0)= lim 


X J 


•x 


0 


cost 2 dt - 1 


lim 




cosi 2 dt 


x 


0 


0 


2 


X 


X 


2 


lim 


一 1 


2 x 


0 


^ + 




2 


由于左、右导数都等于零，可见 / u ) 在 x = 0 处可导，且 /' ⑻ =0 


§3. 定积分的换元法和分部积分法 

1.换元积分法若函数 / U ) 在区间 U ，6] 上 连续； 函数 x = 在区间 [ a , 卢]上单 调瓦具 

有连续导数，当时，且9(«)二幻 〆 #)二6,则有定积分的换元公式 







第五章定积分 


. 定积分的換元法和分部积分法 



b 




/[(pit)]^ (t)dt. 


2 .分部积分法设函数以工)，1；(1)在区间[«，6]上具有连续导数 /( xKz / U )， 则有定积 


分的分部积分公式 


u(x)v (x)6lX = J 


b 


v{x)u {x)6x 


3, 常用公式设 /( x ) 为连续函数 


(1) f(x)dx= [f(x) +/( —«x)]dr; 
J - a J 0 


⑵ f(x)dx 
J -a 


V ⑴仏 / ⑴是偶函数 


o , 


/ U ) 是奇函数 


⑶ j: /(sinr)dr= /( 


)cLr; 


(4) j/(sinx)dr = 子 /(sinx)dr 
Jo ^ Jo 


■十…/⑴儿观则 j o /uw 


L f (^ c)dx 


f { x )6 x 



(6) (siar) n dLr= (co6Jc) n dx = 
Jo Jo 


2 ， 


当 rz 为偶数时 



当 72 为奇数时 


此公式在定积分计算中十分有用，应记住.当 / I 为偶数时, n ! 丨 表示所有偶数(不大于 n ) 连乘积 
n 为奇数时，《! !表示所有奇数(不大于 n ) 的连乘积， 


基本题型 


使用定积分的换元法计算定积分 


xe 


【494】设 /( jc ) 


_T<J：<T ，则 r 』 


一 1 




l)dr 


解 


f 2 

丄/(工 


l)dx 


-1 




te f dt + 


(-l)dt 


丄 
2 • 


故应填 


2 ♦ 


[495】 设 f ( t)dt 


J 1 


( A )2 


( B )7 


(012 


Tx 


解 


因为 jp/(yi)dr 


令 



( D )15 

2f(t)dt - 2 /(t)dt = 2 
i J i 


15 


故应选 ( D ). 




【496】 之值 


( A ) 依赖于 s . t.x 
( C ) 依赖于 g 不依赖于 s 


( B ) 依赖 于/和 
( D ) 依赖于 s，x 


解利用定积分换元法可推知， Z 的值与 s 无关.事实上， 


rst 

f(t 

Jo 


令 u = t + 


+ ~)dr 
s 


f(u) ^ sdu 


f ( u ) du . 


所以 / 与 s 无关 
故应选 ( C ), 


U 97】 求定积分 

解设 = z ，则 


4 


0 


J~x , 

- ^dr _ 

i+yi ， 

:艺 2 .当1 = 0时“=0 ; 当1 = 4时“ = 2;且： 1 ：=^ 2 在[0,2]上单调，故有 


4 


0 


rx 

1 — J~x 


dr 


It 


o 1 


di 


1 + 


df = 2 (t 

Jo 


1 + 


)dt 


t + 


ln ( l + £) 

« P « 


= 2 去- 2 + ln(l + 2〉 - lnl 

0 to ^ 


21 n 3 


[498] 


计算 C X ( l - X 4 )2± r . 


0 


解 S jc 1 = sini . 贝 1 J :c = 0 日寸 ， f = 0; o : = 1 时， 


2 • 


37 T 


o 2 Jo 24*22 32 


[499] 


2x — x 2 dx 


解原式 


1 一 （1 一 x) 2 dx 


1 - ^ = sinf 


cos 2 rd^ 


1 + coslt 


dt 


( T sin2f + y0 I 


故应填 f . 


点评本题也可由定积分的几何意义求解.事实上 


2 jt — jr 2 dr 为图形 （: r 一 1)之 十 〆 


的面积的十，故 

4 Jo 


2x-x 2 dx = f. 


【500】计算定积分 


1 ( 4 ~ x 2 ) 2 


dLr 


解令 


2 siiU ，则 


1 (4 


dr 


4 4 sin 2 ^ 

6 (4-4 S in 2 i)2 


Icostdt 


x -s. 

4 i 4 

( sec 2 1 一 l)ck = (tant - t ) 

f JL 

6 6 
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§3, 定积分的换元法和分部积分法 


【501】 计算定积分 


2 x 




解令 V 2 x - 1 - t^x 


^ t 2 


= 则 


+ t 2 


一 1 


2 x — 1 


cLr = 


tdt 


(t 2 - 


【502】 求 


im 


ln2 


dr 


解令 / e x : l =^, 故 


111(£ 2 + 1),当：=1112时，1 = 1 ; 当 ： =1114 时，之 



•故 


In 4 


ln2 


dr 



1 It 

t t lj r 


dt 



dt = 2arctani 




2( t 


7C 

"6 


flna - - 1 

【503】 已知 e Xt v 3~2 e x dx = ■，求 a 的值 • 

j o 3 


解 


ina 


laa 


e x - V 3-2 e x dr 


3 - 2 e : d (3 - 2 e J ) 


令所以 


\na 


-In 


3-2 e x dr 


Vtdt 


2. 


I I 3-2a 


(3—- 2 a ? - 1] 


lna 


由 e :， V 3 H 

Jo 


，故 


(3 —2 a ) 3 — l ] 


即 7 (3-2 a ) 3 =0, 也即 3-2 a =0. 


所以 a 


2 • 


利用定积分的换元法证明等式 


[504] 当 x >0 时， 证明： 




cU • 


证令 i = 则 

u 


左端 


1+ r 2 


dt 


(- —r)dw 


du 


dt = 右端 


【505】 设 /( jc ) 连续，证明： [ f ( x ) dx = (6 - a ) f /[a + (6_ a ) x]dr 


证比较等式两边被积函数，可知应令 


a 十 [b 一 a 、 u 、 于是 


左端 


、b fl / •! 

f(x)dx = f[a + (6 - a)u^\(b — a)du~ (b - a) /[a + (6 — a)x]dr 
J a Jo J0 

右端. 


【506】证明 ： I ‘ —^ — dr 

Jo sinz + co&t 

证令 i f - z , 则 


2 COSJ ： 

o sinr + cosjt 


dx 






左端 


,JL • 

2 SUIT 

o sinx 十 cosx 


dz 


0 sin(y - £) 

2 sin( ^ * — - 、 -i- r\^~^> ( ^ 


dt) 


r) + cos( 


t) 


cost 


o sint + cost 


dt = 2 • C °^ X — dr = 右端 , 

J o sirir 十 cosx 


【 507 】设 /(jc ) 在 [0, 1] 上连续，证明 j/(siar )dr = n /(siazOdr 

Jo Jo 

UE = af( sirix)dr 丨. (it 一 m)/( sinw)( ~ du) 

Jo J rt 

\ 

*ir pw rn 

= (it 一 m )/(sinu )du = k /(sinz)dr - af( siar )dr> 

Jo Jo J o 

即 2 j/(siar)dr = n [ /(siar)d 2 ：， 从而 

Jo Jo 


7t 


o ^(siru:)cb: = T j o /(W)dx = - 



/(siar )dx 


/(siar )dr] 


2 


要使等式成立，必须使 


/(sinr )dr 


/(siar) dr 


f(sint )6t 


比较上式两边被积函数，则令 


n 一 t , 于是 


/(siar) dr 


/( smt )( - dt) 


/( siru:) dr 


所以 jfisiru :)dLr = "?"*2 /(siar )dx = n I 2 /(sinr)dr, 

Jo / Jo Jo 

【 S08 】 设 / U ) 是 [0，1] 上的连续函数，证 明： 

j/(siiLr)dx = 子 f /(siar)dr 
Jo 2 Jo 


并由此计算 


xsinx 


o 1 + co^x 


dx • 


证作换兀 x = 7C - f ，则由诱导公式 sin(« - t) = sinZ ， 有 


a/(siar)dr 



(tc- t)f[sin(n- /)]d(yr- t) 


(tc - t)f(sint)dt 


n f(sint)dt 
Jo 


♦ ， ，攀 

tf(sint)dt = k /( sint)dt - I 

o Jo 


故 2J = tc fV(sinZ)ck ， 即 l=^r P/Ua^dr. 等式得证 . 

Jo Z J 0 


利用这个公式，由于 


xsinx 
1 + cos 2 ^ 


SUIT 


2 - sin 2 jc 


，它具有 j/( sinr) 的形式，故有 


xsmx 

A 

1 十 COS X 


dr 


JL 


siar 


o 1 + cos 2 x 


dr 


7t C n dco&r 
2 Jo 1 十 co^x 


= - 矛 [arctan( - 1) - arctanl] 

rf i 

[5091 设 《 为正整数，证明 2 cos n j ： • siiVlrdx = 一 

Jo 2 


一 ~arctan(cc 

7T 7T v 7C 2 

- )= - 

4 4 } 4 


r i 

L 2 
n Jo 


cos n xdr. 







第五章定积分 


§3. 定积分的換元法和分部积分法 


解 


由 cosa: • siar = 了 sin 2 z , 得 


t r 

o 2 cos^- S in^dx=-j o 2 S1 n^dx 


2x 


^TTT sm n tdt 

Ld J 0 




sin n ， d，+ j ^ sin^d^ J , 


于是，原等式左端变为被积函数都是 S in % 积分区间的长度都是 f 的两个积分.下面的问题就是 
设法通过变量代换化成原等式右端的形式. 


在上式左端的前一个积分中作代换 


f ，后一积分中作代换 


f + A 则 


cos^ • sin^dx = ri 
o 2 n 


M-I 


cos n udw + cos^dt ； 

f Jo 




cos^xcLr. 


【510】设 /( x ) 在（- < x >, + oo ) 上连续，且是周期为: T 的周期函数, 证明: 


f(x)dx = /( x)dr • 

Jo 


证 


+ 丁 


/( x)dr 


十 十； 2 十 1 3 . 


对积分1 3 ,作换元 : c = t 十丁，则当 x = T,a + T 0 t ^ 依次为 0， a , 又 /(t + 丁） =/ U ), 所以 


fa + T 

Z 3 = J /(x)dx 




/(x)dx • 


而 


h 


f(x)dx 


f(x)dx 


故 


/( x ) dr = - /( x)dx + f(x)dx 
a J 0 J 0 


f(x)dx = /( x)dx 


【511】设 / U ) 连续，且关于 


: T 对称， a < T <6, 证明: 


/( x)dr = 2 f(x)dx 

a JT 


•2T-b 


f(x)dx. 


证因为 / u ) 关于 


: r 对称，所以 yu + T )=/( 丁- x ), 由定积分的性质 


而 


f(x)dx 


2T-6 


/( x)dr 


T rb 

/( jr)dr + f{x)6x 9 

2T — b Jt 


T f(x)dx^^ 

IT-b 




/ [T4-(T-0]d/ 


故 


Jb 




f(x)dx 


b 


^2T-b 


fU)d, = 2lfU)6a: 


f(x)dx 


a 


【512】试证 ： J = sinU 2 ) dr >0. 

Jo 

证令 j 2 = f ，则 2 jcdr = d ^, 所以 









•2 穴 


sin? 


0 zft 


dt 


y[ n + wfd ，]， 

乙 Jo Jt ^ Jt 


.2tt 


而 


2n sinr 

^ Jt 


dt 


sinu 



du 


siru 



dt 


从而 


. 。 ( 太 - /t~ 


)sinf df - 


由于在 (0,tt) 内 sim>0, — >0, 故 / >0 

v t V n+ t 

某些不易求出原函数的定积分的计算 


[513] 计算 J 


2 dr 

0 1 + (tanxY^ 


解 


2 dx 
0 1 + ( tanr 


cosx 


k V3 


COSO ： 


) y5 + (sinz) y5 


cLr 




• 0 (sintY^ 

2 ( sinr + ( cost ) 


71 


dt 


sinr 




0( siru: + ( cosx 


dr 


所以 2J 


2 = f ，即 I = f. 

o ^ 4 


【 514 】计算 J 


ln(9 


解 


/ ln(9 - x) 
ln(9 - x) 


ln(x + 3) 


dr 


ln(9 - x) + >/ ln(x + 3) 

_y ln(.r + 3)_ 

ln(9 - x ) 十 V ln(:r + 3) 


dr 


9-x = 


%/ln (( 十 3) _ 

ln( £ + 3) + J ln(9 一 r) 


(-do 


dr 


所以 2J 


心二之，即/ = 1. 


【 515 】计算了 


e x sin 4 jr 


dr. 


解 


x 9 4 

e sin x , x 
- "dr = 


JL 

2 e 


t • ‘ 

sm 


十 e: 


+ e 


dt 


sin 4 g 

rr? 


dt 


sin 4 x 
l + e J 


djr 


所以 


21 


e x sin 4 a 

l + e^ 


dr 


sin 4 :c 
l + e x 


dr 


sin j：dx 


2 sin 4 xdr 
Jo 


丄 




艮 P I=~n. 


使用定积分的分部积分公式计算 


【516】 求 


cos2*r 


dz 


解 原式 


4 X 

0 Ico^x 


dr 


•rdtanr 


~(xtaru: 


4 —dr) 

Jo cosx 






第五章定积分 


§3 . 定积分的换元法和分部积分法 


y(-^ + lncoso: Q 4 ) 


ln2. 


[517 ] 计算 x(\nx) 2 dz. 

J l 

解用分部积分法计算 


x{\nx) l dx 


2 (lnx) 2 d(y) 
1 z 


(Inr) 


2(ln2) 2 — xlardr = 2\r?2 

J 1 


lard(f) 


2 -+ V.21ar 

l 2 J i 

2 2 

21n 2 2-flnr / 


dr 


xdx 


= 21n 2 2 ^ 2ln2 + ^~ l - 21n 2 2 - 21n2 + — 

【 518 】设 /(2i-l) 二 f ， 求 f/U) 心 :. 


解令 


It - 1 , 则 dr = 2di, 


/(x)dz 


2 f/(2t - l)d? =2 f/(2x-l)dz ： = 2 

J i J i J 

4(/xlnr 4 - 丄 dx) = 8(ln4 ~J~x 

1 J 1 工 


lnx 

Jx 


dx 


lTLxd(>/x) 


8(in4-l). 


【 519 】计算 


ln 2 


l-c _2:r dx. 


解原式 


ln 2 


- X 


2x 


ldx 


- X 


_ ln 2 

e 2x -l + 

0 


ln2 e^dr 


2x 


-1 


71 


+ ln( e x + y e 2x -1) 


ln 2 





+ ln(2 -k/3) 


【 520 】设 /U) 


sint 


dr ，求 /(.r)cLx. 
Jo 


解 


f(x)dx = af(x) 


a/'(x)dx. 


因为 /(x) 


_ 山，于是有 /U) =0,/'(x) = 所以 


/(■r>dx 

Jo 


0 — sinzdr = co&x 


[521] 


设 /(x ) 有一个原函数则 

X J 2 


解因为 /(X) 有一个原函数 _ ，所以 /( 工 ) 


(siar y 

X 


x cosj: 一 sinx 


xf A (x)dx 


xif(x) ^ocf{x) 


f(x)dx 


(cosx 


sinx 


sim n _ 4^ 


一 1. 


故应填 A -i. 


[522] 已知 /(2) = y,/ / (2)-0 及 j 。 /U)dx 
解两次运用分部积分公式 ■ 设 £ = 则 


1 ，则 sc z r(2^)dz 
Jo 


0 


x 2 f u (2x)dx 


2 


o 


2 


4 


ru)dt 


[t 2 r(t) 


8 


2 


8 


[一 2 




0 


tdf(t)] 


4 


Uf{t) 


-2 


2 


0 




0 

r2 


0 


⑴ ck ] 




4 


(1 — 1 ) = 0 


故应填 0. 

[523] 如图 523 所示，曲线 0 的方程为 3 ； =/(0 ： ) ，点 (3,2) 是它的一个拐点，直线 1 1 与 1 2 分 
别是曲线 C 在点 (0,0) 与 (3,2) 处的切线，其交点为 (2,4) . 设函数 /(_r) 具有三阶连续导数，计算 

定积分 （ x 2 + x)f m {x)6x. 


解 


，3 


0 


(X 2 + 


y 


{x 1 + x)f // (x) 


3 

0 


•3 


0 


(2x + 1)/" (: c)dr 


4 


{2x + l)/ 〃（ J ： )d3 ： 


0 




3 

0 


+ 2 


r3 


0 








[7X( - 2) - 2]+2 


，3 


0 


/' (: r )dr 



2 h 


16 + 2/(x) 


3 


0 


O 


2 3 


4 


JC 


16 + 4 = 20. 


被积函数中含有变上、下限的定积分的计算 


图 523 


【 524 】设函数 /(x) 连续，且 \ X tf{2x~t)At 


0 


2 


• 2 . 已知 /(1) = 1 ，求 /U)dr 的值 


，2 


解令 w 二 2x - f ，贝 ！1 t = 2x — u ， dt = - du y 


o 


tf(2x ~ t)dt — — 




2x 


(2x - u)f(u)du = 2x /(M)dw 一 




vf( u)du 


X 


X 


于是 


2x 


lx 


rlx 


/( u)du — 


X 


uf( u)du 


2 


X 


2 


上式两边对 i 求导，得 


rlx 


2 


f(u)du + 2x[2f(2x) -f(x)] - [2af(2x)*2 - af(x)] 


x 


X 


1 + X 


即 


广2工 


2 


f(u)du 


x 


+ X 


4 


n 


令 1, 得 2 f(u)du 


2 


十1 


.于是 j* f{x)dx 


3 


4 


【 S25 】 设 /(x) ， gU) 在 [ fl ， 6] 上连续，且满足 




X 

g(t)dt f xG [a ， 6), 


b 




a 


g(t)dt 


证明 : 


、b 


j/(x)dr^ 




jg*(x)dx 


a 










第五章定积分 


.广义积分 



证令 FU )=/ U )- g (: r )， GU ) 
G ( b )= Q , G / ( x ) = F ( x ). 从而 


由题设知 GU )>0, xG [ a ，6], GU ) 


xF{jo^So: ~ j ： dG(x) =jpG(x) — G( j ： )dLa: — — G(-X)ir . 

J a J a a J a J a 

由于 G(x)^0, :ce[a ， 6] ， 故有 -[* G (: c)dr<0, 即 (* xF(x)dr^O. 

J a J a 

因此 af(x)djc^ jg(x)dx. 

J a J a 

点评 本題为基本证明题題型，证明过程中应特别注意撖分中值定理的应用.一般地，证明 
积分等式或不等式，都应引入变限积分，将其转化为函数等式或不等式. 


§ 4 . 



义积分 


1.无穷区间上的广义积分 设函数 /( X ) 在区间 U ， 
可积，若极限 fkddr 存在，则定义 


)上有定义，在 U ，6](6< + oo ) 上 


•十》 厂6 

/(x)dx = lim /(jc)dr, 

J a a 

并称 [ + 7( x ) cb 为 / U ) 在 u ，+ oo ) 上的广义积分，这时也称广义积分 f + 7( x ) dr 存在或收敛 

J a J a 

若上述极限不存在，则称广义积分 f °>(: t ) dx 不存在或发散. 

J a 

类似地，定义 


b 


f ( x)dx = lim /( x ) dr , 


/( x)dr = 


f ( x)dx + 


f ( x)dx = lim f ( x)dx + lim f ( x)dx 


2 •无界函«的广义积分(瑕积分） 设函数 / U ) 在 U ，6] 上连续，而且 hmf ( x ) 


= oo 


，若极限 


6 - 


lim / U ) dr 存在,则定义 


/(x)^^ lim f /(x)dr, 


b 


并称 /( x ) dz 为 / U ) 在 U , 6) 上的广义积分，这时也称广义积分 /( x ) dx 存在或 收敛; 若上述 


极限不存在,则称广义积分 |/( x ) dr 不存在或发散. 


类似地，若 / U ) 在 （ a , 6] 上连续， iim /( x ) 


，则定义 


f ( x ) dr . = lim [ /(^) dr , 

(2 + 


若 / U ) 在 u ,6> 内连续， Um / u ) 


, lim f { x ) 


，则定义 








/(x)dr = lim 


f(x)dx + lim 


b- 


2 


/( x)dr . 


基本题型 


有关无穷区间上广义积分的定义 

【 526 】下列广义积分收敛的是 _ 


(A) 


lrLr 


dr 


(B) 


x 


dx 


x 


v/ll 


(C) 


djc 

xlnr 


(D) 




x 


Vlr? 


X 


解， 

% 


lru: 


dr 


x 


2 


trucdlrix — ~ln - x 


，而 lim In 2 :r 不存在，故选项 (A) 中积分发散.同 


样，由于 lim J 1n.r , lim lnlnr 均不存在，则 (B) 和 (C) 中的积分均发散.而 


dr 


x 


vV 


X 


dlor 


Vlr? 


— 2(lnr) 2 


2 


工 


所以 （ D ) 中积分收敛 
故应选 (D). 


利用换元法计算无穷区间上广义积分 


[527] 


djr 


0 ol + Ax + 8 


解原式 


故应填 


0 


(JT + 2) 2 + 4 


dz 


2 


arctan 


JC 


+ 2 


2 


o 


8 


【 528 】求 


X 


o (1 + x) 


dr . 


解原式 


x 


- 1 


0 


(1 + x ) 


dr 


(1 + x) 2 (1 + x) 


]dr 


+ 


[529] 


1 + x 2(1 + x) 2 

+ 0 ° dx 


b 


o 2 


x ( x 2 + 1) 


解这是无穷区间上的广义积分，根据定义 


dr 




dx 


•r ( x 2 + 1) 


b 


X 


X 


X 2 + 


(ir — lru: 


b 


x(x 2 + 1) b 

rb dU 2 +l) 


lim 




dr 


+ 1) ’ 


而 


l 


2 U 2 + 1) 


In 


V 6 


2 


2 


ln2. 


所以 


dr 


x ( x 2 + 1) b 


lim 


dr 


x( j : 2 + 1 ) 2 


ln2 + lim In 


Jb 2 + 


2 


ln2 


故应填 y ln2. 


[ 530 ] 


cLr 


A 2 - 1 


X 






第五章定积分 


.广义积分 



解 


Hxn f 6 

! x 2 一 1 6— + W J 1 


dr 


2 — 1 


lim 


一 1 


1 一 


d ( 丄 ) 


lim (- arcsin — ) 

+ co 3C 


lim (- arcsin 丁 ） + 子 = 专 . 

b— -+ oo u z z 


故应填 f. 

[531 ] 广义积分 


1+00 xdx 
0 (1 + x 2 ) 


解因为 


xdx 

oT7) 2 


d( 1 + X 


(1 + x 2 ) 2 


\^r X 


故应填 


2 • 


【 532 】 


cLc 


+ 7) 


一 2 


解 原式 5 


x-2 


t 2 + 9 


dt 


2^ 


arctan 


7T 


3 '0 


故应填 f. 

点评广义积分的计算与定积分的计算相类似，即使用牛顿一莱布尼茲公式找到原函数. 
需要注意的是广义积分需计算极限 • 


【 533 】 

(A)- 


(B) 



dx 


2^ 


(C)2e 


(D) - 2e 


解 


fx 



dx = - 2 



d( - [x) 


2 lim 


e 、 ^d( -J~x) 


b 


- 2 lim e 



2e 




故应选 (A). 
【 S34 】 计算 f 


dz 

十 e 3 


- X 


解 


e^ 3 

2(x-l) ( 


dr 


-2 


df 1 

+ p 2(d) 


•arctan e 


X ~ 


e- 2 (f-f) 十 2 


【 535 】试确定积分 f +0= _ 在 a 取什么值时收敛，取什么值时发散 

J 1 X 

解 （ 1) 当 a 尹 1 时， 

[ b ^ = r L ， x i- a & = r L( 6 i-_i), 所以 f + °° 夸二 lim r 

J j x a 1 一 a ll 一 a J l x 6, 十 ool 


lim —— (b 

^ + cso 1 一 (X 


a -l). 


” 当 a>1 时，由于土 


所以 


+ co dr 


a -1 


，即积分 收敛 ; 


所以 


2) 当 a<l 时，由于 Urn 

6 一 + oo 1 一 a 

1^ 也 =+ 沉，积分发散 _ 


p + oo j H 

⑵当广 1 时 ，则， f =l -L 


=+ 00,即积 


分发散 . 

所以，积分 r 

J 1 

如图 535 所示 . 


# ，当 a>l 时收敛，当 a<l 时发散 


a< 


a>\ 


[536] 


dr 

x\r?x 


图 535 


解原式 
故应填 1. 


(lnr) ~ 2 dlar 


irir 


点评广义积分同样有换元积分法扣分部积分法，其思路同普通积分类似.找到被积朵數 
/( X )的原函数后，计算 F( + oo ) 实为求极 f 艮，即 F( + oo)= lira F(x). 


【 537 】已知 


贝 


解 


w e _ 工一 e -^ 




dr 


o Jx 


+ CO e " X 


dr 




» + oo -^Tx 

—p - dr , 由于 

o J x 


0 I 叫 0 


rx 


dr 


Jx- 


= sTk 


而 


-vG 


dr 


j ~ ~j=~dx = lim I ~^~ax = iim z | e a 〜 

J 0 Jx 6— + <» J 0 工 ft— + oo J o 

所以原式 =y^-2. 

故应填 _ 2. 

利用分部积分公式计算无穷区间上的广义积分 


b p x 广 6 

~= lim 2 e 
o ^jx » Jo 


^d^/x = lim ( - 2e 

+ co 


b 


【 538 】计算 


arctanx 


dr. 


解原式 


• + 
J l 


arctanx 


d ( 丄 ） = - 


y+ iim (- 

4 h 一 + 1 X 


larctaru^ 十 


x(l + x 2 ) 


dr 


( 士 - if ?， 也二于十 b ^J^~ 士 W1 十 6 2) 十 士 ln2 ] 


f + T ln2+ »7=p = f + i ln2 - 


【 S39 】 计算 J 0 ^7^' 


解 L + 


xe 


(1 + e 一 O 


dr 


xe' 


十 oo 


+ e J 1 o 


+ e x 


(1 + e") 

M 

： da: = 


dr 


一 1 


o xd( r^ 


dr. 







令 e T = 《，则 cLr 


d /， 于是 


+°° 工 

o (l + e- x_ ) 


+ CO 


dz 


t {\ + t ) 


ck 


丄 


)cU = In 


1d2. 


【540】已知 


oo • 2 

sin x 


，求一 

0 x Z Jo x 


6jc. 


解 


in 2 


产 + oo ♦ 一 

sin 

Jo x 


clr 




. 2 」, 1 、_ sir^x , f + 

_ in J d( T)-— : T 0 J 0 


2 sior cosx 


dx 


_ r ^^=1^= 

■Jo x ^ Jo 2 Jo t 2 

2 1 

计算收敛的广义积分，可按计算定积分一样的方法进行，只需在无穷远点或无界点 


2x 






2 • 


点评 


处取极限即可 • 


作代换证明含有广义积分的等式 


【541】试证 


Ar 厂 x 2 

Jo i + x 4 


dr , 并求值 


解 _ 

4 


+ co dr 




0 


+ X 


4 


4 oo .2 r+co ^2 tl 

(- 7) 一 1 。 IT7 df = L 177 如，因此 


o^rfc^ilfo rfe + L rt7 4dx 


+ °° 1 十 f 

0 1 + x 


dr 


丄 


+ x 


X 


o 


'272* 

确定参数的取值 

[542] 已知 limp 


求常数 a 的值. 


解左端 = lim 1 - 


la 


-la 


右墙= - 2 


f + 00 

j： 2 de 
J a 


-lx 


2x 2 e 


-lx 


•十 

« a 


+ 4 xe 


-2x dz = 2a 2 e 


- 2a 


• + oo 

一 2 

J a 


xde 


-2x 


2 a 2 e^ 2a - 2 xe~ 2x + °° + 2 e'^dr = 2 a 2 e ' 2t, +2 ae _2a _e 

a J a 


麵 2x 


= 2a 2 e -2fl +2ae" 2a + e^ 2a . 

于是，由 e -〜 =2 fl 2 e - 2 a 十 2 fle -2 a + e -2 % 得 “=0 或 a = -1. 


【543】设 li 


+ X 




解左端 


lim 

x-^co 


1 + 


it ra 


teMf ， 则常数 a 


e fl , 


tde 1 = te 


- 00 


-1 


eMf 


ae 


— e l 


ae a - e a = (a _ l)e a 


— OO 




由 e a = (a - l)e “ 得 a=2, 
故应填 2. 


【 544 】 * 实数 


)dr 收敛，并求出积分值 . 


疒 + 

解 

Jo 


Qc 1 V! P [ b , Cx 1 

x 2 + 1 + 1 卜〒① Jo x 2 + 1 2x + l 


)dx 


lim 


b. 


營 ln(_r 2 + 1) — 士 ln(2x 十 1) 


l = ^A [nL fr^ : 


要使广义积分收敛，即要求极限 lim 义 2 , + ,\ )C ： 趋向有限值且不为 0, 所以 2C ， 1, 即 C 


lb + 1 


2 


此时积分值为 


Cx 


x 2 + 1 2a: + 1 


)dz 


In 


2 2 


2 


ln2 


无界函数广义积分的计算 

[545 } 下列广义积分发散的是 


(A) 


f - 1 dx 

(B) 

「 r 1 - 户 

(C) 

，+ oo 2 

e_ r dx 

(D) 

• - 1 sinx 

% 

J l- X 1 

雩 

0 

4 


2 X 


ln 2 a: 


dr 


解 因为 


x 


cLr 发散，且 


lim^ = l 


x 


由比较审敛法得 
故应选 (A). 


sirir 


dr 发散 


点评广义积分发散的判别，直接利用收敛及发散的定义或简单判别式即可, 


[546] 


xdx 


J 0 (2 - Z 2 ) J \ 一 3^ 


解 


xdx 


0 (2-x 2 ) VI -x 2 


lim 


xdx 


x = smt 


o 


(2 — x 2 ) v \ — x 2 


tim 


'?- 6 i 

o 


sint cost 


(2 - sir?t)cost 


dt 




o 


sint 


co^t 


dt 


^2 dcosf 


费 

0 1 + cos 4 


arctan( cost) 


JH 

2 

0 


7U 

4 


故应填 f. 

4 

点评本題直观看象是定积分，但实为第二类广义积分.因为在区间的右端点处被积函数 
有第二类间断点. 


【 547 】下列结论中正确的是 


(A) 


dr 


x(x + 1) 

一 dr — 
x{x + 1 ) 


与 


dx 


ox(x + 1) 

广 1 

发散， 


都收敛 


(B) 


da: 


x(x + 1 ) 


与 


dx 


o 


+ 1 ) 


都发散 


dr 


Ox(x + 1) 


(D) 


dr 


xU 十 1) 


收敛， 


dr 


ox(x + 1) 






解 


r + 

J I 


dr 

jr (.r + 1) 


1 dz __ v 


In 


x + 


ln2, 积分收敛 . 


dx 

x(x+l) 


lim in 


x + 


+ 积分发散 


故应选 (D). 

点评由于被积函数中含有绝对值，故应先将其分段表示为 


x - x 2 \ = 


X - X 1 ， 0«1 

: r 2 — 工， ： c<0 或 x>l 


应用积分的可加性化为两个广义积分，分别进行计算， 


【 S48 】 计算积分 


dx 


2 


^ 2 ! 


解注意到被积函数含有绝对值号且 


是其无穷间断点，故 


原式 


dr 


dr 


dr 


lim 


_ dx _ 

十 -u- 士 ) 2 


lim arcsin( 2x 一 1) 


-ki 


dr 


lim 


dx 


，— T) 


1'叶(^一女）+ ^ ( x - y ) 2 


ln(2 +V3) 


因此 


dr 


■^十 ln(2 十 A ). 


点评这不是定积分，因为被积函数在积分区间内的 X = 1 处无界，这是第二类广义积分 
——瑕积分，即被积函数在积分区间上某点的邻域内无界但形式上与定积分相同“积分.计算 
煆积分时，均需要先计算用 e 表永某端点的积分区间上的定积分，然后对于所得结果求 e — 0时 
的枞限，亦可以瑕点为分段点，在每一分段上用牛顿一茱布足茲公式计算.如果各段积分都存 
在，则原积分 收敛； 如果有某段积分不存在，则原积分发散. 



5. 综合提高题型 


利用定积分定义求极限, 


[549] lim — 

n-^oo ft 


十 COS 1 十 


1 + cos 赵 + . _ _ + f\ + " ccs"— 

n V n -» 


解原式 =lim— y] 

n—«> n 


m 


— lim — 

7T fl 


s 


TZl 


cosxdbc 


,72 




2/2 


故应填 


272 





【 550】 lim In 



2 


n 


2 


2 




n 


i 


n 


2 


(A) 


-2 


ln 2 zdr 


(B)2 


_2 


lnxcLr 


(02 


，2 


ln(l + x)dr 


(D) 


，2 


ln 2 (l + x)dx 


解 lim In 
”-►00 



2 


l 


2 


2 


n 


n 


i 


n 


2 


2 


2 lim ~ [In (l + ~) + ln(l + ~) + + ln(l + ~)]=2 lim 

n-*oo n n n n n 


S ln(l 


+ 


I = 


ft 


2 


ln(l + j)dr = 2 


，2 


lax dr • 


故应选 (B). 


n 


点评若和式极限表示为 Hm U /(^) Ar , 的形式，则可用定积分定义求极恨, 


【 551 】求 lim 




n-»oo 

t = i 

TT 2tT 

sin sin — 

n , n • sirut 

-— H -— + … + -: 


n 


n 


2 


n 


n _ 


sin 


解 


7T 2ir 

_ sin — . 


n 


n 


n 


2 


n 


/ « TT I • , I • 、 1 、飞 l It -Ty 

(sin _ + sin 一 + •• • + suwc) = _ 2^j sm 一 , FftT 


n 


n 


n 


lim 

!!-►«> Tl 


2 sin 


nr 

n 


2 


sinnx dx = ■ 

o 丌 


另一方面 , 


. 7T 2TC 

sin _ sin _ • 

n n sitxjz 

- - - (. ---^ …+ - : 


n 


n 


2 


n 


、 1 / • 7r , . 2rc . . . 、 n 1 . itt 

> — ~ vsin —— + sm —— + • •• + sinTr ) — ~~ ♦ —— > , sin 一 
n + 1 n n n +1 n n 


n 


n 


n ，♦ / n L ' i 17C \ 

B. lim( ~T7 • — / j sm _ )= 
— 00 71 + 1 « n 

所以，由夹逼准则知原式 

有关求极限的综合题 


sirwurdr 


0 


2 


7T 


2 


K 


_x 


【 552 】已知 I〆 ⑴士 = 伽 ) ，且 /U) = e' 则 lim« 


解把 / U )= e 代入得 # — 1 = ：^' 解得 U 


e x -l 


x 


In 


x 


，则 


0 


e 


X 


limu- ^(e^-D-lnr^^-l x 

jr^O jr*0 X 


X 


lim: 


-e x + l 


(e J - l)x 


0 


lim 


xe x -e x + l 0 


x 


2 


lim 


e J + xe x — e x 
2x 


linr^~ 


2 • 


故应填 




第五章定积分 


§5. 鎳合提离题型 


[553] 已知两曲线 y=/U) 与 e' e df 在点（ 0,0 〉处的切线相同，写出此切线方 

Jo 


程，并求极限 

n—co ft 


解由已知条件得 /(0) = 0,/'(0) 


• ( arciaivr) 


= 0 


1 ，故所求切线方程为 ^ 


2 、 … 厂 n 


/(-)-/(0) 


limnf( —— ) = lim2 

fl 




2 广（ 0) 


[554] 设函数 S(x) = I cost I dt , 

Jo 

(1) 当 71 为正整数，且 W7T^X< (W+1)7T 时，证明 2n^S(j ： )<2(M + 1 ) ； 

(2) 求 lim 

3T* + O0 X 

解 （ 1 ) 因为 i cosx I X )，且 W7t^X< (n + 1)7C ， 所以 

rnn r( n + Dw 

I co&r I dr^S(x) | co&x \ dr 

Jo Jo 


又因为 I 


I 是以 K 为周期的函数，在每个周期上积分值相等，所以 


nn 


• ^ 

cosjt \Ax-n | 

Jo 


I dr = 2n ， 


n+l)ic 


I coso: (dr = 2(« + 1) 


因此当 nn^x <(n + l)?c 时，有 2n^ ： S(x)<i 2( n + 1). 

(2) 由 （ 1 ) 知，当 (?I + 1)7T 时，有 

2n 〈 S(x) < 2( n + 1) 

(n + l)it x nn 


令 : r— + %由夹逼准则得 lim = 

x-^ + «> SC 7C 

【 S55 】 若 /U) 在 U 上连续，试证 


hi r [/(r 


+ h)~f(t)]dt=f(x)~f(a) 


其中 , 


分析 由于 / u ) 在 u ,6] 上连续，因此当时 ， + 0, 即所给极限 


为 ■^ 型，但是积分的上限相对于极限过程而言它是常量.所以应该先进 
行变换，使积分化为可变上限的积分 . 


证 设 FU ) 二 
ru)=/u ). 因此 


/(Odr ， 由于 /u) 在 u, m 上连续，又由可变上限定积分的性质可知 


f(t + h)dt 

J a 

f(u)du 

J a + /i 


F(jc 十 h) — F(a 十 h) 


= t + h r 工十 A 


a^h 


f(u)du 


x+A ra+ft 

/(u)dw= - /(u)du 


x 十 h 


f(u)du 




再注意到 F(a)=0, 则有 


lim+ + + 

h-^0 h J a A—o h 

^^TF(jc + h) - F(x) 1 — [F(a + h) ~ F(a ) 1 

A 一 o h 


lim 

A-H) 


Fix + A) - F(jc) 

h 


lim 

h-^O 


F(a + h) - F(a) 


h 


r(x)-r(a)=/(x)-/(a). 


变限积分构成函数的性态讨论 

【 556 】设函数 /(x) 连续，则下列函数中，必为偶函数的是 


(A) 


，： r 


0 


_x 


f(t 2 )dt 


(B) 


% x 


0 


f 2 (t)dt 


(C) t[f(t)^f(-t)]dt 


(D) 


0 


_x 


0 


+f( ~t)]dt 


解设 FU) 




0 


t[f(t) +f( - o] 出，则 


F (- ： r) 


X 


0 


+ /( - t)]dt 




0 


〈一 u)[f{ - u) +/(u)]d( - u) = F(x)j 


故 F(x) 为偶函数 . 


同理可知， GU)= 为奇 函数 . 

J o 

故应选 (D), 

点评 判断蚤数奇偶性的题目大多可通过定义完成，象本题即通过定积分的换元法来判定 
-x) = F(_r), 从而说明 FU) 为偶数.但也有有关函数奇偶性的结论要求读者掌握. 

(1) 奇為数+奇函数=奇 函数； （ 2) 偶為数 + 偶函数=偶 函数； 

(3) 奇函数 x 偶函数=奇 函数； （4) 偶函数 x 侷函数=偶 函数； 


(5) 若 /U> 为奇函数，则 f(t)At 为偶 函数 ; 


X 


(6) 若 /U) 为偶函数，则 f(t)dt 为奇函数 . 




0 


【 557 】设 /U) 是连续函数， FU) 是 /U) 的原函数，则 

(A) 当 /U) 是奇函数时 , _F(x) 必是偶函数 . 

(B) 当 /(:r) 是偶函数时， FU) 必是奇函数 . 

(C) 当 /U) 是周期函数时， FU) 必是周期函数 . 

(D) 当 /U) 是单调增函数时 , F(:r) 必是单调增函数 . 


解设 FU) 


X 




若 /(x) 为奇函数，则有 /( 




0 


X 


/(Odr + c ， c 为任意 常数 . 

)=-/(x). 


F( 一 x) 


〜X 


0 


f(t)dt + C 


U 


m x 


0 


f(-u)du + C 


所以 F(x ) 为偶函数 
故应选 (A). 




0 








第五章定积分 


§5.综合提高題型 


点评 /( x ) 的所有原函数可写为 f ( t)dt 


f ( t)dt + C ( C 为任意常数）.有关奇偶性有 


下述 结论: 


(1) 若 / U ) 为奇為数，则 fit ) At 必为偶 函数; 


(2) 若 /(： r ) 为偶函数，则只有当时，为奇函数， 

J a 

【558】设 F ( x ) 是连续函数/(工）的一个原函数， “ M ㈡ N ” 表示的充分必要条件是 IV ” 


则必有 


(△…(:^是偶函数^^/^:^是奇函数 
( c ) fu ) 是周期函数 w / U ) 是周期函数 


( B ) F ( X ) 是奇函数 W / U ) 是偶函数 
( D ) FU ) 是单调 函数 ㈡ / U ) 是单调函数 


解法一任一原函数可表示为 Fix ) 


/( Z ) d / + C ， 且 F ' (jo) ~ f ( x ). 


当 FU ) 为偶函数时，有 F ( - x ) = FU )， 于是~ x )，（ - 1) =广 U )， 即- /( -: r ) 


/( X ), 也即_/(工)，可见/(:*:)为奇函数； 

反过来，若 /( X ) 为奇函数，则 f /( Odr 为偶函数，从而 F ( x ) 

Jo 

见 ( A ) 为正确选项. 


f ( t)dt + C 为偶函数，可 


解法二令 / U ) = l ， 则取厂0)=^+1，排除（8)、（0 ; 令/(1)=1,则取 FU ) = f : r 2 , 排 


除 （ D ). 


故应选 ( A ). 




【559】设 F ⑴ 


jc 0 


其中 / Or ) 有连续的导数，且/(0) 


l0» x = 0 

(1) 研究 F (: T ) 的连 续性； 

(2) 求 F ' U )， 并研究 F ' U ) 在工= 0处的连续性. 

解 （1) 当1^0时， FU ) 显然连续.关键是研究 FU ) 在 : r = 0 处的连续性 




lim 

: f 0 


lim 

x—*0 


af(x) 

2 x 


/(()) = 0, 


所以 HmFU )=0= F (0), 故 FU ) 在 x = 0 处连续•从而 F ( x ) S ( - co , + co ) 上连续 

x^) 


<2〉当 x 关 0 时, 


F^x) 




X 2 * x * fix ) - 2 x 
_ J_o _ 


x 2 /( x )-2 j o r / ⑴气， 


F ' ⑼士乜 4 二酬 = J 。 tfi l Ut ^裝二+厂 ⑼ 

: r—0 X jr-H) X jt-K) 3 


(/( 0 )= 0 ), 






即广（0)=十广（0〉，而 


limF y (x) = lim 

jr^O jr^O 


x 2 ./(x)-2j o ./0)d, 


^ 2jf(x) + x 4 f (j:) - 2af{x) 

lim - - - 1 - ； - - - 

x-o 3: r 2 


r 尸（工 ) 

iim — z — 

x-K) 3 


/'( o ) = fio ) (因为 ru ) 连续）. 


故 r ( x ) 在: r = o 处连续. 


rl f(r) 

【560】设 / U ) 连续， <p(x)= J Q /(^) dr , 且 ㈤ ― ^ = A ( A 为常数），求 < U ) 并讨论 〆 （ x ) 
在 x = 0 处的连续性. 


解由题设知 /(0) =0, 9 (0) = 0 •令 M = Jtf , 得 <p(x) 


f(u)du 


, (: c #0) .从而 


af(x) - f(u)du 
<p' (x) = - f - , (x7^0) 


由导数定义有 


[ f(u)du r( \ A 

cp (0) = lim -- 2 - = = 丁 

rr Zx L 


Xf{x) - f(u)du rf \ 

，、 //、，• J 0 I • J v ^) ， ♦ J o 

lim© (: r) = lim - ; - = lim- - lim — 

J-K) 9 ar^O X J-H3 X x-K) 


f(u)du 


= A-^ = ~ = <p 乂 0) 


从而知 fU ) 在 : r = 0 处连续， 

[561] 对于一切实数£，函数 / u ) 连续的正函数且可导，同时有 /(-0=/(0. 又函数 


g(x) 


•a 

\x ^ t \f(t)dt^ a>0, [- a,a], 

J -a 


(1) 证明 〆 (: r ) 是单调增 加的； 

(2) 求出使 g ( x ) 取最小值的: c 值； 

(3) 将 gU ) 的最小值当作的函数，使其等于 / U )- fl 2 - l , 并求 / u ) 


解 （ l ) g ( x ) 


x_ t \ f(t)At 


x — + (t - x)f(t)dt 


— a 


— a 


a J -a 






因 /( d 连续，故上式右边可导，于是 


g(x) 


f(t)dt + jf(x) - jf(x) - af{x) 


f(t)dt + af(x) 


— a 




g{x)=2f{x). 

又因 /( x )>0, 知 ， U )>0, 由此可得出 /( x ) 为单调增函数 


① 









第五章定积分 


§5. 综含提高題型 


⑵ 〆 U) = 0 ,则 


P fU)dt 

J - a 




设 1 = ^ u 9 dt= ^ du f 并注意到 /( - i ) = /(〖）》 有 


J — a 


-jc 


■ •• 


/( 


fa 

u)du = /( — t)dt 

J -x 




-x 


因而 


J -a 




，a Mdt 
J -r 






-x 


即 2 J / ⑴ ㈣ . 


又因 /(O> 0 , 故 ： T 


0. 由①式可得， ，(: T ) =2/( x ) >0, 故 

x = U x — 


g(0) 


— a 


Ul/(0d^2j o ./(0d. 


为最小值 . 
(3 ) 由 


2 =/(a) - a 2 - 1 

Jo 


将上式两边对 a 求导，则有 


2af{ a)=/'(a) - 2 a , 即 


T(a) 

/U) + 


2a 或 


f' 工、 

/(x) + 


② 


2 x 


积分，得 ln[/(x) + l]-^ 2 + C . 由②式知 /(0) = l ， C;ln2 或 

f(x) + l = 2 e x . 


即 /U) = 2 e: - 1 . 

有关定积分计算的综合题 


1562 】设 /U) 


2x + ~ 2 *x 2 , 


1<X<0 


xe 


(e x + l) 2 . 




求函数 F(x)= f(t)dt 的表达式 

J —1 


解 当 -l<x< 0 时， 

F(x) = J i (2t + 

当 0 <x<l 时， 


^rt 2 )dt 


0 2 + 如 3 ) 


1 3 , 2 丄 

2 X ^ X ~ 2 


F(x) 




-l 






o 2 + 

丄 
一 2 

丄 
" 2 


te 1 


- 1 


e’ + 


o (e’ + 1 ) 
dt 

o e! +1 


dt 


0 e + 


€ X +1 


x de g 
o e r ( + 1) 


e x + l 


In 


+ 1 1 o 


六 + ln 六 


ln2 




所以 F(x) 


i 3 I 2 1 

p h 一 T ， 


一 0, 


为 


In 


+ 1 e x + l 


+ ln2 一 


2 ， 


0«1 


点评本题考查分段函数変上限定积分表达式的计算方法 . 

注意到 F(x) 的定义域为 [- 1,1], 所以 [_1,1] 之外不需进行计算 • 当 0<:c<l 时， F(x ) 应 


-1 


/(f)ch ， 直接写成 F(x) 


x 


1 (e"+l) 


dr 是错误的 . 


【 563 】设 /(30 是连续函数，且 /(7)| 了 ->^3^<1<6 ,求 r( ： T) 


解 F(x) 


• ^ 

f(y)\x - y\Ay + f(y)\x - y\dy 


则 


f(y)(x - y)dy + f(y)(y - x)dy 


f(y)dy 


yf{y)<^y + yf{y)dy- j ： f(y)dy. 


F\x) 


f(y)^y ^ af(^c) - jf{x) - af(x) — f(y)dy + af(x) 


f(y)dy 


f(y)dy. 


所以 F // (x)-/(x)+/(x)=2/(x). 

[564] 设函数 / U )， gU ) 满足/ / (工）=《(工），/(1) = 2#-/(工），且/(0)=0，尽（0) = 2，求 

「 rS(x) f{x) ,, 

L 1 , ~ f ^ 、 2 」士 ^ . 

Jo 1 + X (1+ xY 

解由 f'{x) = g(:c ) 得 f"(x) = g^(jr) =2e x _/(x ); 于是有 

r{x)^f(x)=2c\ 

^/(0)=0, 


r(o) 


解之得 f(x) = siar - co&r + e x . 


fix) 

(1 + 工 ) 


又 


•穴 rS(x) 

0 1 + x 




n g(x)(l + x) - fix) 


(1 + 


dr 


o (1 + x) 2 


dx 


/( 工） fix) 


+ x 


+ x 0 


/u) 

1 + 7C 


/( 0 ) 


H-e 71 

+ 7T. 


【 565 】设函数 /( 工 ) 在（ 一 的，+⑺）内满足 f(x) = fix — k) + sinz , 且 /(x) = x,x^: [0> n) 


.3tt 


计算 j f(x)dx. 

^ 直接将 fix) : JU - 7T) + sto 代入被积函数，利用定积分的换元法作变量代换，直到 
化为仅与 [ 0 , 7 C) 上定义的 /U) 有关的积分（见解法一）.另一种解法是根据 /U)=/U~7T)+ S iar 
和 /(l) 在 [0,70 上的定义，直接写出 /( 工)在 [7t,37T] 上的表达式，从而将问题转化为一个求分段函 
数的定积分问题（见解法二 ）. 


解法一 


f(x)dx = [ [fix 一 tO + siar]dr 




第五章定积分 


§5. 练合提 fffli 型 


广 3« 

/( 

J n 


7t)cLz ： 


令 


_2?c 






.2« 




令 


+ [fit - tt) + sint ] dt = ~ ~2 + f(t ~ 7t)d/ 

J n ^ J tt 

— + f/(x)cLr = 7r 2 ~2. 

I Jo 


解法二当 JT G [7t,27T) 时 ，： r - 7r€"[0,7T )， 由 / 在 [0, 7C ) 上的定义知 /( X _ TT) = X - TT ， 故 


f{x) ~ fix 一 tt) 十 sinr 


Tt + sinr 


x6 [tt, 2;r) 


当 ： rG [2 穴 , 3 兀 ) 时 ， J 一穴 G [ 穴， 2«), f(x - n)= [(x-tc) - 7t] + sin(^ - n) 


一 2 tt 一 sinr , 故 


fix) = fix - n) + siiur 

综上所述，当 I 在 [TT ， 37T ) 中有 f(x )=( 


= 工 一 2 宂 —sinr sinr = x - 2ti. 
x - n+ sinr, x G [it y 2it) 


一 27T ， 


*3jt r2n 广 

/(jc)dr = f(x)dx + f(x)dx 
J n J it J 2n 


.r 6 [2iz^n) 
(x 一 7t + siar) dr 


•3tt 

(x 

J 2k 


2n)dx 


利用定积分的换元法证明定积分等式 

【 566 】设 /U) ， 贫 U) 在区间 [- 〜 a]U>0) 上连续， _g(:r) 为偶函数，且 /( ： 0 满足条件 

/(x)+/(-x)=A (A 为常数 ）. 


(1) 证明： f(x)g{x)Ax-A g{x)dx\ 

J —a J 0 


(2) 利用 （ 1) 的结论计算定积分 \ I sinx I arctane^dr. 

J 一 2 


证 ⑴ 


f(x)g(x)djc 


— a 


— a 


f(x)g(x)dx + /(:c)g(x)dx •而 

Jo 


.0 x = ^ t 

f(x)g(x)dr 


/( 一 t)g( - t)dt 


/( 一 x)g(x)dx 


- a 


于是 


f(x)g{x)dx 

J -a 


/( - x)g(x)6x 


f(x)g(x)<h^ 


o [/U) 項 - 工 ) kU)d^Aj o gU)dx. 


(2 ) 取 /(i) = arctane x , g(:c) = | siar | ， a = j ■，则 /(1) 、以 *3 ： ) 在 [-~^~， f ] 上连续， g(x ) 为偶 


由于 (arctani 


arctane ^ X Y = 0 ，可见 arctane x 


arctane 


2arctanl = A ，故 A 


f . 即 fix) + /( - x) = 


于是， 


I sinr I arctane x dr 


7t 

T 


I sinr I dr 


2 Jo 


sirurdr 


f (- 


T 


【 567 】设 /( 工 ) 




sint I dt. 


(1) 证明 /U) 是以 X 为周期的周期函数 

(2) 求 /U) 的值域 . 





(1) 证 /U + K ) 
周期的周期函数 . 


X + 


工十 K 


1 sin^ I 


x + 


I sinu I du = f{x) ( 艺 =« + 71)- 所以/(:*:)是以兀为 


(2 ) 解只需讨论 /U) 在 [0 ， tt] 上的值域，为此，先找出 /(:r) 在 [0,:r] 上的最大值和最小值 . 


广（工） 


sin(x + ~ ) - | siru: | = I cos: I - I siru: I . 


令 /U=0 得驻点 Xff 在 [0,7T] 上没有不可导的点，两个端点为 0 和 TT. 

比较 /(0) ， /(^),/(+7 ： ) ， /<7 ： ) 的函数值 . 


/( 0 ) 


sinidi = l f 


/(f) 


sinidi 



/(t 穴 ) 


4 n •丨 f n ( 4 n 

2 sin/ I dt = 2 sinidi — sin/ dt 

J . 7T J IT 



r l n 

/(tz) — 2 ( _ sin/)di 

J n 


所以 /U) 在 [0,7T] 上最小值为 2- 力，最大值为乃 . 

因此 /(x) 在 [0,7c] 上值域为 [2 - 力 ^]. 

$ 

点评本题利用变責代换来讨论变限积分的周期性 . 讨论函数 /U) 的值域与求函数 /U) 
的最大值、最小值方法相同 . 

r i f(^ + r) ^ 

【 568 】设连续函数 /U) 满足 /( 灯） =/( 文） +/(30, 试证明 八 … rdx=-f/(2). 


+ x 4 


dx 


7Z 


/⑵- 


分析 注意在所给的条件中令 a: 


1 可得 /( 1)=0, 另一方面又可令 ： y 


，得/⑴ 


/(x)+/( —), 于是又有 /U)=/(l ) .可充分利用这两个结果来计算 



证 


1 /(I + x) . x = tan^ 「*} /(1 + tan 沒） 

- dr — I - 


+ T 2 


tan " 


sec 2 Odd 


/(I + tsnd)dd 


n 


/(i 


一 tant 
+ taiU 


)dt 


: /( r^) 士 


[/( 2 ) + /( 


^ )]d/= Jo [，( 2 )-/( 1 + _) 讪 


从而有十 咖他 =/ ⑵ -f ， 亦即*卜 


f/(2) 


【 569 】证明 \r\f(x + t)dt 


j f(u + l) 
in ~77~\~dti 

0 J\U) 


\nf( u)du 


证 令 FCr) 


WU+i)df , 则 F(0) 




因为 F(x) 


0 


+i 


\nf(u)du 7 所以 


F" (x) = ln/( x + 1) — \nf( j) = In 


f(x + 1) 
fix) 


上式在 [0 ， x] 上对 : r 积分，得 j F' (x)dx 


X ln-^y^dLc , 于是 

0 J\^) 




&L I 第五章定积分 

■ §5,铼合提离颺型 


F(x)-F(0) 


' f(u + 1). 
o ln f(u) du9 


故 


0 


Infix + t)dt - 


o 


ln/( t)dt 


’工 ，/(« + 1) • 

in 一 " t?—~\~ uu 

0 J\u) 


即 


0 


\r\f(x + t)dt 


0 J\u) 


0 


in / ⑴ dr 


利用分部积分公式证明定积分等式 


【 570 】设 /0c) 为连续函数，证明 


% X 


rx 


0 


0 


f(u)du ) dt 


证 利用分部积分法，有 




0 


0 


f(u)du) dt 


0 


f(u)du 


0 


'x 


0 


(f(t)dt 


X 




0 


f(t)dt - 


•X 


0 


(f(t)dt 




0 


f(t)(x - t)dt 


即 




0 


— t)dt 




0 


J f( w )dw) d，■ 


【 571 】设 /'(x) 连续， FU) 


m x 


f(t)f f (2a - £)df ， 求证 


F(2a)-2F(a)-[/(a)] 2 -/(0)-/(2a) 


证 F(2a)-2F(a) 


2a 


a 


(2a - t)dt -2 fit)/' (2a - t )dt 

0 Jo 


a 


0 
2a 




% 2a 


fit)f'{2a — t)dt - 2 


a 


0 


fit)/' (2a - t)dt 


f{t)f y (2a - t)dt - (2a — t)dt 


a 


0 


令 2(H = 则 


.2a 


广 0 


f{t)f\2a - t)dt = - /(2a - y)f'(y)dy 


a 




-f(y)f(2a - y) 


0 


，❶ 


/’ （ 2a - y)f(y)dy 


故 


-/(0)/(2a)+/(a)/(a) 

F(2a)-2F(a) 


o 


/^(2a-0/(Odf 


lfU)] 2 -fW/(2a) 

[/(a)] 2 -/(0)/(2a). 


0 


f'(2a - 




o 


f(t)f / (2a - t)dt 


与积分中值定理有关的证明题 


【 572 】设 /(i) 在 [0,1] 上可导， F(ar) 


X 


0 


且 F(l)=/(1) . 证 明：在 （ 0,1 ) 内至少 


存在一点乞使 /'(e)= 





证 由积分中值定理得 ：存在 7 /e( 0 ， :r) ， 使 F(x)^ |\ 2 /( 0 山 = 7 ? 2 /(^，从而 

0 

F(l) = rj 2 f( ri ) 二 /(l). 

设 G(*r) 二 _r 2 /(x )， 则 G(l) =/(1 )，而 G(-q) = rj 2 f(Tj) 二 /(I )，从而 G(l) = G( 7 ) ， 
对函数 GU ) 在 [ V ， 1]C ： [0,1] 上使用罗尔定 理得： 至少存在一点 $e(o,i )， 使 


fW 


2 /($) 


【573】设 /(: r ) 在 [ a , 6] 上连续，在 （ a ， 6) 内可导，且^ /( x)dx = f ( d ). 求证在 （ a ，6) 内 

0 ~ a J a 

至少存在一点夂使 /'(O = 0. 

证 因为 /( x ) 在 [ a ，6] 上连续，由积分中值定理可知，在内至少存在一点 彳 ，使得 

即 f ( rj ) = r ^- \ b f { x )6 a : = f { b ). 

J a 0 Cl J a 

因为 / U ) 在 [7, 6] 上连续，在 （1 6) 内可导，故由罗尔定理知，在 （卩 ，6) 内至少存在一点 6, 
使 /'( 幻=0,其中 氏（一匚 ( a ， b ). 

【574】设 /(: c ) 在区间 [0,1] 上连续，在 (0,1) 内可导，且满足 


仙叫: e 卜 々(義 

证明存在 SG (0,1), 使得厂 U ) = 2 S / U ). 


证由积分中值定理，得/( I 卜 e 1 -^^ 匀）， &€[()，+],即 /( De - ke ^/ M ). 

令 F ( x )= eh 2 / U )， 则 FW 在[匕，1]上连续，在 （ H ) 内可导，且 

F(l)-/(l) e - 1 = e-^/(^ 1 )-F(^ 1 ), 

由罗尔定理，在 （ h ， l ) 内至少有一点乞使得 

F ， U) = e — h/'U)— 2尽/(幻]=0， 

于是尸 （ f )=2 f / U )， ^€(^,1) CI (0,1). 

点评本题是使用罗尔定理的证明題，解答的关键是构造辅助函数.通常采用原函数法构 

♦ 

造，即将要证的关系式 ru ) = 2€ fu ) 中的换为“ X '然后积分求解辅助函数. 

一般地 

f P (: r)dz 

(1) 要证存在 e , 使广（$) +尸（$)/($)=0，則令辅助函数为 F ( x )=/( x ) e J , 

9 

(2) 要证存在匕使 /〃（ f )+ P (^ T ($)=0, 则令辅助函数为 F ( x )= f ( x ) [ PU )( Lr ; 

(3) 要 证存在 使 /( f )* f P ( x ) dx + P (^) p /( r)df =0,则令補助函数为 

J J a 

F ( x )= 「/⑴ d " 丨 P ( x ) dx . 

J a % 


【575】设 /( n )= 4 tan ” xcb , 其中 n > l , 证明: 

Jo 

(l)f(n + l)^f(n ); 
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(2)/(,)+/(n^2) = — r n>2; 


(3)^<2/(«)<-^, n^2. 

n + 1 n 一 1 

证 （1) 因为在区间 [0，f ] 上函数 tanr 满足不等式 0<tanx<l， 所以有 tan^ + k^tanY 又 
为连续函数 ，且在 [0，f] 上单调递增，根据广义积分中值定理 ，有 

{ f(x)g(x)dx = f(^) f g(x)dx, 


其中 /U) 在 [a, 6] 上连续 ，g(:r) 在 U，6] 上可积，且不变号，我们有 


4 tan n ^ l xdx = 4 

o Jo 


tanlrdr = tan$ 4 Xan n xdx 9 其中 

Jo 4 


广工 广五 

故 (Xtan$<l ， 从而就有 tanf 4 tan^xdx^ 4 tan rt :rdx ， 即 /(n + lX/(rt) 

Jo Jo 


(2)/( n ) +/(n - 2) = tan n xdr 

Jo 


n -2 


xdx 


n - 2 


:r(l 十 tan 2 x)dr 


r 2 rsec 2 



i n-2 xd(tanx) = ~^rtan n-1 x 4 = ~ 

n 〜 1 o n — 1 


(3 ) 因为 /( w +2X/-(n + l)</'(«X/(«-2 )， 所以有 

fin + 2 ) 十 f(nX2f(n)^f(n) 十 /(n 一 2), 


f(n + 2) +/(n) 


， /(w) + /(n - 2) 


n~V 


故 


【 576 】 设函数 /(x)，gU) 在 U，6] 上连续，且 gU)>0, 利用闭区间上连续函数性质，证明 


存在一点 [^1, 6]，使 


f(x)g(x)6x=f(^) f g(x)dx 


ll 因为/(^)4(1)在[心6]上连续,且君(；0>0，由最值定理，知/(幻在[^,6]上有最大 
值 M 和最小值 m， 即 m</(:cXM， 故 


ntg(x)^f(x)g(x)^Mg(x) , 


mg(x)dx^, f f(x)g(x)dx^ [ Mg(x)dx 


f(x)g(x)dx 
m< ^71 - <M 


f g{x)dx 
J a 


由介值定理知，存在使 


/U) 


f(x)g(x)dx 
[ g(x)dx 


即 


f(x)g{x)dx = f(^) f g(x)dx 



利用闭区间上连续函数性质证明积分等式 

【 577 】设 /U> 在区间 [-^ 。（ ^^(^ 上具有二阶连续导数 / ⑻二*)， 
(1) 写出 /(I) 的带拉格朗日余项的一阶麦克劳林 公式； 

⑵证明在 [_a, a] 上至少存在一点 7 ，使 a 3 r(7) = 3| fl /U)dr. 


解 （ 1) 对任意 : rG [ - a, a ]， 


/(x)=/(0)+/ / (0)x + 




其中 s 在 0 与 : c 之间 . 


⑵ 


— a 


/U)dr= f / ，（ 0)idr+ f ^ 厂（芒 ) cLr 


2 



x 2 r(^)Ar. 


a 


因为 / 〃 (^:) 在 [ - a ， a ] 上连续，故对任意的 0 ： €[-0,0 ],有 m</〃( j ： XM ， 其中 M ， m 分 


别为 /" (: r) 在 [_a ， a ] 上的最大值 , 最小值，所以有 


m 


a 


X 


2 


dr^ 




/(x)dr 


- <2 


2 J 


•a 


x 2 n^)±c^M 


峰 a 


0 


x 2 dx, 


即 




•a 




-a 


因而由 / 〃 U) 的连续性知，至少存在一点 rj^[-a y a]At 




/(a:)dr , 即 a 3 /"(7)=3 f(x)dx 


— a 


— a 


证明含有积分的不等式 

【 578 】设 /U) 在 [0 ， 1] 上连续且递减，证 明：当 0<A<1 时 




0 


/(jr)dr^A 


0 


/(x)dx. 


证 


x 

0 

\ 

0 


f(x)dx — A 


0 


f(x)dx 


f(x)dx - A f(x)dx - A 


o 


A 


/(x)dr = (1 - A ) f(x)dx - A 

A JO 


•1 


f(x)6x 


(1 一久） A/XD - A (1 - A )/($ 2 ) = A(1 - A)[/($i) _/(!2 )]， 


其中 0<h< ； l<e 2 <l ， 因 /U) 递减，则有 /( 匕） >/(6 >.又 A>0 ， 1-A>0. 

因此义（ 1- 义） [/(0-/(6 2 )]>0. 即原不等式成立 . 

[579] (1) 设 /U) 在 U ， 6] 上连续，证明 t (£>U)dz) 2 < (6 - a )|/ 2 (^)cLr 


(2) 设 /U) 在 [a, 上连续，且严格单增，证明 ：（ a 十 6) 


/(x)dr<2 [ jf(x)dx 


a 


证 （ 1 ) 令 F (: T) 


•X \ 2 C x 

- (x - a ) 


/^(dck . 因为 


^(^)=2 


f(t)dt */(x) - [ - (x~ a)f 2 (x) 

a J a 






j f 2 (t)dt 






[fit) 一 /(i)] 2 d,<0, 




a 
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所以 FU) 单调递减， xe[a ， 6 ]， 又 FU) = 0 , 则 F(b)<F(a) = 0, 


故 


/(x)dz] ^(6 - a) / 2 (jt) dr. 

J a ! J a 

(2) 作辅助函数 F(x) = (a + x) 


因为 


r(x) 


f(t)dt + (a + x)f(x) - 2af(x) 


f(t)dt + (a - x)f(x) 




f(x)dt 


= [/ ⑴一 /( 工） ] 心 <0 ，（因为尤且 /U) 单调递增，即 /(0</(x)) 

J a 

所以 FU) 单调递减，又 FU)=0, 由此可知 F(6)<FU) 二 0 ,即 

(a + b) f(,x)dx<C.2 jf(x)d^c. 

J a J a 

【580】 设 /Cr) 在区间 [0 ， 1] 上可导， /(0) = 0,0</'(x)<l. 试证： 

(/(x)dr) ^ [ / 3 (^)dr. 

\Jo 1 Jo 

证作辅助函数 <pU) = ( f(t)dt) 2 - f X / 3 ⑴山，贝 ! I 

Jo Jo 

♦ 

<p'U)=2f(x) f / ⑴ ck-/ 3 U)=/(x)[2 f/(0dr-/ 2 U)], 

Jo Jo 


因为 /(0)=0, 广 (1)>0, 所以 /u)>0 •令 g(x) 


f(t)dt - / 2 (x )， 则 


g(x)=2f(x)^2f(x)f\x)^2f(x)[l-f ， (x)]. 

因为 0</'u)<i ， 所以 f( ： r):>0 ; 当 x>0 时，容 U) 单调递增，即 gU)>0 . 从而得到 〆 U> 


>0, 9(x) 单调递增， 9(1) 彡 9(0), 


(.(/“) 出 ) 


2 


.o /3(0d ^° 


所以 (£/U)dx) 


2 


> f\t)6x 


0 


利用微分中值定理证明 

【 581 】设 /(x) 在 [^ ， 6] 上可导，且 /'( ： 0^^，/(^) = 0 ，证明： 

/(x)dr<^(6 - a) 2 . 

J a ^ 

证由题设可知， /(:r) 在 [a, 6] 上满足拉格朗日中值定理,于是有 

D = f(x) ~ f(a) = (x - a)f' ⑴， ^(a 9 x) 

因为 /'(x)<M , 所以从而 

rb rb \4 

/(x)dx< M{x - a)dx=^r(b - a) 2 . 

J a Ja ^ 

【 582 】设 /(x ) 的一阶导数在 [0,1] 上连续， /(0)=/<l)=0, 求证： 


o /u)dr 廊 〕 m 






证由题设可知, / U) 在[0, n 上满足拉格朗日中值定理,于是有 

/( 工） =/(1)-/(0)=/'(6 )， ^(0,x) 

/(x)=/u)-/(i) = (r ixru 2 )， 6 eu ， i ) 


又 


/( x)dr 


fU)dt 






所以对任意的 ^ G (0,1)， 有 


/( x)dr < 




厂 <6)( 


l)dt 


^ l/'( $i) I \t\dt + j/'($ 2 ) 1 U - 11 dr 

JO J x 


l /' d ) I rdf 十 


1尸（芒2)1(1 —伽 


^ max 1/ ( x ) I tdt + (1 - t )dt 

[0,i] LJ 0 J x 

=max \ f ， ( x )\ • ~^[ x 2 + (1 - j :) 2 ] 

oreiO.l] 2 


【5 S 3 l 设/( 0 ：)、容( 0 ：〉在[ 0 , 6] 上连续，且 g ( x ) y ^0, [ a , 6 ]， 试证: 至少存在一个 ( a . 


6)，使七 


f ( x)dx 

g ( x)cLr 


ML 


证设 FU)= f/(0d^G(x)- ⑴山 ，则 FU),GU) 在 U，6] 上满足柯西中值定理 

J a J a 


的条件，则有 


F ( b )- F ( a ) _ 广（芒） 

G(6) — GU)_G '⑺， 


b 


即至少存在一个 $ eu ,6), 使会 


a 


g ( x)dr 


AH 

茗⑺ • 


【584】设函数 / U ) 在闭区间|>乃]上连续，在开区间 U ，6) 内可导，且厂 U )>0, 若极限 
lim 存在， 证明： 

x^ fl + X _ a 

(1) 在 U ，6) 内 /( x )>0; 


(2) 在 U , 6) 内存在点 匕使 


b 2 - a 2 
/( x)dr 


2g 

/(0 ; 


( 3 )在(《, 6 )内存在与( 2 )中$相异的点。使厂（ 7 )( 6 2 -^ 1 2 ) 


2$ C b 


f ( x)dx 


证 （1> 因为 lim 存在，故 lim / Ur - a )=0, 由 / U ) 在 [ a ,6] 上连续，从而 /( a ) 

x^« + X _ a ^a + 

0 .又 /' U )>0 知 / u ) 在 u ，6) 内单调增加，故/( 1 )>/(幻= 0 , xe ( a , b ). 






第五章定积分 


§5. 综含提离型 


(2) 设 F ( x ) ~ x l y g ( x ) 


f ( t)dt 则 g ( x )=：/ u )>0, 故 FUXgU 〉 满足柯 


西中值定理的条件,于是在 U ,6) 内存在点夂使 


F ( b )- F ( a ) 

g { b ) - g ( a ) 


6 2 — a 









即 


b 2 - a 2 2 g 

b /U)dr /U) 


(3) 因 /(«=/ (幻 -0 = /($)-/( a ), 在 Ud ] 上应用拉格朗日中值定理，知在 （ ad ) 内存在 

点 q ，使/(0=广（ V )(卜 a ), 从而由⑵的结论得 

b 1 - a 2 2 g 

(• 6 瓜也7>)(卜 a )’ 


即有 /'( 7)( 炉 -a 2 ) ]* 6 /(0 ： ) 乜， 

点评本題（1)、（2)、（3)问分别应用函数的单调性，构造補助函数使用柯西中值定理，拉格 
朗日中值定理求解. 

利用泰勒公式证明 

【585】设函数 / U ) 在 [ a , 6] 上具有连续的二阶导数，证 明：在 （ a ，6) 内存在一点&使得 


f ( x)Ax = (6 - a )/ — 


24 


(6-a) 3 r($) 


① 


证设 F ( x ) 


/0)心，则 r ( x )=/( x) t /(工)如=打6)_尸(《>，对任意^；€[1办]，将 


F (« r ) 在： r 0 


处展成泰勒公式 


F(x) = F 




宁 r 


X.- 宁 ) 3 


② 


其中$在工与 f 之间，注意到 


r (^)-/( x ), r { x )= f \ x) i 广 u )= ru )， 


并将 6 ,:r = a 分别代入②式并相减，得 

F(b)-F(a) = (b-a)f[ g ~ k ) + 忐 (6 _ fl ) 3 ’ 览 ) | / :⑹ 

其中 L 6分别在 f 与6, a 与 f 之间. 

通常尸（$)#/〃（$ 2 ),不妨设/〃（1)</〃（$ 2 )，因而 

厂⑹ < ’ Df ⑹ </" ⑹， 





考虑到 / 〃(: r ) 连续及介值定理,可知在之间至少存在一点匕使 


/〃⑺ 


r ⑹+尸⑹ 


于是 /( x ) dx = F(b) - F(a) = (b - a)f\ 


24 


(6 - a ) 3 /"( e ). 其中 66 ( a , b) 


【 586 】 若 / U ) 在 [0, a ] 上连续 a >0, 且厂 U )>0, 证明： f(x)da ： >af[ y ) . 

分析 证明不等式常常采用两种方 法:第 一种方法是根据题意找一个不等式，再在不等式 
的两边施行各种数学运算，从而证明结论正确.另一种方法是先建立一个等式，再对等式施行某 
些数学运算，然后对结果进行放缩,从而证明欲证的结论.本题采用第一种方法， 


证 


从 /<： C ) 在 JT = f 处的一阶泰勒公式开始. 


fix) 


a 


c f CL 

J l T 


x ~f) + 2 T r( ^l x 


a 

T 


其中 6 在 0 与: r 之间，由于厂(: r ) 彡 0, 所以有 




f ) 


两边积分 


fa na 

/(jc)dr ^ 

Jo Jo 


十 /’I Y I I X- I |dr 


a 

y 




a 




故 j 。 /(x)dr^^ -y j . 

点评写出 / U ) 的一阶泰勒公式时，展开点选在 = i ■是本題的关键.从欲证的结论看 
选择邳二^■是合理的. 

【 587 】 设函数 / U ) 在[0，1]上具有二阶导数/〃(: r )<0, 试 证明： 

/(x 2 )dr</(-^-). 

Jo 3 


解 把函数/(0在 x = f 处展为泰勒公 式得: 

a 乂 m 1 \ 1 \ f ( ^ ) / 


/“)=/( 如 +/'( + )(， 


)+ 2! u_ i )2</( i )+//( T )(i -i ) - 


令 FX 2 , 则有 / U 2 )</(+)+/ / (+) U 2 -+)， 不等式两端关于 I 积 分得: 


o Vu 2 )h</( 士 ) •{>+/'(+)• 


0 


(: 2 - +)dr = / ( 士 ) 


有关方程求根的综合题 


【 588 】 设函数 / U ) 在闭区间 [ a , 6] 上连续 ，且 /( x )>0, 则方程 


fit)At 


Kt) 


dt 




在区间 （ a ,6) 内的根是 


( A )0 个 
解 令 FU ) 




( B)l 个 




( C )2 个 


( D ) 无穷多个 


,f(t) 


dt f 


F ( a ) = 


b 


b 


At) 


dt 





fit) 


d ;<0, F ( h ) 


、b 


> 0 . 


根据零点定理知，在 ( a , 6) 内至少存在一个根. 


又因为 F '( x 卜 /( x )+ g ^>2>0, 即 FU ) 在 U ,6] 内单调.所以打1) = 0在（ £ 1，6)内有 

且只有一个根. 

故应选 ( B ). 

点评讨论根的存在情况一般可通过使用零点定理实现，而讨论根的惟一性则需通过函数 
的单调性完成. 

【589】设函数 / U > 在闭区间[0，1]上连续，且 / U )<1, 证明：方程 2 i - f / U ) 出=1在(0, 

J 0 

1) 内有且 仅有一个解. 


证设 FU ) = 2： C - fV(0 出 - 1，则 

Jo 

F(0)= - 1<0 ， F(l) = l - Cf(t)dt= P ll-f(t)]dt>0. 

Jo Jo 

由零点定理知 FU )=0 在 (0,1) 内至少有一个根.而 r ( x )=2-/( x )>0, 从而 FU ) 单调 
增加，^€(0，1). 

所以 FU )=0 在 (0,1) 内有且仅有一个根. 

【590】设在 [0, + oo ) 上函数 /(: c ) 有连续导数，且证明:/^)在 （0 , 
+ OC ) 内有且仅有一个零点， 


证在[0, + w )± J / / U )>々> CU # j Q / / U ) dr > 
取:-^^>0,有 /( A ) >是[ ~~^]+ f ( 0 ) 


0 


是 dz •即 f ( x)^kx +/(0) . 


k 


k 


0- 


因/(心）>0,由题设/(0)<0,裉据零点存在定理，必存在：，使/(1 0 )=0. 

因广(1)>是>0,故 / u ) 严格单调增加，: c €( o , + oo ) .所以 yu ) 在(0, + oo ) 内仅有一个零 


点. 





第六章定积分的应用 


§1. 定积分在几何上的应用 

1. 平面图形的面积 

⑴直角坐标 情形： 由连续曲线尸力⑴，尸 AUK/! (: r)</ 2 u)) 与直线: r = 围成 

的图形面积(^<办） 

A - [ fi ( x ) ~ fx ( x)]djo 
J a 

由连续曲线 o—A (: y)，x = g 2 (30 (g 1 (y)^g 2 (y)),c^y^ 与直线 : v= c ，：v = d 围成的图 
形面积 

rd 

A = [容 2O ) _ g \( y)]dy 

J c 

(2) 极坐标情形 ：由连 续曲线 r= r (( 9 ) 与矢径= 围成的图形面积 

1 CP 

A = y I r Z ( 0 )de 

2. 旋转体的体积 

(1) 设 /(x) 为|>,6]上的连续函数，则由曲线3<=：/(了)与直线1 = ^二6 及轴所围成的 
平面区域绕 x 轴旋转一周而成的旋转体体积为 

fc 6 rb 

V= n y 2 dx = n f 2 (x)dx 

J a J a 

(2) 设为 [c，d ] 上的连续函数，则由曲线与直线及^；轴所围成的 
平面区域绕 y 轴旋转一周而成的旋转体体积 

rd rd 

y=n x 2 dy = K g 2 (y)dy 

3 . 旋转曲面的面积 0 C 

(1) 光滑曲线: V = /(:r)U<;r<6) 绕 i 轴旋转而成的旋转曲面面积 

S — 2 n ' | y I y 1 -f ^ ' 2 dx 

J a 

[ x = x ( t \ 

(2) 光滑曲线 绕 : r 轴旋转而成的旋转曲面面积 

[ y^ y(t) 

5 = 2 tt f 卜⑴ I ^/[ x ( t )] 2 +[ y f ( t)] 2 dt 

J a 

4 . 曲线的弧长公式 

(1) 光滑曲线 : y = /( x )( a <: r <6) 的弧长为 



a 


a 
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• 定积分在几何上的应用 



( 2 ) 光滑曲线 


x = x(t) 
y = y(t) 

rP r 


的弧长为 


(3 ) 光滑曲线 


[x(t)] 2 ^ [y Dpdr 


r( 0 ), 的弧长 


r 2 + r 2 dd 




基本题型 


直角坐标系下利用定积分求平面图形的面积 

[591 】设在区间 [a, 办 ] 上 /UAOJ'UKO./loOM).% 


f(x)dx 9 


f(b){b - a) f S 3 


[/(a) +/ ⑹] (6 - a), 


则 


有 


( A ) S !< S 2 < S 3 


(B)S2<S!<S 3 


( OS ^ S ^ S : 


(D)S 2 <S 3 <Si 


解由 /(^)>0 ， / / ( 文） <0, 尸 (1)>0 知曲线 7= ： /(1) 在 [ 〜 6] 上单调减少且是凹的，于是 


/U)>/( 6 )， f{x)<f(a)^ f - (b l zf ^ a) U- a), a<x<b 

a 一 （2 


从而 


S ! 


f(x)dx>f(b)(b — a) = S 2 , 


&= [ b f(x)dx< r lf(a) + f(b) J f(a) (x-a)l<Lc 


b — a 




即 S 2 <S 1 <S 3 . 
故应选 (B). 


点评由題 设条件及定积分的儿何意义和比较性质可得正确选項. 
【 592 】由曲线 : y = ： r 十丄 , x = 2 及 ）=2 所围图 形的面积 5 = 

X - 


解 


i U + T -2)^ = in2-y. 


故应填 ln 2 


2 ' 


【 593 】曲线 : y = zU-1)(2-z) 与 : c 轴所围图形的面积可表示为 

广 2 

(A) — x{x — 1)(2 - x)dx 

Jo 

(B) x(x - l)(2~ x)dx - x(x- 1)(2 - x)dx 

Jo J1 

(C) - x(x - 1)(2 - x)dx + f x(x -1)(2 - x)dr 

Jo J1 

r 2 

(D) x(x - 1)(2 - x)6x 
Jo 




解曲线3^ = 7(1-1)(2-0：)与工轴交点为 x = 0, x = 1 ， x = 2; 
当0 〈: r<l 时,3/<0;当 l <: r <2 时，: y >0. 


A 


2 rl rl 

1 3 ^ I dr = - x(x — 1)(2^ x)dx + x{x -*1)(2- x)dx 

0 Jo J 1 


故应选 ( c ). 

【594】曲线 y 


: r 3 + 2 +2 x 与 x 轴所围的图形的面积 A 


解令 y = o 得，一1,0,2.且-1<0：<0时,：^<0 ; 0<：工<2时，>>0.所以 


A 


l ： y|dx = 



r 2 37 

ydx + ydx = tz 

Jo 上 z 


故应填 


【抑 S 】 求曲线|11^|与直线1 




及 : y = 0 所围成的区域的面积 S . 


解 


I \nx I 


lar , 


x^\ 


1 - Inx, 0 < x < 1 

re 

(— hxx)dx + \nxdz 

J l 


- j:\nx — . 


x\ux 


]e 
- 1 


2 - 




与平面图形面积有关的应用题 

【596】从点 (2,0) 引两条直线与曲线 = P 相切，求由此两条切线与曲线 y = P 所围图形 


的面积 S . 


解如图5%所示，设切点为 U , y ) 则过切点的切线方程 


为 


Y ^ ~ 3a^(X 一 or ) ， 


因为它通过点(2, 0), 即满足 

0 - a〗 = 3(*2(2 _ a: ) ， 即 a 〗 + 3q ： 2(2 - a ) = 0_ 

可得《=0或《=3,即两切点坐标为：(0,0)与(3,27)，相应的两 




条切线方程为 


y 


与 27 X - Y —54 


( 2 , 0 ) 


选取^为积分变量，则有 


(& + 2_y^)d ： y=(^7+2 ： y-j ： yl) 2? = 


图596 


a v 27 


54 


点评求面枳问題与利用导数求切线方程问題相结合，增加了问題的综合性，读者应提高 


解决这种综合问題的能力. 

【597】在第一象限内，求曲线尸 -工 1 
轴围 成的图形面积为最小，并求此最小面积. 


+ 1上的一点，使该点处的切线与所给曲线及两坐标 


解设所求点 P ( xd ), 因为， 


- -2 xU >0), 故过点 P ( x ,： y ) 的切线方 程为: 
Y-y= -2x(X-x). 


当 X = 0 时，得切线在 j 轴上的截面距 ：6 = x 2 十1, 


当 Y =0 时，得切线在 x 轴上的截距 :a 


x 2 + 


2x , 
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故所求面 积为: 


S(x) = ~ab - ( - x 2 + l)cLr = x 3 + 2x 

I Jo 4 \ 


X 


S (x ) — 3x - 

4 v x 


再由矿 


(i 


得 驻点 : xo i 


>0 知， SUo ) 取得极小值，且当 0< X <1 时，仅有此一个极小值点，故此极小值点 


即为 SO ) 在 0<： C <1 上的最值. 

又 工 0 时’ 外 = = -^-( 2 / 3 - 3 ). 


故所求点为 



, y ), 所求最小面积为 j( 2 j 3 


3). 


【5拥】已知曲线 


U >0) 与曲线尸 InA 在点 Uo , ％)处有公共切线，求 


(1) 常数 a 及切点（: To , 九）； 

(2) 两曲线与 I 轴围成的平面图形的面积 S . 
解 （1) 分别对3 / =^^和》=1117^求导，得 

/ a r.r, / 1 

y = — f 和5 =「• 

2 Vx 

由于两曲线在 ( xo ，％) 处有公切线，可见 


y-\n^fx 


~ q )= =厂，得工0 = - 

2 2:0 a 


将 


Xo = 7 


分别代入两曲线方程，有 


图598 


y 0 = a 


^ = i ln i 


于是 a 


7 ； xo =^ = e ^ 0 


a V^o 


•/7 2 = 1.从而切点为（6 2 ，1). 


(2) 两曲线与 Z 轴围成的平面图形的面积 


e 2 y 2 )dy 


eV 


【599】已知抛物线 ：y =如 2 + Qx ( 其中 P< 0 y q >0) 在第一象限内与直线 :c + ：v = 5 相切，且 
此抛物线与: r 轴所围成的平面图形的面积为 S . 

• (1) 问： />和9为何值时， S 达到最大值？ 

(2) 求出此最 大值. 


解依题意知，抛物线如图599所示，求得它与: r 轴交点的横坐 标为: 


工1 


0,工2 


i 

T 


P (Ar 2 + qx)dx= (― x 3 + ^rx 1 


7工） 

^ 0 


P Q ° 
~6? 


( 1 ) 


因直线 z + y = 5与抛物线^ =奴 2 + or 相切,故它们有惟一公共点.由方程组 



x + y 


舡 2 




px 2 + (g + l)x 


0 , 其判别式必等于零，即 


x + y 


△ = (g + l ) 2 十20/> = 0, P 
将户代入 （1) 式得 


20 


(1 + Q ) 


200<? 3 A 200 9 2 (3-9) n 

S ⑷ ：^17’ 令川〉= 3( … )5 =0, 

得驻点《= 3.当0<9<3时，3'( 9 )>0 ; 当 q >3 时， S ' U )<0 
于是，当 g =3时, SU ) 取极大值，即最大值， 


图599 


此时，/> 


f ， 从而最大值 5 = ^. 


【 600 】 设曲线 


x 2 与它两条相互垂直的切线所围平面图形的面积为 S , 其中一条切线与 


曲线相切于点 AU，？)，a >0试 证：当 a = 女时，面积 <S 最小. 

分析利用定积分求出面积 S 与 a 的函数关系，再验证^ 

证设另一切线的切点为 B(6,6 2 ), 则因， =2i, 故此两 
切线的方程分别为 


=4时5最小即可 


y - a 2 - 2 a{x - a) f 

由于此两切线相互垂直，故有 


b 2 = 2b(x-b) 


y^x 


la ， 2b = 一 1 ，即 6 



4a 


解方程组 


j y - a 2 - 2a(x - a) 

I ^ - b z = 2b(x — b) 

得两切线的交点为 —-^ ab ) .因此，曲线 y = 2 与此两切 
线所围平面图形的面积为 


图600 


a 十上 
2 


[: r 2 - (2&r 一 6 2 ) ]dr + 


% a 

J 2 


[ x 2 — (2ar - a 2 ) ]dr 


2 


(x — ^) 2 dx 


^ ( x - a ) 2 dr - (a ~ 2 6) 
2 


4a 


因 a>0, 故当 a 十 & 取最小值时, S 也取最小值.为此，令 < p ( a ) = a 


4a 


，于是 j'UPl- 


< p f ( a ) = ^3>0, 且当 p'(a )=0 时有 a = ^ ■.所以 a = ^ ■是 a ) 的极小值点，并因 a >0 
时, p(a) 仅有一个极小点 a = ^ ■，故 中 ( a ) 在 a = ■时取得最小值. 

用广义积分表市平面图形的面积 


[ 601 ] 位于曲线 y = :r e i(0<:r< 十⑺）下方，: r 轴上方的无界图形的面积是 
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解 A = 
故应填 1. 


xe x cLr 


(x + l)e 


▲2x 


【602】设 Fix ) 


lx 


<0 

>0 


,S 表示夹在: r 轴与曲线 j = FU) 之间的面积.对任何 


尤>0,5山）表示矩形1<：*：<尤，0<3<^(0的面积，求 


(1) s(0 = s - sjf ) 的表达式 

(2) 5(0 的最小值. 


解 （1)5 


2x dx 


-2x 


因此 


S ( t ) = l - 2te' 2t y «G(0, +«>)• 


(2) 由于 S / ( t )= - 2(1-2£)e_ 2t , 故 SU) 的惟一驻点为 


.又 


S"U)，8(1 - z)c _2t ， S"( 了） = 了 >0， 

所以 s(~^~) = i - 1 为极小值,它也是最小值. 

2 e 

点评甶于 S 是一无界区域，所以需要通过广义积分表示，本题欲求面积的区域左方及右 
方延伸无穷，而 F ( x ) 是用两个表达式定义的分段函数.因此，所求的面积 S 是两个广义积分的 
和.在求出 S 及5 1 (0后，函数 S - SJ 0 的最小值可用通常的求最值的方法求得. 

极坐标系下求平面图形的面积 

【603】双纽线(: = 所围成的区域面积可用定积分表示为_ . 


(A)2 cos2_ 
Jo 


(C)2 


cos 2^ d ^ 


(B)4 cos2^d^ 


(D)y (cos2(9) 2 d^ 


解双纽线的极坐标方程为 P^cos^. 根据对称性， 


A = 4, 


• 2 d0 = 2 4 co & ZOdd . 

Jo 


故应选 (A). 

【604】设曲线的极坐标方程为 p = eWU>0)， 则该曲线上相应于 0 从 0 变到 2 tt 的一段弧 


与极轴所围成的图形的面积为 


解所求面积为 S 


J*:V ⑷肋 


丄 

2 


•2】 

Jo 


e 2ae dd = T ^ e 2ad 

4a 


2n 




4a 


( e 4na - l ). 


故应填 + 

4a 


一1>, 


【605】求心脏线 p = a(l + cosp) 与圆 p = a 所围成各部分的面积 (a >0) 
解如图 605 所示，所求面积分别为三 部分： 

(1) 圆内，心脏线内部分 

(2) 圆内，心脏线外部分 A 2; 

(3) 圆外，心脏线内部分 A 3 , 






( l)Ai =2 


f 2 


p 2 (< p ) d<p + "^ a 2 


2 


Jt 

2 


(1 + cos9) 2 df + ~^ a 


2 


[ a 2 + a 2 


2 


JL 

2 


1 + 2co S ^h- I± ^ 


却 


十 a 2 ( ^ + 2sin^> + ~~si 



JL 


^ a 2 + a 2 


2 


4 


7 T — 2 


2 


l 4 


7 C 一 2 



(2)A 2 = na 2 -A l 




2 


2 — 


7 C 

4 




(3 〉 A3 =2 


2 1 r 2 


2 


[a 2 (l + cosp) 2 一 a 2 ]d<p = a 2 j (1 + 2cos<p + cos 2 ^ — l)d<p 


f 


= a 2 


2 


7 Z 


(2cos^ + co^(p 、 d<p = a 2 ^ 2 . ^ 


【606】 求曲线 r = 3cos^ 及 r = 1 十 cos 没 所围成图形的 
公共部分的面积. 

解 如图606所示，公共部分为心脏线与圆周所围成， 
解方程组 

r = 3cos 沒， 
r=l + cos 沒， 

得交点（*!， ± f )， 再由对称性，所求面积为 


A =2(A l +A 2 ) 


2 


- 2 


3 
0 


(1 十 cos 汐 ） 2 d 沒 + 


jt 

2 

JL 

3 


(3cos6) 2 d(9] 



.Jt 


0 


Jt 


1 + 2cos0 十 


cosZS i n ^ f 了 1 + cos2^ 

Y ~ i dd ^ 9 ^^~ 


dd 


3 


2 


^2sin^ T si^ 


JL 

3 

0 


+ 9( j + -~sin20) 


f 一】 

jt 4 


n 十 


【607】 求曲线及 r 2 = coe 2 i 9 所围成的图形的公共部分的面积 
解 如图 607, 公共部分由圆周与双纽线围成，解方程组 

r = j 2 smd 


2 


cos2 汐， 


得交点 AC ^, "^?!：)，由 r 2 


: os 2(9>0 和 T — V ^ sir ^ X )， 有■，由对称性，所求 


面积 


A = 2{A\ + A 2 ) 
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2 


(/2sin6) 2 d0 




JL 

4 cos26d& 


'6 1 一 ccsld 
o ~2~ 


(0 — ^~ sin 2 汐） 

上 o 


士 ( i - f ) 十 1 f 1 


V 2 


=V2sin^ 




A 


= cos 2 沒 


图 607 


平行截面面积为已知的立体体积的计算 

【608】 某立体上、下底面平行，且与: r 轴垂直，若平行于底的截面面积 AU ) 是 x 的不高于 

二次的多项式，试证该立体体积为： V = - j ( B x + 4 M + B 2 )， 其中 A 为立体的高，仏， B 2 分别是底 

面面积， M 为中截面面积. 

证设 i 处的截面面积为 AU ) = a 0 x 2 + a\x + (22. 

由 =4(0)，£ 2 =焱(力），从=八（^~)得 

^2 = - Bj , a \ = (4 M _3 Bi 一 Bi )/ h ， = (2 B \ + 2 B : - 4 M )/ A 2 , 


则 


y 


n 

( a^x 2 十 a^x 十 ai)dx — 

Jo 

-^( B ! + 4 M + B 2 ). 


2Bj +2B 2 -4M , 

n 工 


4M-3B 

/T 


b 2 


+ Bi)dx 


【 6 09】设有一正椭圆柱体，其底面长、短轴分别为 2 a 、26,用过此柱体底面的短轴且与底面 
成 a 角 (0< a < f ) 的平面截此柱体，得一楔形体(如图 609), 求此楔形体的体积 V . 


解 底面椭圆的方程为 




1，以垂直于: c 轴的平行 


平面截此楔形体所得的截面为直角三角形，其一直角边长为 






另一直角边长为 CI 


tana , 故截面面积 


< 


S(y)^y(l--^)tana. 

Hr«n \r- s [ b ^l/i _ 


楔形体的体积 V =2 ^ ^(1 


— 7^)tana 


la 2 b 


tana 


图 609 





绕坐标轴旋转所得旋转体体积的计算 


【610】求曲线 : y 


2: r，y = 0, : r = l，:r = 3所围成的平面图形的面积 S ， 并求该平面图形 


my 轴旋转一周所得旋转体的体积 V . 

解如图610 所示，所 求面积 SzSi + Ss .易见 


S ! 


S 2 


2 2 

(2 x — x 2 )Ax — X 2 

I 1 

{x 1 ^2x)dx— 士 x 3 


3 


故所求图形的面积 S-Si + 52^2. 

平面图形 Si 绕 j 轴旋转一周所得旋转体体积 


Vi 


(1 十 J 1 + y) 2 dy - it = 


117T 

了. 


平面图形 s 2 绕 y 轴旋转一周所得旋转体体积 

V 2 = 277t-n f 3 (1+ V / TT ^) 2 dy = 4 r ! 


y = x 2 -2x 


图 610 


故所求旋转体体积 V = + V 2 = 9 k - 

点评对于几何应用題均应先画出草困，再用有关公式进行计算.画图时应尽可能画出相 
关的平面困形，这对选取面积、体积公式及确定积分上下限都非常有用. 

【611】星形线 J ^ y ^ = 绕 I 轴旋转所得立体体积. 

解星形线的参数方程是 x = aC os 3 f ，： y = a sin 3 r 又由对称性 


=27 ： (asin 3 0 2 d 


2k a 2 sirft *3acos 2 tsinfdt 
Jo 


= 67 ra 3 2 ( sin 7 之一 sin 9 艺 ) ck = ^^? ca 3 • • 

Jo lUO 

【612】已知一抛物线通过 a : 轴上的两点 A (1，0), B (3,0). 

(1) 求证: 两坐标轴与该拋物线所围图形的面积等于 i 轴与该抛物线所围图形的 面积； 

(2) 计算上述两个平面图形绕: r 轴旋转一周所产生的两个旋转体体积之比， 

解 （1) 设过两点的拋物线方程为： y = a (: c - l ) Cr -3>, 则抛物线与两坐标轴所围图形 


的面积为 


5 i = | a ( x - l )( j ：-3)| cb : = | a | ( x 2 ~ 4x + 3)(bc~ ~r~\a \ 

Jo Jo ^ 


抛物线与: r 轴所围图形的的面积为 


S 2 = f I a(x - 1 ) (工 一 3) I dr = 1 a I f (4x - x 2 - 3)dx = ~r\a\ 


所以 S \ — S2 * 


(2) 抛物线与两坐标轴所围图形绕: r 轴旋转所得旋转体体积为 

V a = 7T f 1 a 2 [(x-l)(x-3)] 2 dx = na 2 f [(工 一 l) 4 一 4(: 一 l) 3 + 4U — l) 2 ]dx 

Jo Jo 


na 




38 

15 


na 


2 
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拋物线与 I 轴所围图形绕$轴旋转所得旋转体体积为 

Vi = n a 2 [(x — 1)( j : ~ 3 )] 2 Ar = Tea 2 (又 J ) - （x _ l ) 4 + - l ) 3 ] | 

1 ^ J J ^ 1 1 


16 

15 


na 


所以 


u 

V 2 — 8 • 


【613】求曲线 与/二 
转所产生的立体的体积. 


所围成的两个图形中较小的一块分别绕: T 轴、^轴旋 


解如图613所示，绕: T 轴旋转所产生的立体的体积为 




m 

K 


3_ 


^ a rl 

~xdx + n n (1 - x 2 )dx 

o 2 J 古 




2 女+心_孕） ' 


19 

48 


绕 y 轴旋转所产生的立体的体积为 





2 

2 


y 2 ) 2 - {-^ y 2 ) 2 dy 



2n 


2 丌 （: y — 


(y-y 2 - gy 4 )dy 



10 


【614】求曲线 y = e x > y = sinr , :c = 0 和 

图形绕 a : 轴旋转所成立体的体积. 


1所围成的 


解 


如图614所示，因为所以 


V x = n ( e 2x — sir ? sc ) dr 

Jo 

[l 2 x 1 ^ 1 ^ 1 I 1 

=n -^e - —x + — sin 2 x 

L 2 2 4 J 1 o 


= 7rLy(e 2 -l)-y+ ~ S in2_ 

禮 _ 

二冗 +( e 2 + 士 sin2) - 1 . 

[615] 求平面上的圆盘 U _ 6) 2 十/ < a 2 (0< a <6) 
镶 y 轴旋转所得之圆环体的体积(如图 615 所示）. 

解从圆的方程(: r -« 2 十 y = a 2 解出 a 得 

x^=b± 4 a 2 :y 2 (lyl^a), 

其中取“ + ”时表示右半圆，取“”时表示左半圆. 

设由右(左)半圆和: y 轴及直线^=〜^= - a 所围成 
的平面区域为 DKD 」， 由^(乃^绕 y 轴旋转所得的旋转 
体的体积记为 V \( V y2 )， 则由公式有 


: C 2 + V 2 = 




(1-4 


图613 


X = 




( 0 , 1 ) 


少 = sinx 


图614 



图615 




Vy = [ n(b + -/ a 2 - y 2 ) 2 dy = 2 f n(b 
1 J -a Jo 

I 灰 (b _ -J~a} ~ y 2 ) 2 d3 , = 2 j n(b 



y 2 


a 2 - y 2 ) 2 dy 
a 2 - y 2 ) 2 dy 


此圆环体的体积 v y = V yi 

V y =2 tc[ | a (6 + 

= 2ttJ: [(6 + 


\ ，所以 


a 2 - y 2 ) 2 dy -。（ 6 一 7 a 2 -^ 2 ) 2 d^] 
a 2 ~ y 2 ) 2 ~ (b ~ J a 2 ~ y 2 ) 2 ~\dy - lit 


2z J 4b 


y 2 dy 


Snb v a 
Jo 


= 8tc& I y 


2 


a 2 - y 2 十十 arcsin — 

Z a 


a 


= 47ta 2 6arcsinl = ^na 2 b t ~^ = 2i( l a 2 b . 

【616】已知曲线: y = a ^ U >0) 与曲线 : y = W ^ 在点 ( xo ，％) 处有公共切线，求 

(1) 常数 a 及切点（：^，外） ； 

(2) 两曲线与 x 轴围成的平面图形绕 I 轴旋转所得旋转体的体积％. 


解 （1) 如图616所示.分别对 : y = 和 


ln / i 求导，得 


由于两条曲线在点(^, %)处有公切线，可见 


2 x 


将 


Q 一 1 一 1 

2/jr^^ Xo= 7 2 ' 


工 0 =七分别代入两曲线方程，有 

a 





yo 


于是 a 


; 工 0 


~^ = T { n 7 2 - 

=e 2 , y Q = a Jxq 


• yi 2 





从而切点为 ( e 2 , l ). 



(2) 旋转体的体积为 


^ = ln ^ 






.0 兀 (+^) 2 心 - J : 兀 “ ) 2 如 


图616 


2 e 2 '0 


7 T 

T 


_xlnlr|; 




f 

[4 e 2 -2 xlax |； 


2 


dx = 


九 2 艽 e 

2 xe - —x ^ 


2 • 


【6 H 】 在曲线 : V = : c 2 ( x >0) 上某点 A 处作一切线，使之与曲线 以及: r 轴所围成图形的面积 


为15, 试求: 


(1) 切点 A 的 坐标； 

(2) 过切点 A 的切线 方程； 

(3) 由上述所围平面图形绕: r 轴旋转一周所成旋转体的体积 






解 （1) 如图617•设切点 A 的坐标为 U , a 2 )， 则过点 A 的切 


线方程的斜率为， 


2 a , 切线方程为 


y - a 2 = 2 a(x - a ) % 即 y = 2 ar - a 2 

由此可见,切线与 ： r 轴的交点为 （ f ，0) •曲线、 _ r 轴以及切线 
这三者所围图形的面积为 
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( i ( a 9 a 2 ) 


dx 


12 _ 


而由题设知 S 


12 


，因此 a 


积 • 


为 


于是，切点 A 的坐标为 (1,1). 

(2) 过切点（1， 1) 的切线方程为 y = 2 x - l . 

(3) 由上述所围平面图形绕 I 轴旋转一周所成旋转体的体积为 


图617 


V 


w ( x 2 ) 2 dz 


tc(2x - l) 2 dr 


30 


绕平行于坐标轴的直线旋转而成的旋转体的体积 

【618】求曲线 y = 3 - | P -11 与: r 轴围成的封闭图形绕直线7 = 3旋转所得的旋转体体 


解 


与 BC 的方程分别为 
y = x 2 + 2(0^ x ^ l ), 与 


4 _ * r 2 ( - 


设旋转体在区间[0，1]上的体积为 Vi ， 在区间[1，2]上的体积为％，则它们的体积元素分别 


dV , = 7 t {3 2 -[3-( x 2 + 2)] 2 > cb : 
dV 2 = 7 r {3 2 - [3- (4- x 2 )] 2 } dr . 


由对称性得 


V -2( V ! + V 2 ) 

= 2n f 1 {3 2 - [3- (a： 2 + 2)] 2 >dLr 
Jo 

+ 2tt r {3 2 - [3-(4-x 2 )] 2 }clr 



图 618 


2tc (8 + 2 工 2 — j： 4 )dr 

Jo 


点评 


= 27 c (8 x + 音文 3 — 女工 5 ) 0 = 兀 . 

本題应注意体积元素在不同区间上的表达式不一样 


【619】过坐标原点作曲线 : y = lnx 的切线，该切线与曲线 : V = lnx 及 x 轴围成平面图 形 /X 
(1) 求 D 的面积 A ; 


(2) 求 D 绕直线 


旋转一周所得旋转体的体积 V . 


解 （1) 设切点的横坐标为 x 0 , 则曲线^ 


Inro ) 处的切线方程是 



y = lrix 0 + — (x - x 0 ), 

工 o 


由该切线过原点知 lax o -l = 0, 从而: r Q = e ， 所以该切线的方程为> 


为 


平面图形 D 的面积 A = ( e ^ - e ^) d ^= ~e - 1. 

Jo 2 

(2) 切线 y f 与轴及直线 x = e 所围成的三角形绕直线 x = e 旋转所得的圆锥体体积 


Vl= ? e2 . 


曲线 : y = lar 与^:轴及直线: r = e 所围成的图形绕直线 


旋转所得的旋转体体积为 


V 2 


ff ( e 一 e y ) 2 d ^. 


因此，所求旋转体体积为 

y= v r - V 2 


y.e 2 - j o .(e-e-) 2 d^f(5e 2 -12e + 3). 


【620】设平面图形 A 由; r 2 + ： y 2 <2： r 与所确定，求图形 A 绕直线 : r = 2 旋转一周所得 
旋转体的体积. 

解 A 的图形如图620所示， yk 

取: y 为积分变量，它的变化区间为 [0, 1]，易见 A 的两条边界 
曲线方程分别为 W \ 


1 - J I - y 2 及 


: y (0«1). 


于是相应于 [0,1] 区间上任一小区间[: y，：y + d ： y ] 的薄片的体积 


元素为 



N [2 - （ 1 - 7 l - ^ 2 )] 2 - ^(2 - ^) 2 } d , 


2 tt ] 


图620 


-y - (1 - : y) 2 ]d ： y ， 


即有 dV =27 t [/ YT 7 2 -( 卜以].于是所求体积为 


V 


2tt[ 71 - y 2 - (l-^) 2 ]d^ = 27t 


y z + ~2 arcsine + 


(1 一 v ) 3 


" 1 
- 0 


27 T(f 


1 1 7 C 2 _ 2 ff 

3卜 Y 一 T 


有关旋转体体积的应用题 


【621】设曲线 : y 


(^>0，工>0)与5 = 1-： 1 ： 2 交于点4,过坐标原点0和点泌的直线与 


曲线5 


围成一平面图形•问 a 为何值时，该图形绕 x 轴旋转一周所得的旋转体体积最大? 


最大体积是多少? 


解 当工 >0时，由 1解得 ： r 

U = l - x 2 


+ a 


故直线 G 4 的方程为^ 
旋转体的体积 


+ a 
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V 


TT： ,oV 


a 2 x 4 )dx = 7t 


a ! 


3(1 + a ) 


2k a 2 

15 (l+a)f 


dV 2jr 2 a ( lh )[ a 2 •音 (l + a)i _ fl 2 


da 15 


(1+ a ) 


15(1+ a )2 


(a>0) 


dV 


令 E =0, 并由 a >0 得惟一 驻点 ： a =4. 

由题意知此旋转体在 a =4时取最大值,其最大体积为 

2 tt 16 _ 32/5 
15 # 5 { ~ 1875 ^ # 

点评本题考查旋转体的体积公式及求最大值问题.旋转体的体积依赖于两抛物线交点位 
置，而交点位置由参数 a 确定，所以首先要求出两抛物线的交点坐标（参数 a 的函数），再写出直 
线 Q 4 的方程以及旋转体的体积（均为参数 a 的兩数），最后求出最大值. 

【622】设函数 / U ) 在闭区间[0，1]上连续，在开 K 间(0，1)内大于零，并满足 V '( x )=/(： r ) 

+ ^ x 2 U 为常数)，又曲线> =/(：0与工=1,5 = 0所围的图形 S 的面积值为2,求函数> = 
/(: r )， 并问 a 为何值时，图形 S 绕 a ： 轴旋转一周所得的旋转体的体积最小. 


解由题设知，当 a :#0 时， 


~f(x) 3a nn d fix) 3a 

— ? —，即石 L 了 hT ， 


据 此并由 /( X ) 在点: T =0 处的连续性，得 


fix) = —(zr 2 + Cr y x6 [0,1]. 


又由己知条件得 


(^- ar 2 + Qc)dx= (~- 


即 C -4- a . 因此 / U ) = | ax 2 + (4- a )_ r . 旋转体的体积为 


3 + f ': 2 ) l :+ + + C ， 


[音虹〜 (4- 士 ] 2 dx =( 忐士 + 兀 


由 V ( a ) = ( 古 a + 士 ) tt =0, 得 a = 

故 a = -5 时，旋转体体积最小. 


5 .又因 V"(a)-^>0. 


【<523】设0 1 是由抛物线7 = 22和直线工=«，：^；2及3^0所围成的平面区 # 域 ; 0 2 是由 


抛物线 


2_ r 2 和直线 


0 ,:r = a 所围成的平面区域，其中 0< a <2, 


(1) 试求 D . t 绕 x 轴旋转而成的旋转体积 V 1; D 2 绕 y 轴旋转而成的旋转体体积％ 

(2) 问当 a 为何值时， R + V 2 取得最大值？试求此最大值. 

解 （1) 如图 623. 

Vj = m (2 x 2 ) 2 Ax = ^(32 - a 5 ); 

. n J 


V 2 = 7 ta 2 ^2 a 2 - 7 r ^dy = 2 na 4 - na 4 = Ka 4 . 

Jo ^ 





(2) 设+% = ^(321 5 ) + 7^ 4 .由 

V =47ra 3 (l - a) = 0, 

得区间 (0,2) 内的惟一驻点 a = l . 

当 0<a<l 时， r >0; 当 a>l 时， 7<0. 

因此 a = 1是极大值点即最大值点.此时 ， R + V 2 取得最大 

值，等于 ft 

求旋转体的表面积 

[624] 设有曲线^= / d 过原点作其切线，求由此曲 
线、切线及: r 轴围成的平面图形绕: r 轴旋转一周所得到的旋转体 
的表面积. 

解如图624所示. 

设切点为(: r Q ， /^=1)，则过原点的切线方程为 


2 Jxq-1 

再以点 （ Xfl ，J Xq -\ ) 代入，解得 


y ^2 x 




图623 


( 戈 o，*V 戈 0 • 1 ) 


_ _ 


工 0 = 2 ， ^0 


工 0 


1, 


则上述切线方程为 ft 


图624 


由曲线^ 


绕 x 轴旋转一周所得到的旋转面的面积 

.2 _ _ 

S ] = 2ny J y^ 2 dx = n J 4 x -3 dr = - 1); 

J 1 J i o 


由直线段 t ： r (0<: c <2) 绕: r 轴旋转一周所得到的旋转面的面积 


S2 = 27 T 

Jo 


一 jc^~dx=y5K 


因此，所求旋转体的表面积为 


Si + S2 


n 


(1175-1). 


曲线为#数方程时弧长的计算 


【 6 25】求摆线 

m S =sin “ 


ds 


x = 1 — cost … 

—拱 (0 

y = t - sint 

普 =1 - cost ，所以 

\T?t + (1 一 co&t ) 2 dt 


•拱 (0< i <27 r ) 的弧长 


2(1 — cost )dt = 2 sin 了 dt (0^ t ^2 n ) 


从而 


2 sin ~dt = 8. 
0 2 


( jr = ci (t ~ sinf ) 

, 、上求分摆线第一拱成 1:3 的点的坐标. 

y = a(l ^ cost ) 
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解第一拱总长为 


a ( T - cosO 2 + sin 2 1 dr = y/la f 

o J 


2« - t 

V 1 ~ costdt — 2 a sin "irdt — Sa 
o Jo 2 


设点 iVf (: ro , Jo ) 为摆线第一拱弧长为1:3，显然0^ = 2^，即 


c o t 

2 a sin ~^rdt — 2 a ， 
Jo 2 


求得 t 0 = •于是 x 0 = y 0 


x 


所求点为 a ( y TC 


’3、 3 

y)， T a 


曲线为极坐标方程时弧长的计算 


【627】对数螺线 


e 2?, ±<p = 0 flj 


27 T 的一 •段 弧. 


解 


5 


0 


e 4 ^+4e T9， d 9 > =75 j 2n e 2 ^d<p = y[e 4 " - 1] _ 


【628】求心脏线 


a(l + cos 0) 的全长,其中 a >0是常数 


解 /( d ) 


a sin 疔， 


ds 


r 2 十 （ r ') 2 d 0 = a V (1 + cosd ) 2 + ( - sin ^) 2 d ^ =2 a cos 了 d 沒 


利用对称性知，所求心脏线的全长 

5 =2 f 2 acos 冬 d 汐= 8 asin 妥 ^=8^ . 

Jo 2 2 o 

曲线为一元显函数形式时弧长的计算 

【629】设位于第一象限的曲线 y =/ U ) 过点(^，士），其上任一点 P ( u ) 处的法线与 y 

轴的交点为 Q ， 且线段 PQ 被: r 轴平分. 

⑴求曲线 P / U ) 的 方程； 

(2 )B 知曲线:在 [0,7 T ] 上的弧长为/，试用/表示曲线 3^/ U ) 的弧长 s . 


解 （1) 曲线 


/ U ) 在点 P ( x ，： y ) 处的法线方程为 


Y-y = -^ r ( X - x ), 


其中 ( X ， Y ) 为法线上任意一点的坐标.令 X = 0, 则 


v 1 工 

y =3； V ， 


故 Q 点坐标为(0, y - t ~). 由题设知 


: y + ：y 十 = 0， iP Zydy ^ x 6 x~Q 

y 


积分得 a : 2 + 2 y=C ( C 为任意常数）, 


由 ： y 



知 C = l , 故曲线 ： y =/ U ) 的方程为: t 2 + 2 j 2 





(2) 曲线 : y = sinx 在 [0,7 r ] 上的弧长为 / = 2 




曲线的参数方程为 






§2. 定积分在物理学上的应用 

定积分在物理中的应用主要包括变力作功、引力、液体的静压力、质量、重心及转动惯量等， 
解这些应用题首先是把实际问题化为数学问题，并把合力分解为投影到坐标轴的分力后分别进 
行积分计算.而求平均值只需要弄清楚是求函数的平均值还是均方根，然后选用相应的公式即 
可. 

对于几何、物理学中的实际问题，定积分的元素法提供了一个解决问题的很好的途径.在元素 
法的使用过程中，先取积分变量 X 与积分区间 [ a ，6] 及寻求所求量《的积分元素 d U =/(： T ) cir 的 
表达式是最为关键的两点.特別是在确定积分元素的表达式时，需先把最简单的情况下如何计 
算相应的量搞清楚，例如变力作功的计算，就要先搞清楚质点沿直线运动时常力所作的功为 
F - S , 这样才清楚变力在小曲线段上作功的近似值为其中 fl 为曲线的切向量 4 其他如面 
积、弧长、体积、引力、压力等都是如此. 


基本题型 

有关变力作功问题 

【630】 半径等于 rm 的半球形水池，其中充满了水.把池内的水完全吸尽，需作多少功? 
(水的密度 p = 1000 kg / m 3 , 设重力加速度为 g ). 

解法一 建立坐标系如图 630(1) 所示. 

W " 二 1000 «g (r — A )[ r 2 — (r — / i ) 2 ] d/i 

Jr 
r 0 

=lOOOTtg [ r 2 (r — A ) — (r — / i) 3 ]dA 

Jr 

2 • 0 
- ~{r ~ h ) 2 + ~ hY 



=10007tg* 
= 250ngr\ 


图 630(1) 
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§2. 定积分在物理学上的应用 


解法二建立坐标系如图 630(2) 所示 

W = lOOOTTg f r (r 2 -h 2 )hdh 

Jo 

f 1 4 \ r 

=lOOOTTg- VP — 子 

\ Z H ) o 

= 250rcgr 4 . 

故吸尽池内的水作的功为 250Ttgr 4 (J). 



图 630(2) 


【631】为清除井底的污泥，用缆绳将抓斗放入井底，抓起污泥后提出井口（如图640所示）. 
已知井深 30 m ， 抓斗自重 400 N , 缆绳每米重 50 N , 抓斗抓起的污泥重 2000 N ， 提升速度为 3 m / s ， 在 
提升过程中，污泥以 20 N / S 的速率从抓斗缝隙中漏掉.现将抓起污泥的抓斗提升至井口，问克服 
重力需作多少焦耳的功？ 

(说 明：① lNXlm = l 〗 ; m ， N ， s ， J 分别表示米，牛顿，秒，焦耳.②抓斗的高度及位于井口上方 
的缆绳长度忽略不计 .） 

解作 I 轴如图631所示，将抓起污泥的抓斗提升至井口需作功 

ZV~ VU\ + IV2 + 

其中叫是克服抓斗自重所作 的功; 是克服缆绳重力所 - 7-\ 

作 的功； ％是提出污泥所作的功.由题意知 W / f ^ 

- 400 x 30 = 12000 . ^77777777^ ~ 3 ° 

将抓斗由; r 处提升至: r + dr 处，克服缆绳重力所作的功为 _ I 


dm2 = 50(30 — x)dx 


从而 


XV2 


50(30- o：)dr = 22500 


在时间间隔 +&] 内提升污泥需作功为 

d ^ 3 = 3(2000-20 r ) dx . 

将污泥从井底提升至井口共需时间10,所以 



+ Ac 


图631 


加3 


3(2000-20 Od ? =57000. 


因此，共需作功 


12000 + 22500 + 5700= 915000). 


【632】某建筑工程打地基时，需用汽锤将粧打进土层.汽锤每次击打，都将克服土层对桩的 
阻力而作功.设土层对桩的阻力的大小与桩被打进地下的深度成正比（比例系数为 k ， k > Q )， 汽 
锤第一次击打将桩打进地下 am . 根据设计方案，要求汽锤每次击打桩时所作的功与前一次击打 
时所作的功之比为常数 r (0< 1) .间： 

(1) 汽锤击打桩3次后，可将桩打进地下多深？ 

(2) 若击打次数不限，汽锤至多能将桩打进地下多深？ （注: m 表示长度，单位米）. 

解 （1) 设第 n 次击打后，桩被打进地下： r n ，第 n 次击打时，汽锤所作的功为 W n (n = l t 2,3 t 
…）•由题设，当粧被打进地下的深度为 X 时，土层对桩的阻力的大小为匕，所以 




kxdx 


工1 


太 

2 







x 2 


X. 


kxdx 


(xl - X\) 


k 

2 


{x\- a 2 ) 


由得: r 2 2 - a 2 = m 2 , 即 x z 2 = {l + r)a 2 . 


W 3 


工3 


kxdx 


(X 3 •- x\ ) 


2 


A 

2 


[(x\ 一 （1 十 r)a 2 ] 


由 W3 = 7W2 = r 2 Wi ， 可得 ^3 - (1 + r ) a 2 = r 2 a 2 , 从而， : c 3 = v 1 + r + r 2 a f 即汽锤击打 3 次后， 
可将桩打进地下 J \ + r + r 2 am . 

(2) 由归纳法，设: r „ = •/1 + r + + r ”- 1 a ， 则 

W„ + t = n+1 fccdz 二 ~(x 2 n+ x ~ x 2 n ) = ~ (1+ r+ ••- + r^'^a 2 ]. 


由于，故得 4 + 1 -（1 +广+…十'- 1 、 2 :々 2 ,从而 


x n^l = 


v 1 + r + ••• + r w a = 



于是 lim x n 


n 



l 


即若不限击打次数，汽锤至多能将桩打进地下 

点评本题将变力作功和数列极 f 艮两个知识点结合在一起，是有一定难度的综合计算超, 


利用定积分求水压力 


【633】底为 8 cm , 高为 6 an 的等腰三角形片，铅直地沉没在水中，顶在上，底在下且与水面 
平行，而顶离水面 3 an , 试求它每面所受的压力（设重力加速度为 g ). 


解 所受压力 F = (3 + x ) •夺 jrdx = (4 x + +: r 2 )dx = (2 a ： 2 + 6 = 168 g . 

Jo 3 Jo 3 y 0 

或 0.168 N . 


【634】某闸门的形状与大小如图所示，其中直线 Z 为对称轴，闸门的上部为矩形 ABOX 下 
部由二次拋物线与线段朋所围成.当水面与闸门的上端相平时，欲使闸门矩形部分承受的水压 
力与闸门下部承受的水压力之比为5:4,闸门矩形部分的高 h 应为多少1«(米)？ 


解法一 建立坐标系如图 634(1) 所示，则抛物线的方程为 

尸工 2 ， 

闸门矩形部分承受的水压力 


A + 1 


Pi -2 


p^(h + 1 — y)dy 


2pS 


(h + 1 )^ 


2 


h 


figh 


其中 p 为水的密度，为重力加速度 
闸门下部承受的水压力 



P 2 = 2 Jo 


pg(h + 1 — yXfydy 



图634⑴ 





2pg -~(h + 1)^2 - ~yi 




由题意知 


Pi 

f 2 


5_ 
4 ， 


即 


4( + A 


+ 4) 


丄 
4 ， 


解之得 h =2 ，h 


(舍去），故 = 


即闸门矩形部分的髙应为 2 m . 

解法二 建立坐标系如图 634(2) 所示，则拋物线方程为 

x = h 十 1 一 y 2 • 

闸门矩形部分承受的水压力为 


万 +1 


Pi = 2 pgxdx ^ pgh 2 、 
J 0 


闸门下部承受的水压力为 


设 Jh + 1 


rA + l _ 

P2 = 2 pgx v /1 + 1 ^ xcLr 
J h 

，得 


P 2 - ^Pg (/i + 1 - t 2 )t 2 dt 

Jo 


图 634(2) 


4 疼 (h + l)-j 


. 


+ 4 ). 


以下同解法 一. 

有关引力的讨论 


【 635 】 设星形线上每一点处的线密度的大小等于该点到原点的距离的立方， 

^ y = a sin 3 1 

在原点 o 处有一单位质点，求星形线在第一象限的弧段对这质点的引力. 

解 如图 635 所示. 

在弧上取一小段 cb , 将其近似地看成质点 U ， >0,其质量为 

+ 由两质点间的引力计算公式，此小段对在原点处的 

单位质点的引力 dF 的大小为 

dF^ 吟 2) fc “ W + y) i ds , 

x l + y L — - - m 

(其中*为引力系数） ^1 ^~ r 

从而可求出 dF 在水平方向和垂直的分力分别为 g 635 

dF x = dF • cosa = 々（ x 2 十 y 2 )2^— z == d $ = feeds 

A 2 + 〆 


图 635 


dF y = dF* si 


•sina 


k(x 2 + y 2 )2 


x 2 + y 


ds = kyds 


从而 



rf 3 

1 kxds — k acos^t 
A JO 


[3a cos 2 1 •(— sin/) ] 2 + [3asir?I • cost ] 2 dt 





JL 

2 ...4 


3 a 2 k cos 4 ? 9 s\ntdt 
Jo 


2 

3 a 2 k cos 4 td ( co & t ) 
Jo 


ka 2 ， 


Fy 


kyds 


k a sin 3 之 

Jo 


[3 a cos 2 之 （一 sint ) ] 2 + [3 a sin 2 Z • cost ] 2 dt 


f JL X 

3 a 2 k sin 4 1 • cos ^ d £ = 3 a 2 k sin 4 id ( sini ) 
Jo J o 


ha }. 


所以星形线在第一象限的弧段对位于原点处的单位质点的引力为 


¥ 


\ka}i + ^rka 2 j. 


点评对于儿何、物理学中的实际问題，定积分的微元法提供了一个解决问题的很好的途 
径.在微元法的使用过程中，选取积分变量: r 与积分区间[«，6]及寻求所求量 M 的积分元素 du 
二 / U ) dr 的表达式是最为关键的两点.特别是在确定枳分元素的表达式时，需先把最简单的蜻 
况下如何计算相应的量搞清楚，例如变力作功的计算，就要先搞清楚质点沿直线运动时常力所 
作的功为这样才清楚变刀在小曲线段上作功的近似值为 F * nd 5, 其中/!为曲线的切向 
量，其它如面积、弧长、体积、引力、压力等都是如此. 

【636】设有质量均匀分布的细杆，线密度为常量 …长为 在杆的中垂线上到杆距离为 a 
处有一单位质点 M , 求杆对这单位质点的引力. 

解根据万有引力定律，由微 元法： 


dF 



dr 


故 


F 



dr 


2kpl 

4a 2 + l 2 


【637】 


质量为 M , 长为 / 的均匀杆 M 吸引着质量为 m 的一质点 C , 此质点 C 位于杆 


的延长线上，并与较近的端点 B 的距离为 a , 试求： 

(1) 杆'与质点间的相互吸 引力； 

(2) 总质点在杆的延长线上从距离 ri 处移至 r 2 处时，克服吸引力所作的功 
解如图637所示. 



图637 


(1) 据万有引力定律，由微元法有 


brn ♦ Hx 

km / dr = 心 

( / + a - x) 1 I (/ + a - jo ) 2 


F 


hrM [ l 


dr 


kmM 


o (/ + a - x ) 2 a(a + 0’ 





其中 々为 常数, 


(2) 由 （1) 知，位于 B 、 C 间距 B 端为 x 的点与杆的引力为所以 


w = 


r 2 hrM , = kmM x r 2( r i + O 
、工 (1 + l) l n r x (r 2 + 0 • 


计算吸入空气总置 

【638】设人呼出或吸入的气流的速率 Wr )( m / S )， 可用一个正弦曲线 t ；(0= A S in (_0 来 

描述，其中时间 r (单位为秒)从某次吸气开始时计算起, A 是最大气流速率，丁为一次呼吸所用 
时间.当正弦曲线函数值为正时，人正在 吸气； 反之，正在呼气.在吸气的某个时间段 [ hh ] 上, 
曲线 : y = 与 Z = h 及/轴所围面积就是人在这个时间段上吸入空气总量.试求人每次 
吸气时吸入空气的总量. 

解人每次吸气时吸入空气总量为 

^v(t)dt = A\J S in 亨 , dpf^cos^-cos 争 2 ]. 


§3. 综合提高题型 


有关利用定积分计算平面图形面积的综合题 

【639】设: rQy 平面上有正方形 D = < y ) | O ^ x ^ l , 0<： y<l } 及直线 l：x + y = t (f >0) 
若 s («) 表示正方形 d 位于直线 / 左下方部分的面积，试求 r s ( t)dt u > o ). 


解如图639所示，由题设知 


S ⑴ 


2 


0«1 


2 


1， 


+ — 1 , 1 < t^2 


t >2 


所以，当时, 


S ( t)dt 


2 


dt 


6 , 


当 l < x <2 时 


S ( t)dt 


当 x>2H 


S ( t)dt 


S ( t)dt 


6 


o 


S ( t)dt 


S ( t)dt 



S ( t)dt = x ~ \ . 


因此 






工 3 , 


O^x^l 


S ( t)dt 

Jo 


-~x 3 + ^-x + y, l<x<2 


: r 一 1 ， 


>2 


点评分段函数的积分，应根据不同区间上的函数表达式，利用定积分的可加性分段计算， 

本题先根据 f 的取值蜻无，求出 SU ) 的表达式，然后根据 z 的取值确定 rS(Odi ( x >0). 

Jo 

[640] 如图640所示， Q 和 C 2 分别是 ：y = f (1 + #) 和： y = e " 的图象，过点 (0,1) 的曲线 C 3 

是一单调增函数的图象.过 C 2 上任一点 M ( x , 3O 分别作垂直于 j : 轴的直线4和~，记 Ci , C2 与 G 
所围图形的面积为 SiUhQ , C 3 与& 所围图形的面积为 S 2 (: y ). 如果总有(: v ), 求曲线 
C 3 的方程 x = p (： y ). 

解由题设 S ! (: r ) = S 2 (： y )， 知 4 _ c 2 


o te - y(l + e ^)] d . 


[ ln：y - ^>( y)]dy 


即 


Di - 


~ Y )dj: = 


[ ln：v - < p ( y )] dy 9 


两边对: r 求导，得 


[ ln_y _ 


由尸#得 




M ( A 


C { 


ye:- y = u - 炉 (e J )]e' 

于是 P ( e :) + 古-+，从而 = ln >» + ~ 


故曲线 Cl 的方程为 


ln：y + 



2 y 2 • 


图 


点评用定积分表示面积得到一个方程，再通过积分上限函数求导化为方程求解.此題解 
題思路比较明显，根据題设条件逐步求解即可. 

【641】设函数 /(• r >、 g (： c ) 满足 条件: /' ( j ：) = g ' ( x ) = f (: c )‘ 又 f (0) =0, .试 


求由曲线 = 


分祈 


0 ,x = z ( i >0),^ = l 所围成平面图形的面积. 


fix ) 


要写出面积的积分公式，首先需知道 曲线: y = 与: v = l 的相对位置，而 ru ) 


^(“，^(^^^/(^，/((^。(^“^^^实际上用常微分方程的形式给出了八一与奴:^的性质, 

因此可以求出曲线 ; y ~ ^ g \ x ) 的具体表达式 . 

解由卜 / U ) 可得， ( x ) = g ( x )， 因此 

g ( x )- C 1 e "+ C 2 e ~ x , f { x ) = C ^ x - C 2 e x . 

又由/(0)=0知 CfCz ，由 gU ) 关0知 CfQ - O , 则 

^ gU ) C l ( e x ^^ x ) ^十^ 〆 1 .(当工〉◦时） 
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§3. 嫌合拫窵鼴型 


由此可得所求面积为 


A ⑴ 


0 g \ x ) 




ln ( e r + e £ ) + ln2 = ln2 — ln ( 1 + e ). 


点评由于 lim 


e x - e" x 


+ e 


1，因 jl 匕 ： y = 1 是 3 / 


e 工一 e 


— X 




e x + e" x 


r ： 的渐近线，这样由 y = l y y 


fix ) 

g ( x) y 


0 所围成的无穷区域的面积也可计算，实际上这无穷区域的面积为 


A= lim A ( t ) 


f { x ) 


— lim [ 1 一 ^7 ~ r ] dr = lim 匸 ln2 - In ( 1 + e ’ ) ] = ln2 • 

卜 + ~J0 S\X) t^^oo 


【642】设当 x € [2,4] 时，有不等式 ax + 6 > lnr ， 其中为常数.试求使得积分 

I — f (or + 6 - lar)dx 


取得最小值的 a 和& 

分析 首先 J 的值与 a ，6有关;其次，由 J 的表述式可知， J 即为曲线 : yi = or + 6与: y 2 二 Inr 
及:^ = 2，^ = 4所围图形的面积，其最小值应在义与乂相切时取得，利用切点找出^ 6之间的关 
系(或用切点坐标表示），这样，问题就转 化为: 在曲线 j = ln ^(2<; r <4) 上求一点 PU 9 y ) 
使该点的切线与 y = 及2 = 2，工= 4所围图形的面积最小. 


解如图642所示.首先 


p 4 

(ax + 6 一 lnx)dz = 6a 十 26 — laxdx 
2 J2 


y , = ax + 6 


6a + 



A . (A — lnxdz 是常数) 

J 2 


y 2 -In at 


其次，设直线 y \ = ax + b 与曲线: y2 = lor 相切于点 


PUd )， 则有 


+ b — lnr 


于是 


图 642 


b = lnx 一 1 


将上式代入 J 的表达式，得 


JXx ) =立 + 2 lnx — A — 2 9 x^: [2,4], 

x 


于是 r ( x ) 


— 6 + 2 x 
~ "1 


令 r ( x )= o , 得惟一驻点 
3 为 J ( x ) 的最小值点，此时 a 


3,又当 2< x <3 时， rUKO ; 当 3<: c <4 时，广 （ x )>0, 故 : c 
• ，6 == ln 3 — 1 ♦ 


【643】设: y =/ U ) 是区间[0，1]上的任一非负连续函数. 

( 1 ) 试证 :存在 :^€( 0 ， 1 )，使得在区间[ 0 ，工 0 ]上以/(邱)为高的矩形面积,等于在区间[抑, 1 ] 


上以 y =/(： r ) 为曲边的曲边梯形面积. 

⑵又设 / u ) 在区间 ( o ， i ) 内可导，且 ru )〉 


2/(x) 


，证明 （1) 中的 A 是惟一的. 


证法一 （1) 设 F ( x ) 


f /( OA , 则 


a /(： c ) •对 




FU ) 在区间 [0,1] 上应用罗尔定理知，存在一点 JT () G (0，1), 使因而 


f ( x)dx - J ： of ( j ： o ) = 0 


3： 


0 


即矩形面积10/(邱)等于曲边梯形面积 


f ( x ) dx . 


X . 


(2) 设 < p { x ) 


/⑴山― VU )， 则当： ce ( o ， i ) 时，有 


X 


<p ^( x ) = -/( x ) - fix ) - af ， { x )< Q . 

所以以： r ) 在区间 (0，1) 内单调减少，故此时 (1) 中的 w 是惟一的. 


证法二 


(1) 设在区间内取 A •若在区间 [ ml ] 上 / u )=0, 则 （4,1) 内任 


点都可作为 x c , 否则可设 / u 2 )>0 为连续函数 / U ) 在区间 [ hi ] 上的最大值，: r 2 6 [: ^,1]. 


在区间 [0，： c 2 ] 上，作辅助函数 


f ( JT ) 


fit ) dt - jf ( x ) 


X 


则 f ( jr ) 连续，旦 炉 (0)>0•又 

< p ( x 2 ) 



一 X 2 /( x 2 )^(l - 2 x 2 )/( x 2 )< 0 . 


文2 


因而由闭区间上连续函数的介值定理，存在一点巧 6(0,: r 2 ) C ：(0， l )， 使9^ 0 )=0,即 


/( t)dt = X (/( jc 0 ) 


x o 


(2) 同证法一, 


【644】已知曲线 L 的方程为 +1 ’ (^0). 

\y = 4t - t 2 y 

(1) 讨论 L 的凹 凸性； 

(2) 过点（_1，0)引 L 的切线，求切点(: to ，％)， 并写出切线的 方程； 

(3) 求此切线与 L (对应于的部分)及: r 轴所围成的平面图形的面积 


解 （1) 由于 


dy 2 


dr 


t 


1 ， 


Sy 

dr 2 


j2 

，当 t >0 时, T ^<0, 故 L 为凸的. 


dr 


(2) 因为当 t = 0 时, L 在对应点处的切线方程为 x = l , 不合题意，故设切点对应的参 


数为以>0,则 L 在 ( X 0 , : y 0 ) 处的切线方程为 


之0 


1 )(X - - 1 ), 


令: T = -1，7 = 0，得6+4-2 = 0，解得 f 0 = l , 或 f 0 = -2( 舍去）.由〜=1知，切点为 （2,3) 
且切线方程为 j = ：r + l . 

(3) 由£=0,£ = 4知1^与： 1 ：轱交点分别为(1，0)和（17,0).所求平面图形的面积为 


S 


•2 


(x + l)dx 


.2 


ydx 


2 


>i 2) 吣 2+1) = l— 2 


0 


(At 2 - / 3 )d/ = 


有关旋转体体积的综合题 

【6«】设 / U )， gU ) 在区间 [ fl ，6] 上连续，且 g ( x )</( x )< m ( m 为常数），则曲线 y 








第六章定积分的应用 


§3. 综合提寓題型 


及:所围平面图形绕直线 J = m 旋转而成的旋转体体积为 

(A) f n[2m - f(j：) + g(^c)][f(x) - 5 *(x)]dx 


(B) n[2m - fix) - ^(x)][/(x) ~ g(x) ]dx 


(C) :t[m - f(x) + g(x)][f(x) - g(x)]djc 


(D) j n[m~ f{x) - g"(j ： )][/(j：) - g(j：)]dr 

解 i 题可以看成曲边梯形 


( ( x 9 y ) a ^ x^b ) 


与曲边梯形 


{(x f y) I g(x)^y^m, a^x^zb ) 


分别绕 ^ = m 旋转所在体积的差，即 


V 


[m — g(x)] 2 dx 一 tt f [m -/(x)] 2 dx 


n[2m- fix) _ 客（ : r)] [/(x) 一 g(x)]6x 


故应选 ( B ), 


【646】已知星形线 % U >0), 求 

\ y = a sin 3 1 

( 1 ) 它所围的 面积； 

(2) 它的 弧长； 

(3) 它绕: r 轴旋转而成的旋转体的表面积. 
解 （1) 如图646 所示. 


A 


y 6 jc 



asin 3 f •3acos 2 f (一 sint)dt 


12 j a 2 ( sin 4 i — sin 6 f )dt 


12 a 2 [ H _ 


f (卜音)] 


3 2 



图 646 


(2)L = 4 V (x) 2 + (y / ) 2 dt = 4 3acosrsinfdr 

Jo Jo 

—— /l ^ ^ \2 1 2 一 ^ _ 


6a(sim) | ❹ = 6a • 


(3) S 


•a 

Jo 


2ny 


l + wir^^co^sirudm 邮 2 • 十如 5 七 = 譬卽 2 


【647】设直线 or 与拋物线 y = 2 所围成图形的面积为 Si ，它们与直线 : c = l 所围成的 
图形面积为 S 2 ，并且 a <\. 

(1) 试确定 a 的值，使 Si + Sz 达到最小，并求出最小值. 

(2) 求该最小值所对应的平面图形绕: r 轴旋转一周所得旋转体的体积. 

解 （1) 当 0< a < l 时(如图 647(1) 所示） 





Si + s 2 


(ax — x 2 )dx ^ (jr 2 - ax)dr 


y = x 


v 2 3 } o 

a 3 a 1 

> _• I II 

3 2 3 ^ 


< t - 


令 S ' = a 2 - 了 = 0,得 a =$ .又矿 ~ y 2>0, 
则 + > 是极小值即最小值.其值为 


y = ax 


图 647(1) 




e /2 iJi 


1 2 -Jl 

3 ~ 6 


当 a <0 时，（如图 647(2) 所示） 

r 0 rl 

S = Si + S 2 = (ax - ： c 2 )dr+ (x 2 - ar)dz 


2_! + 丄 
6 2 3 _ 

a 2 1 

_ ■ 

2 2 _ : 


(a 2 十 1)<0, 


S 单调减少,故 a = 0 时, S 取得最小值，此时 S 



图 647(2) 


2-72 


综合上述，当 a =3时， S(j|) 为所求最小值，最小值为% 

(2)\^ ~ (士 x 2 _ x 4 )dLr + ?!丄 <:c 4 一 士 x 2 )dx 


冗 （7 I 3 一 


£ 


) f 2 + 7C( f 十 3) & = ^^_ 


72 + 1 


[648] 曲线 


+ e 


与直线1 = 0,1 = tU>o) 及3^ = 0围成一曲边梯形，该曲边梯形绕 


I轴旋转一周得一旋转体，其体积为 v(o, 侧面积为 s(o, 在 

> 

⑴求^的值； 

(2) 计算极限 


处的底面积为 FG). 


解 （1)3 ⑴ 


2ny 


(y / ) 1 dx = 2n 


-X 


lx 


-2+ e 


-2x 


dr 


2n 


e x + e — 勹 2 


dr, 


V(t) = it 


e x ^ e' x 


dr 


所以諸 H 

(2) F ⑴ =7 iy 


e l + e 一 f 


X = 







点评曲线: y = / U ) 彡 0, jc = ci ,: c =6 所围区域绕: c 轴旋转所得旋转体的表面积公式为 

S= \ b 2Kf(x) /l+r 2 (^)dx. 

J a 

[649] 设函数 / Cr ) 在闭区间 [0，1] 上连续，在开区间 (0,1) 内大于零，并满足 


jf\x) -f(x) + 


3 a . 2 


a 为常数)， 


又曲线 ： y =/(: c ) 与 : r = l ， y 二0所围的图形 S 的面积值为2,求函数 ：y = /( a )， 并问 a 为何值时 
图形 S 绕: r 轴旋转一周所得的旋转体的体积最小. 

解由题设知，当 a : 关0时， 

H) _ 3a Qn d r fix) -> _ 3a 

P -y ， 即 


据此并由 / U ) 在点 : c = 0 处的连续性，得 


Ax) 


丄 


Cr, a：6 [0,1] • 


又由已知条件得 


2 二 1。(+似 2+ ⑸心 = (+似 3+_ ^ 2 )1 卜士 a+ + c ， 

"— 、 _^- 2 丄， > 4 — _ \ „ 


即 C = 4 - a •因此 /( a ：) = 了 or 2 十 （4 - a )jt 
旋转体的体积为 

V(a) = ir f 2 (x)6x = it 

• 0 ， 0 • Z 

由 V ( a ) = ( 告<2++)7[" = 0，得0=-5. 


+ (4 ~ a)x dr 


,1 2j . 1 ^ 16 ^ 

{ ^ a + T a + T ^ 


又因7。）= 4>0，故^ = - 5 时，旋转体体积最小. 





第七章向量代数与空间解析几何 


§1. 向量及其运算 


1,向置的数置积(或点乘积,内积) 


向量 fl = {〜， a 2 , a 3 } 与 b= { b u b 2 , 63 > 的数量积是一个数 \ a \ ^ \ b \ cos(a, 办） ，（且 0< 
A 

U ， fr )<; r )， 记作若向量 a 或&为零向量时，则定义数量积的坐标表示式为 


fl # 6 = CL \ b \ + (22^2 十 CLjfb^ 

两个向量 fl ， 垂直(或称正交），记作 a 丄 fr , 特别地，规定零向量与任一向量垂直. 
数量积有以下基本 性质： 

(l)<i • 6 = b # a 


(2) ( 又 a )•b = X(a % b) 

( 3 ) (a + b).c = a* c + b* c 


(4) a 丄 6 的充分必要条件是 a ，6 =0 

2 .向置的向量积(叉乘积或外积> 

两个向量 a 和6的向量积是一个向量 c t 记为 ax &, 即 c = ax b;c 的模等于 

| < 1|丨办|—( ( 1^)，(：的方向垂直于< 1 与&所决定的平面，且 41 ，1^顺次构成右手系.若向量 0 或 
b 为零向量时，则定义 a x = 0 ,向量积 axb 坐标表示式为 


ax b — ai 

向童积有以下的 性质： 
(Da 乂 b = - x a 



a \ <23 a i 



办 3 




( 2 ) (Aa) x t = A(a x b) 

(3) (a + ft)Xc = aXc + frXc 

(4) // fc 的充分必要条件是 axfr^o 

3 .向量的混合积 

设 a 二 { ai , a 2t t b = { b ir 62 , ^ 3 }, c == { c lt C2 , }, 则称乘积 （a X b ) . c 为向量的 
混合积，记为 [ fl ,6， C ]. 

混合积是一数量，其几何意义 为：混 合积的绝对值等于以 a 、 fc 、 C 为相邻三条棱的平行六面 
体的体积.因此，向量共面的充分必要条件是 

(a x ft) • c =0 

混合积 U Xb)-c 的坐标表达式为 






d\ 

^2 

a 3 

(a X 办 ） •c = 

bx 

厶 2 

b 3 


Cl 

C2 

C3 

且 （ aX^Vc = (fcXc)*fl = (c 

X a 

)• . 



基本题型 


向置的数置积、向置积运算 

【650】已知 、 c 都是单位向量，且满足 a + b + c = 0 , Ma r b ^ b - c + c-a = _ ‘ 

解利用数量积的运算规律和单位向量的概念求解 

0 = (a + b + c ) % (a + b + c ) = a ^ + b % b + c 9 c +2( a^b + + c • fl ) 

= 3 + 2 (a • b + b • c + c 9 a ). 

3 

于是 a m b + b*c + c m a = — 

故应填 - 

【651】已知 I a I = yi 3, I b I = j 5 y I c i = yT 5 及 a + b c = 3 i j - 2 k , W \ a •办 + fe.c + c.a 


解由 a + fr + c ={3， l ，- 2} 知|(1+办 + (?| 2 =((1 + &十£0 2 = 14，另一方面 

(a + b + c ) 2 = (a + d + c)-(a + d + c ) 二 lal 2 + I 办 l 2 + lc | 2 + 2(< i .々 + ^.fl + c . a ) 

= 2 S + 2( a * b + 6 *a 十 c • a ), 

所以 a m b c + c * a = ~(14 - 28) — ~7. 

故应填 -7. 

【652】已知向量 a ^ a / + 3 j + 4 k y b = 4 i + a x j — Ik , 则当 〜=_ 时， a 垂直于 ft • 

解 a_Lb ^ a - fr -0 ^4 a x + 3 a x - 28 = 0. 

所以 a x = 4. 

故应填 4. 

【653】设向量 x 与向量 a =2 i ~j + 3 k 平行，且满足方程 fl*r = 7,则向量 jt 二_ . 

解设; c = {* x 1 ， jr 2， x 3 }，* jc/ / a 得与 ■ = =警，由 a .X = 7,得私 ~ x 2 + 3 x 3 = 7,解得 

, 1 3 

= 1, X 2 = ~ » X 3 ~~2' 

所以 x = i - 七 j ^ ~k . 

故应填 i - 士 j + 

【654】下列等式正确的是_ . 

( A ) I a | a = a 2 ( B)a • (* i ) = - ab 2 ( C)a • = fc * a ( D)a X = fr X a 

解选项 ( A ) 错 误：因 

选项 ( B ) 错 误：因 无 意义； 



选项 （ D ) 错误：因 a x b = ^ b ^ a ； 


A 

选项 （ C ) 正 确：因 a 9 b = \ a \ * \ b \ • cos ( a ， b ) = b ^ a . 

故应选 (c). 

【 655 】 设向量 a = U ， ~ l , l ^ y b = i3, -4,5 } , jc = a + Afr, A 为实数，试证:使模丨 x 丨最小的 
向量 x 垂直于向量 

解 |r| 2 =(fl + Afr )•(<» +At ) = I a I 2 + A 2 1 fr 1 2 + 2Aa • = 3 + 24A + 5(U 2 ♦ 


A 


6 . 

25 


时，丨 ; c 丨最小•此时， xo = a 


立 

25 


b 


25, 


丄 

25 f 


25 


因为 x 0 .A =盖.3 +去 .4 -壺.5 = 0,所以丄 

[656] 设 the 均为非零向量，其中任意两个向量不共线，但 a +6 与 c 共线 ， fc + c 与 a 
共线，试证： c + ft + c = 0. 

证因为 a + & 与 (； 共线，办+ c 与 a 共线，所以 a + b = Xc i b + c = /两式相减得 

a - c = Xc - j2a 即 (1 + /^)a = (1 + A)c • 

因为 fl , c 均为非零向童，且不共线，所以只有 //= -1, A - - 1.代入即得 a + 6 + c =0. 

【6 S 7】 设有一力: y + 2 Jt , 求丨在£1 = /+/+1方向上的分力 • 


分析容易误认为 F 在 a 方向的分力为 Fcc ^ lCa ), 其实这并不是 F 在 fl 方向的分力，因 

^}\ F \ cos 6 的方向平行 F 的方向，不在 a 的方向上. 

% 


* 


F-a 1 一 2+2 1 

M — 75 — Jl . 


设为方向上的单位向量 


a 


0 


a 




( i+i + fc )， 


则 F 在 fl 方向的分力为 



图 657 


[658] 设 a = !•+/，* =«/ + *， 且三向量 a 、* 和 c 长度相等，两两的夹角相等，求 c . 

分析向量 c 的模容易计算，但其方向却难以 确定； 因此，我们改用计算坐标的办法来确定 
向量6 

解设<? = {*2：，3%2：}，由题意有 

+ y+ Z 2 = 2, ① 


x^y _ 1 

Jl J x 2 ^ y 2 ^z 2 2 


② 


y + z 1 

JlJx 2 + y 2 ^z 2 ~ 2 

将①式代入②、③式得 + ，再与 ①式联 立解得 

\y + z=l 


③ 




第七章向量代数与空间解析几何 


. 向置及其运算 



和 


于是 c= u,0,l} 或 


L A 

3 ' 3 


[659] 已知 a 、 & 均为非零向量，而 |a + fr| = 则 


(A)a - b 

( C ) a . fr : 


(B)a + b 
(D)axb 


解由 a 9^0, b^O 及 lfl + 办 | = |fl — 知 


a ^ b) 9 (a ^ b) = (a - b) § (a - b) 艮 P 2a 4 b 


2a * b 


所以 a •& = 0. 

故应选 (c). 

【 660 】已知向量 a 、 fc 、 c 满足 a + fc+c=0, 证明 ： a 乂 fc^bXc^cXfl 
iff 因为 a = - (ft + c ) ， 办 =-(a + tr )， 所以 

a x b = 一（办 + c)xf»= — （ 6x 办 + cxt) = — cxfr = fcxc, 


b x c 


(fl + C) X c 


(aXc + c x c)= 一 ax 


c x a • 


所以 aXft = ^xc = cXa* 

有关混合积的计篝 


【 661 】设 (axfr). c =2, 则 [(fl + &>x(fr+ c )].( c + fl ) = _ • 

原式 =[a x ft + a x c + b X c]*(c + a) 

= (ax6) g c + (a><c)*c + (6xc)*c + (ax^)*a + (axc) % a + (frxc)*fl 
=(a x b) 9 c + (b x c) f a = 2(a x b) 9 c = 4. 

故应填 4. 

点评本題蜍合考查向量的数量积、向量积及混合积的定义，直接利用其运算性质可得结 


果.有关混合积的性质为 


ax&)*c = (c><a)*fr=(6xc)*fl 


其中混合积中的三个向 f 若有两个向量是重合或平行时，则其混合积为零， 

【 662 】已知 |a 卜 6, 丨 6| = 3, lei = 3 ，（ a ， i?) = f，c 丄 a, c 丄 & ，求 [fl ， 6»c] 


分析由混合积的定义 , 


A 


[a ， ft ， c] = (ax 办） •<： = | a x fr | • | c I *cos(a x (ft, c)) 


A 

故应先求 I a X I 及 cos(a x c) • 


A 


解 lflXb| = |a 卜 |frhsin(fl,6)=6x3x s inf = 9, 又因为 c 丄 a,c 丄 fr , 所以 c//(o x 

fr) • 故 c 与 Ux 办）的夹角 (9 = 0 或 7C. 因此， 

[a, b,c] = (a x b)^c= I a x ^ I • I c I • cos9 - ±27. 





关于向置的平行、垂直、共面及夹角问题 


【 663 】已知 fl = *( ： 3, <2 ， l ， 2} ， c= <3, —1,2 }，判断向量 a, b 9 c 是否共面 

解三个向量 a ， b, c 共面的充要条件是 （a x & = 0 ,而 


3 一 2 


(a x 办 ） .c 


3#0, 


3 一 1 


所以 <1 ， c 不共面 


【 664 】已知 a = i ， b=j-2k，c = 2i-2j + k 、 求一单位向量 m ， 使 m 丄 c, 且 m 与共 


面， 


解设所求向量 m = (x,y,z) ， 依题意，有 


m 


x 2 + y 2 + z 2 = l f m 丄 c 今 m • c = 0 ^2x 一 + 2 = 0, 


X y 


m 与 fl 、 6 共面 $[m, fl，& ] =0 ,即 


2y 


以上三式联立，解得 :r 


X 


y Z 


1 一 2 


1 


，或 


2^ 




9 z 


2_ 


所以 m 


( m ). 


点评涉及到共面问題时，常用混合积 

有关向置运算应用题 


【 665 】设 a 是非零向量，计算极限 lim 

x-H) 


a ^ xb 一 a ^ xb 


解 


lim 


job 


xb 


y \a + xb\ 2 - Ifl -: cfrl 2 v 4 jo * b 
[ ^ox(\a + xb\ + \a ^ jJj\) i2ojc*2| a I 


fl • fr 

lap 


A 


【 666 】 a,b 为非零向量，且 I & I =l f (a 9 b) 


f ， 求极限 ㈤ 


\ a + xb 


解 lim 


\a + xb\ ^ I a I \a + xb\ 2 

^ =] Sx (\ a +^ b \^ 


a I) 


fl 1 2 + 2xa ^ b + x 2 \ b\ 2 


lim 

j -^0 


2a • + x 

IS —"2kl 


*2| a 


2a 0 b 

2 1 a\ 


\b\cos(a^b)=^ 


利用 向置计 算面积 


【 667 】以向量 fl^m+211 和 6 = m- 3i > 为边的三角形的面积为 
A 

I =3,(m,n) = -g*. 


，其中 Iml 


解设三角形面积为 A, 则 A=fUx fr |, 而 

a x = (m + 2w)x(w-3ri) = mXm-3mXn+2FiXm-6nXn 


0 + 3» x in + 2n x m 


5/i x w, 


因此 A 


I x ft I = ^- I n X rn I = 音 |/||.|»|| sin( n, m) = 




I 第七章向量代数与空间解析几何 


故应填 


75 

4 • 


A 


【 668 】 已知向量 OA = a，OB = &， ZCm = f . 

( i > 求证: Aom 的面积等于 

(2) 当 a ， 6的夹角0为何值时，的面积最大 
证 （1) 如图668所示，设 ACm 的面积为 S ， 则 

S — ~^~OD r AD = 1 a I cos 5 • I a I sin 沒 = 士 | a 1 2 sinl $. 



由于 


图 668 


I fl • 丨 • I fl x 办 I 

2\b\ 2 


\a\ 2 \b ( 2 sin^cos^ 1 


2\b\ 


4 


I a | 2 sin 2 汐, 


故 S 


I fl • 办 I • 丨 fl x 办 

2lb\ 2 


dS 


⑵由 S = f | al 2 sin 2)9，^^ = + | flj 2 cos 2 沒，令营 


0 可得汐 


4 是 [0 ,f ] 内惟一驻点，又 


Ss 

do 2 


I a 1 2 sin 2 $ 


一 lfll 2 <0, 


故当时， △cm 的面积 s = + | fl | 2 最大. 


§ 2. 空间的平面和直线 


i . 平面及其方程 

法向量与平面垂直的任意非零向量，称为该平面的法向量. 

♦ 

(1) 点法式方程设平面过点其法向量为/!= < A ， B , C > 则此平面方程为 

A ( j : - x 0 ) + B(y - ^ 0 ) + C(z - s ： o ) ~0; 

(2) 截距式方程设 a , 6, C 分別为平面在轴上的截距，则此平面的方程为 



(3) 二点式方程设平面过不共线的二点 
面方程为 


X ” 

-工1 

y - 

y\ 

z — 

• 

1 

工2 - 

-工 1 

yi- 


Z 2 ， 

- 之1 

= 0; 

工3 - 

•^1 

y、- 


之 3 - 


\ 


(4) 一般式方程平面的一般式方程是三元一次方程 


Ac + By+Cz^D~0 


其中 A , 不同时为零. 





2 .空间直线及其方程 

方向向量与直线平行的非零向量，称为该直线的方向向量. 

(1) 对称式方程（又称点向式或标准式方程） 

过点 M 0 ( x 0 , : yo ，％)， 方向向量为 s = { I ， m ， n 、 的直线的标准式方程为 

x 一 艾 0 : y — >0 之一之 g 


(2) 参数方程由标准式方程 


Ho :V 一 ： yo z - ZQ 

l — m - n 

易得直线的参数方程 

x — It 

< y = yo + ^nt {t 为参数）； 

.z ~ zq + nt 

(3) 两点式方程过点 Mi ( xi t yi ， zi)^U M 2 (： T 2，： y 2， Z 2) 的直线方程为 

X ^ Xi 夕一 ： yi 2 — Zi 

■■■■ IMi — 1 m 1 —睡睡 • 

^2 — yi ~ y \ 之 2 _ 之1 ’ 

(4) 一般式方程直线的一般式方程为三元一次方程组 

(Aix + B\y + C\z + = 0 

I 八 2 工 + B 2 y + C 2 Z + D 2 — 0 
其 中每一 个三元 一次方程都表 示一个 平面. 

3.直线、平面之间的相对位置关系 

设平面 TTi : A^x + + C12 + Di =0 7 t 2 : A 2 x + B 2 y + C 2 z + D 2 -0 

它们的法向量分别为化 ={Ap B !， Ci } , /12 = M2 , B2 , C2 } , 


直线 


x- x x y- yi 


Z \ 


U 


mi 


n x 


乙 2 : 


工 2 y^yi 


之 2 


^2 


m 2 


打 2 


它们的方向向量分别为^= {/ \* rn x , m ) f s 2 = { h , m 2 ， n 2 
(1) 夹角 

平面〜与平面 tt 2 间的夹角 0 定义为法向量心与 n 2 间的夹角，即 


cos 6 


1 n ^ n 2 

»i I • I n 2 


I A\A 2 + B1B2 ^ C1C2 I 


VA?+B?+C?- jAl + Bl+d 

直线 M 与直线 L 2 间的夹角 0 定义为方向向量^与 s 2 间的夹角，即 


cosd 




srs 2 




I 1 I 2 + m\m2 + n\ri2 I 


| S 【 HS 2 「/] f + m 2 + n 2 . y /2 + m 2 +w 2 


直线 M 与平面 A 间的夹角 0 定义为 h 和它在平面 n 上的投影所成的两邻角中的锐角，即 


sin ^ 


I nr Si 


\A\l\ + B\m\ + Cyrix I 


h 丨七 1 丨 yAT ^ B ? + c ?- y 7?+ w 2 + rt 2* 


( 2 ) 平行的条件 





平面 M 与 & 平行的充分必要条件是史 = §; 

直线 M 与 l 2 平行的充分必要条件是 t ; 

直线与平面 M 平行的充分必要条件是 1 ^ + miB ^ nxC ^^ O . 
(3) 垂直的条件 

平面巧与 tt 2 垂直的充分必要条件是 A t A 2 + 

直线 M 与 L 2 垂直的充分必要条件是 l \ h ^ mim 2 ^ «i«2 = 0; 

直线 M 垂直于平面巧的充分必要条件是& = = 


4.距离公式 

(1) 点到平面的距离 

点 M 0 (x 0 ,^9) 到平面 Ar+E^ + Q + D 二0的距离为 


_ Acq + Byo 十 C^o + D \ 

一 Ja 2 + b 2 +~c 2 


(2) 点到直线的距离 


点 hU! ，: vua ) 到直线 


= = 的距离为 \ M , P ^ sA ，其中, 

I m n I s I 

M 0 (x 0 yy 0 yZ 0 ) 9 s = </, m，w > • 


(3) 两直线共面的条件 


设有两直线 


L 1; 



y- yi _ z- zi 
m\ rl\ 


[2: 



y-yi = 

7712 


Z ~ Z 2 
nt 


共面的条件为其中 

Pi(x u y u z x ), P2{x 2 y y 2 yZ 2 ) > a= {Zi ， /ni ，《 i }， b= {l 2 ， m 2 j n 2 }. 

(4) 两直线间的距离 


两异面直线1^,1^的距离为 d 


IPiP^(gxfr)| 

1 a x 办 I 


基本题型 


求平面方程 

【669】 一 平面过]^(1，1,1)和 M 2 (0,1, -1)，且垂直于平面1+7 +2 = 0 ,求其方程. 
解法— 设所求平面方程为 Ac + 办 + G ： + D = 0,将 、 M 2 点的坐标代入得 

|A + B + C+D = 0 

1b-c + d-o 

又由 {A ， B ， C} 垂直于（ 1,1 ， 1M 导 A + B + C = 0 ， 

三方程联立解得 D = 0,_B=C，A 二- 2C, 于是所求平面方程为 2 x - y~z = 0 . 


解法二由 { A，B，C} 与{1，1，1}及岭从 2 = ( -1,0, -2} 垂直有 




A + S+C = 0 和 - A -2 C = 0， 

令 C = l ， 解得 A = -2, B = l ， 于是所求平面方程为 

— 2(*r — 1) + ：y — 1 + z — 1 = 0. IP 2j: ~ y ~ z = 0. 

1670】 过三个点 P (2,3,0), Q ( -2, - 3, 4), R (0, 6, 0) 的平面方程是 _. 

解设该平面的方程为玢+ 0^0 = 0,,则因点 P , Q , R 在此平面上，故有 

"2 A +3 B + D = 0 

-= -2A-3B + 4C + D = 0 
6 B + D = 0 

解此方程组，得 -~, B = 

4 o z 

所以谅平面的方程是 3 jt + 2 y + 6 z - 12 = 0. 

【671】 求过 z 轴及点 （1，1，1) 的平面方程. 

解法一因平面过 Z 轴（可看成母线平行于 z 轴的柱面，且过原点），故其方程为 Ar + B ^ = 
0.将点（1，1，1)代入解得_ A ， 再代入上式得平面方程: r-y = 0. 

解法二 平面过向径 {0,0,1} 和 { l ， l , i }, 故可取 

n = k 乂 (i ^ j + k ) =j - i . 

又平面过点(0,0,0)，得其方程为 -x + y = o . 

【672】设平面经过原点及点（6, -3,2),且与平面41：-3^ + 2 2 = 8垂直，则此平面方程为 


解 由平面过原点可设其方程为 Ar + B ： y + Gj = 0, 则 


6 A -3 B + 2 C -0 
4 A-E + 2 C = 0 


B=A 


C 


3 


2 


A 


所以平面方程为 2^ + 2 y -3 z = 0. 

■fe 应填十 2 ：y — 32： = 0. 

点评所求平面的法向向量既与平面 4 j ： - y + 2 z = S 的法向向量垂直，又与原点及点 
(6, - 3,2) 的逄线的方向向 i 矣直， 


[673] 


平面与原点的距离为6,且在三坐标轴上的截距之比 a :6 :c = 1:3:2,求该平面方 


程. 


分析由题意，可设平面方程为截距式，苒利用廒点到平面的距离及截距之间的关系求出 


平面在三个坐标轱上的截距，即可得此平面方程. 

解 因为截距之比 a :6 :c = l :3:2, 故可设截距 a = = 则平面方程为 


f 十 § +会 =1 ， 


此平面与原点的距离 


I-H 



6 


t 


3 t 


+ 


It 


解得 f = ± 7 .则所求平面的方程为号+盖+合=±1，即 6 x + 2 y + 3 z ±42 = 0. 




第七章向量代数与空间解析几何 


§2 . 空间的平面和直线 


【674】求与平面& + 3^ + 2 2 +12 = 0平行，而使点（0,2, - 1) 与这两平面的距离相等的平 
面方程. 

分析由于所求平面与已知平面平行，故可令已知平面的法向量 (6,3,2) 作为所求平面的法 
向量.于是，设所求方程为一般式 6 i + 3^> + 22 + D = 0, 再根据点到这两个平面的距离相等，可求 
出 D , 即可求出所求平面方程. 

解因为平面 6 x + 3 ：y + 12 = 0,所以法向量为(6,3,2).由题意，所求平面方程可设为 

6x 3y + 2z+ D — 0. 


又点<0,2, -1) 到这两个平面的距离相等，即 

10X6 + 2X3-1X2+DI 


6 2 + 3 2 + 2 2 


0 x 6+2 x 3-1 x 2+12 
76 2 "+3 2 + 2 2 


即 I 4 +DI =16,所以 D = 12 或 -20. 

从而所求平面的方 程为： 

6 jt + 3^ + 2^+12 = 0 (与已知平面重合)或6工+ 3~ + 2之-20 = 0 

[675] 平面过 z 轴，且与平面 + y -75 2 = 0的夹角为 f ， 求此平面方程. 
解平面过 Z 轴，则点0(0,0,0)是所求平面上的点.设所求平面的法向量为 

n = { A ， B , C } ， 

所求平面过 2 轴，则 c = o , 所求平面和已知平面夹角为则 

= f 或 ( n , /1 } ) = y . 

A 


H n 4 /*i = I « I I / t ! I cos (», nj ，由 n x = { 2 , 1 ， -JS } ，得 


2A + B-/5C 


A 2 + 5 2 + C 2 • #+ 1+5 


将 



0 代入且两边平方得 


4 A 2 + 4 AB + B 2 = y ( A 2 + E 2 ), 

3 A 2 + 8 AB -3 B 2 = 0, (3 A - B)(A + 3 B )=0 


即 3 A 2 + 8 AB -3 B 2 = 0, (3 / 

故 A = -3 B . 即所求平面方程的法向量为 


n = 或 n - { -3,1,0), 

故所求平面方程为1 + 3夕= 0或 -3 x + 厂 0. 

空间直线方程的建立 

【676】过点 M 0 (2,4, O ) 且与直线 L 1: ^ + 2z_1 = () 平行的直线方程是 

(y — 3 之 一 2 = 0 


解直线 M 的方向向童为 


i i k 


{ 一 2,3,1}， 


一 3 






故所求直线的方程是 


X 


一 2 : V 一 4 


Z 


1 1 > I 


2 


故应填 


X 


一 2 5 一4 


-2 


Z 


【 677 】 已知直线 L 过点 M 0 (- 1，0,4)，且与直线 M 
3:r-4y + g-lO = 0 平行，则直线 L 的方程是 . 


•r + 2：y 一 2 = 0 
x + 2^ + 2z + 4 = 0 


垂直，又与平面 K 


解 直线 k 的方向向量 




j k 

2 — 1 


2 


2 


<6, —3,0} 


平面 7 i 的法向量 rt = <3, -4,1} • 


因为直线 L 的方向向量 s 既垂直于 51 又垂直于/ I ，故可取 


s 


Si x n 


3 


i j k 
6-3 0 
3 一 4 1 


< 一 1, 一 2， 一 5 } ， 


所以，直线 L 的方程是 


x + 1 : y z-4 


2 


故应填 


X+1 


y g — 4 
2 " 5 


【678】 求过点 Mo (0,2,4)， 且与两个平面〜，巧都平行的直线方程，其中 

ni：x + y - 2 z - 1 = 0; nz：x + 2 y - 1 = 0. 

解 设直线的方向向量为1根据题设条件知， S 与 A 和 7 T 2 的法向量都垂直.可取 


s = «! X n 2 


由对称式方程知，所求直线方程为 


X 


j k 

1 -2 

2 一 1 


7一2 z -4 
一1 _ 1 


{ 3, - 1，1 } 


【 679 】求过点吨（-1,0, 4 ),且与平面々 : 3:-鈔+ 2： -10 = 0平行，又与直线 


L 1； 


X + 


y 一 3 2 ： 

1 _ y 


相交的直线 l 的方程. 


解 平面％的法向量为«!= <3, - 4, 1}, 故过点 (-1,0, 4)，且平行于平面巧的平面方 


程为 


3(: + 1) -勿 + (z -4) =0,即 3x - 4y + z-l = 0. 

再作过点 Mj (- 1，0,4)且过直线 A 的平面巧，它的法向量为/* 2 ,因为直线上的点 


祕（-1，3,0)与点]^均在平面 tt 2 上，故 n 2 丄<0,3, -4>, 又法向量 ii 2 还垂直于直线 
的方向向量〜=丨3,1,2}，故可取 





第七章向量代数与空间解析几何 


§2 . 空间的平面和直线 


» 2 - Si X M\M2 


10,12,9} 


3 一 4 


于是，平面7^的方程为 


10 (x + 1) 一 12 y 一 9(2 — 4) = 0，艮 P l(Xr 一 I 2 y — + 46 


因此，所求直线 L 的方程为 


2 >x ~~ 4 y + 2 - 1 = 0 
10 x - 12 y 一 9 jz 十46 


【 680 】 


设直线 L 过点 Pc ( l , 1,1)，并且与直线 Y = f 相交，与直线 


乙2: 


一 1 y -2 


垂直，试求直线 L 的方程. 

解 直线 L 2 的方向向量为 s 2 = {2,1,4} ，过尸0(1,1， 1) 以 s 2 为法向量的平面方 程为： 

n ：2 (x - l ) + (3 ;_ l )' t "4( z - l )-0. 

由题意知，所求直线 L 在此平面 tt 上•因直线 M 与直线 L 相交，故 M 与平面 7 T 也相交，我 
们可求出与7的交点0(^，2)，将1^转化为参数式 


2 t , 

3 t 


代入平面方程，得 


16 


.直线 L 过点 P fl ( l ， i ， l ) 与 Q ( H 普），由两点式可得直线 L 方程为 


一 1 一 y — 1 


9. 

16 



16, 

-i 

16 


[681] 求与已知直线 L 1: 


X + 3 : y 一 5 2 


和 l 2: 


x -3 : V + 


都相交，且与 L 3: 


x + 2 


= f 平行的直线方程. 

分折 所求直线 L 的方向向量为 s = (3, 2,1)，只要在 L 上找到一个定点 P , 即可使问题获 


解， P 最好选择 L 与 M 或 L 与1 2 的交点 
解 将 M 和1 2 化为参数 方程： 


乙1: 


2 卜 3 (x=t+3 

t + 5, L 2 Ay = ^ t - l . 


设 L 与!^和 L 2 的交点分别对应参数 q 和 r 2 ，则知交点分别为 

P (2 ti 一 3, h + 5, Q ), Q ( t 2 十一 1, f 2 ) • 


由于阳// s , 故 


( 2 “ 一 3 ) - （~ + 3 ) (^1 + 5) - ⑷ 2 - 1 ) 



t 2 







j t ^ 一 2(2 = 一 6 

整理成方程组 

l ti + lt 2 = 6 


，解出 h =0 .所以 P 的坐标为 （-3,5,0). 故所求直线方 程为: 


x + 3 _ y ~ 5 _ z _ 

~3~~~ 2 = T ' 

点评通过对以上例題的解析，可以看出建立直线方程的主要方法是采用对称式方程.为 
此需确定直线上一点 MaUo ，外， q ) 和直线的方向向量 

有关平面、直线相互关系的问题 

【682】设有直线 


Ll: 宁； 4 = 宁与 “ :广尸 6 

1 一 2 1 \2y+^=^ 


z 


则1^与乙 2 的夹角为 


(A) f 


<B)f 


(Of 


( D ) 


7 T 

2 


解 


si 


{ 1， — 2, 1} ， s 2 


k 


1 一 1 0 
0 2 1 


{ _ 1， - 1， 2 } ，则 cos ( S ]_，《 2 ) = 12 I 


Si I • Is 2 l 2 


故应选 ( C ). 

【683】设有直线 L : 


x + 3 y + 2 z + l = 0 
2 x — ： y — lOz +3 = 0 


及平面 tt :4 x — 2 y + 2： - 2 = 0,则直线 L 


( A ) 平行于 7 t 


( B ) 在 7 C 上 


( C ) 垂直于 Tt 


( D ) 与 Tt 斜交 


解 直线 L 的方向向量为 s = { -28,14, -7}, 平面 7 T 的法向向量为 n = {4, -2,1}，由 


28 


4 


1£ 
一 2 


7 


1 


知， S //；!， 则直线 L 垂直于平面 7 f . 


故应选 ( C ). 

点评直线与平面间的位置关系可转化为直线的方向向量与平面的法向向量之间的关系. 
若直线的方向向量平行于平面的法向向量，则表明直线与平面垂直. 

求点到平面或直线的距离 

【684】点(2,1,0)到平面31 +吻+ 52 = 0的距离3= . 


m d 


12X3+1X4 + 0X51 10 


73 2 + 4 2 + 5 2 


572 



故应填 


【685】 求点 -1,2) 到直线 L:| X + 3；_2： + 1 = () 的距离. 

y + z-4 = 0 

解 直线方程 L 的对称式方程为 ^ = ^~ = _，过点 P 且垂直于直线 L 的平面兀的 


方程为 


0•(: r — 3) 十 1 •(: y + 1) + 1* (2 ： — 2 〉 = 0 ，即： y 十 z — 1 = 0 


把直线 L 的参数方程 


尸 一 2+r 


z 


代入平面 Tt 方程,求直线 L 与平面 TT 的交点 


一 2+t + 卜 1 = 0 


2 


交点为 M ( l , 




2 , 


)• 


d= \PM 




( l -3 ) 2 +(-y + l ) 2 + ( y -2) 2 


音， 2 


[686] 求点 P ( l ,2, -1) 到直线 L 


X 


-1 y + 1 


-1 


Z 


一 2 


2 


3 


的距离. 


解法一 过点 P ( l ,2,-1) 且垂直于直线 L 的平面的方程为 

2 (：c — 1) 一（: y — 2)+3( z + l ) = 0, 艮 P 2x ^y^3z^3 = 0 


该平面与直线 L 相交于点 Q 


5. _丄 j 
7 f 7 , 7 


，所以，所求的距离 


PQ 



2 


2 


7 


2 + 


7 


^- i' 2 




解法二 直线 L 的方向向量是 s = <2, -1,3}, 而点 P Q (1， -1，2)在直线乙上，所以，点 


P ( l ,2, -1) 到直线 L 的距离为 


/ 


八 I Dp v r 

d= |坪 0 |咖（坪 0 ,5)=丄 0 


s 


如图 686 所示，而 


PP 0 x s 


0 


j k 
3 一 3 


2 -1 


3 


{ 6 , — 6 , — 6 } 



因此 


图686 


7T4 


V 6 2 +(-6) 2 +(-6) 2 



14 7 




§3. 空间曲面与空间直线 

1. 空间曲面方程 

(1) 一 般方程 F ( x , 3^. z ) = 0; 

(2) 显式方程 z = f ( jo y y ) ； 

JC=x(u % v) 

(3) 参 数方程 <y = y ( u >v ) U ， r ；) GD , 其中 D 为抑平面上某一区域. 

^Z = z(uyv) 

2. 旋转曲面方程 






设 C :/(： y , 幻=0为平面上的曲线，则 

(1) C 绕 z 轴旋转所得的曲面为 /( ± / x 2 + y \ z )^0； 

(2) C 绕 y 轴旋转所得的曲面为 /(： y ， 土 7 x 2 V z 2 ) = 0. 

旋转曲面主要由母线和旋转轴确定. 

求旋转曲面方程时，平面曲线绕某坐标轴旋转,则该坐标轴对应的变量不变，而曲线方程中 

另一变量改写成该变量与第三变量平方和的正负平方根，例 如 : L ( /U，3，)= ° .曲线 L 绕 : r 轴 

iz = 0 

旋转所形成的旋转曲面的方程为 / u ， ± /7^ I 2 ) = o 

3 .柱面方程 

(1) 母线平行于 Z 轴的柱面方程为 F ( x ， y ) 二0; 

<2)母线平行于 x 轱 的柱面方程为 Gbw ) =0; 

(3) 母线平行于 : y 轴 的柱面方程为 H ( x , z ) =0. 

当曲面方程中缺少一个变量时，则曲面为柱面.如 F (: r ， 30=0,变量:^未出现，该曲面表示 

由准线 | F(X ’ y )= ° 生成，母线平行于 z 轴的柱面. 

(2 = 0 

柱面方程必须注意准线与母线两个要素. 

基本题型 


关于常见二次曲面的标准方程及作图的问题 


【687】请指出下列二次曲面的名称，并作 草图: 


( l ) l 6 x 2 -9 y 2 -9. 
(3) y 2 + z 2 = 4 j ； 


-25 


(2)16x 2 -9y-9z 2 = 25 ； 
(4)2 U - l ) 2 +(： y -2) 2 - U -3) 2 = 0 


分析对已给出的二次曲面方程，要求判断曲面性质的 
题型，应先进行简化运算，将方程转化成常见的曲面方程的形 
式，然后再进行判断. 

解 （1) 可以将方程写成如下的标准 形式： 


y 


2 


2 


5 


1 


4 


3 


3 


该方程表示单叶双曲面，如图 687(1) 所示; 
(2) 方程可以写成如下的标准 形式： 



► 

X 


y 


5 


5 


4 


3 


3 


该方程表示双叶双曲面，如图 687(2) 所示 
(3> 方程可写成如下的标准 形式； 



图 687(2) 
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.空间曲面与空间裒线 





该方程表示椭圆抛物面,如图 687(3) 所示 
(4) 方程可写成如下的标准形式： 


(x - I ) 2 . (^-2) 


(f 


2 


i 2 


一 3) 


该方程表示楠圆锥面，它是由标准椭圆锥面 


(I 




P 的图形平移到使锥面的顶点为 


(1，2,3)时得到的.如图 687(4) 所示, 



(U3) 


图 687(3) 


图 687(4) 


【688】就/>、<?的各种情况说明二次曲面 z = x 2 + 办 2 +尔 2 的类型 


解 （1) 当户 


0时 , z = : c 2 是抛物柱面. 


(2) 当 g =0, />/0 B 寸，若 p >0 ,z = X 2 + py 2 是捕圆抛物面；若 p <0 ,z = x 2 + py 2 是双曲拋物 


面, 


⑶当户 = 0, g ^0 时，若 g = a 2 >0, 则方程可化为 x 2 


QZ 


2 a 


4 a 2 


是椭圆 柱面; 若 g 


fl 2 <0, 则方程可化为02 + 


2 a 


是双曲 柱面. 


(4) 当/关0时，若夕= a 2 >0 ，g = 6 2 >0, 方程可化为 


x 2 + a 2 y 2 + fe — 


26 


2 b 


是椭球面 


若 />= 一 a 2 <0, q 


沪<0,方程可化为 


a 2 y 2 + bz 


lb 


lb 


是单叶双 曲面; 


gp = a 2 >0， q = -6 2 <0,方程可化为 


+ a 2 y 2 


bz + 


2 b 


2 b 


是双叶双曲面 


若 P 


一 <04 =沪 >0 ,方程可化为 


X 1 - a 2 y 2 十 bz 一 


lb 


lb 


是单叶双曲面. 





【689】 试求到球面 

liiij ： - 4) 2 + y 2 + z 2 = 9 与 _ S 2: (:c + 1) 2 + (：y + 1) 2 + U + I ) 2 = 4 
的距离比为3:2的点的轨迹，并指出曲面的类型. 

分析在所求曲面上任取一点 MU ， 根据已知曲面的条件，建立动点 M 的坐标应满 
足的方程 F ( x , y ， z )=0, 则此方程即为所求曲面的方程. 

解 设所求曲面上的动点为 M ( u ， z ) ，点 M 到&的球心(4,0,0)的距离为 

di = -J (x — 4) 2 + y 2 + z 2 » 

点 M 到2 2 的球心 （ - 1 ,- 1 , - 1) 的距离为 

d 2 = J (: c 十 I ) 2 十 （：y 十 I ) 2 十 （ z 十 I ) 2 , 

则点 M 到&的球面距离为 

di -3^ V {^ - 4) 2 +^ y 2 + z l - 3, 

点 iVf 到2 2 的球面距离为 

d 2 -2= V (jc 十 1) 2 + (: y + l) 2 +(z 十 I ) 2 - 2, 

由已知士 = 得 2 Ji = 3^2- 

两边平方，得 

4[( x ”4) 2 + _ y 2 + 2 2 ] = 9 [(x + l ) 2 + (: y + l 〉 2 + (z + I ) 2 ], 

化简得， 5 U 2 -^ y 2 + z 2 )+50 x + 18 y + 18 z -37 = 0. 这是一个球面方程. 

【690】 设空间曲面 2 由双参数方程 

x = a(u + X ) 

< y = b(u — X ) A , m G ( — 00 ^ + °°)， a , b >0 
z = 2 uX 

给出，试求曲面 5 的一般式方程. 

分析利用三个联立方程消去参数 W 和纟，即可建立: C ， ％ Z 之间的关系，得到曲面的一般 
方程. 


解 由参数方程可得+ 


X 



a ，十 T ■解 出: 


U 


d )， 


主 


所以 


之 = 2 uA =2. + ( 丄 + +)• + ( 立 

z a 0 L a 


y_ 


2 


ff x ) 2 

( J 2 、 

_ 

. V a / 

i b 1 



上述方程表示双曲抛物面. 

以上表明曲面2包含在这个双曲抛物面上，下面来说明这个双曲抛物面也包含在曲面芝 
上，即双曲抛物面的点可表示成参数方程的形式. 

因为 


Z 


X 


2 a 1 2 b 1 


2 


(&+) •士 （ i -孚）， 


2 v a 


h 7 2 


b 
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§3. 空间曲面与空阁 ft 线 


令 


— + j ~) 

a b 


Y ( a 


x y 


)=A , 从而得 


a(u + 入） 

b(u ^ X) 
2uA 


所以 2 的一般方程为 ^ - 

求旋转曲面的方程 


b 2 


.这是双曲抛物面. 


【691】直 线乙: 


x-i y z 


绕 Z 轴旋转一周，求旋转曲面的方程 


解设为直线 L 上的一点，故而=1,即 P 0 点的坐标为（1，九，如），当直线[ 
绕 2 轴旋转时， 2 ^列保持 不变; 动点 P 到 z 轴的距离保持不变，即 = l + W = + 又由直线 

方程九因此—= 2 + / = 1 + % = 1+4 = 1 +夂故此旋转曲面为单叶双曲面，其方程为 : 

x 2 + y 2 ~ z 2 = l. 

[692] 已知点 A 与 B 的直角坐标分别为(1，0,0)与 (0,1,1). 线段灿绕 2 轴旋转一周所成 
的旋转曲面为 S , 求由 S 及两平面2 = 0, 2 =1所围成的立体体积. 


解如图 692 所示. 


直线 AB 的方程为 


ml 一 2 一丄 pn 

-1 一 1 一 1 ,即 


1 -Z 


在2轴上截距为2的水平面截此旋转体所得截面为一个圆，此 


截面与2轴交于点 Q (0,0, z ), 与 AB 交于点 M (1 


z 9 z $ z 


) ，故圆截面 


半径 


r(z) 


(1 — z) 2 + z 2 



1 - 2z + 2z 2 


从而截面面积5(幻=冗(1-2 2 + 2/),旋转体体积 


图 692 


V= k (1 一 2z 十 2z 2 ) dz 
Jo 




7 T . 


【693】求直线 L 


x — 1 y 


在平面 7 t : x -7 + 22-1 = 0 上的投影 直线“ 的方程，并 


<J 、 -Ed- i ^ — H 一 H 'u- I w n; jl jf 1 厶 ‘ l — w j Josy -S. i^o u g yj f u 

i 1 — 1 

求 Lo 绕 j 轴旋转一周所成曲面的方程. 

解设经过 L 且垂直于平面 7 T 的平面方程为 

7：i \A(x - 1) + By + C(z ― 1) = 0, 

则由条件可知 A-B + 2 C = 0 ,A + B-C = 0, 由此解得 A : B:C = -1:3:2, 于是％的方程为 


x -3y ^ 2z + \ 


从而 L Q 的方程为 


L 。 十 -㈣ - 卜0, 即 

(: r 一 3 ： y_2z + l= 0 


2y 


z= - y (: y 一 1) 


于是 L Q 绕^轴旋转一周所成曲面的方程为 


工 2 + 2： 2 = 4/+十(》-1) 2 , 


艮 P 4x 2 - lly 2 十 4z 2 十 2) — 1 = 0, 





空间曲线方程的建立 

【694】一动点 M 到平面 X - 1 = 0的距离等于它与^轴距离的两倍，又点 M 到 A (0, -1,2) 
的距离为1，求动点 M 的轨迹方程. 

解设点 M 的坐标为 （ x , : y ，2)， 则 M 到平面 : c - 1 = 0的距离为1^ - 11，到 x 轴的距离为 

Jy 2 + 2 2 ， 由题设条件,有 I ：r - 1 1 = 2 /y z + Z 2 ， 即 (I - 1) 2 = 4(： y 2 + 2 2 ) . 

又 M 到 A (0, - 1,2) 的距离为1，即 


x 2 + (: y + l) 2 十 （z — 2) 2 


所以动点 M 的轨迹方程满足 


(x - l) 2 = 4 ( y 2 + Z 2 ) 

x 2 + (y + I) 2 + (z~2) 2 = 1 


点评此类问題常用到距离公式及向 f 代数的工具.由所给条件确定动点的坐标所满足的 
约束方程.如方程是一个，则轨迹为 曲面； 如方程有两个，则轨迹为曲线.另外，也可以设定参數 
求动点的轨迹方程.若参数有两个，则轨迹为 曲面； 若参数只有一个，则轨迹是曲线. 

【砂5】求二次曲面 y = ^ - *4 与三个坐标平面的交线， 

a c 

分析求解空间曲面与坐标平面的交线，只须将已知曲面方程与坐标平面方程联立. 

解此二次曲面为双曲抛物面.它与 oQy 面的交线为 


x 1 之 2 

>了7 


即 


I 2 


这是: cQy 面上的抛物线 
曲面与@面的交线为 




2 


X 2 




即 


z ^ / x . z N 

T )( T + 7 } 


这说明曲面与 aQr 面的交线是 2 Qr 面上的两条相交直线 z = Ax 和 2 


曲面与 30 r 面的交线为 


x 2 之 2 




即 


这是:面上的抛物线. 

建立投影直线方程 

lx = y 2 + z 2 

【696】求曲线 C : 在三个坐标平面上的投影曲线方程. 

I z 十 2：y _ 2 = 0 

{ x ^ y 2 + z 2 

分祈 从空间曲线 C 的方程 中分别消去即可得曲线 C 在三个坐标 

^ x + 2^ - 2 = 0 

面上的投影柱面方程，再与坐标面方程联立方程组，即得投影曲线方程. 




第七章向量代数与空间解析几何 


. 综合搛离题型 



(: r = y 2 + 2 2 

解 ^ 两式联立，消去&得 / + Z 2 + 2 j _2 = 0, 这是曲线 C 向30平面的投影 

\ jt + 2y 一 之 = 0 

柱面.此投影柱面与面的交线即为曲线 C 在面上的投影曲线.故 


y 2 + z z + 2y - z~0 


即为所求. 


I X — ( Z ^ 

同理，消去 J 可得曲线 C 向^面的投影曲线 4 ，消去 Z 可得曲线 C 向 


: cQy 面的投影曲线 


: y 2 十 (x + 2y) 2 


【697】 求旋转抛物面 z = 十/与平面 y + z = l 的交线在 ^ Qy 面上的投影方程 ■ 

f z = x 2 + 2 

解 从曲线方程 》 中消去 a 得曲线向 oQy 面的投影柱面方程为 2 + / + y = l .于 

^y + z = l 


是，曲线在 ： iQy 面上的投影曲线方程为 X + ^ y+ ^ 


2 = ± 
一 4 


§4,综合提高题型 


有关向置夹角的题目 

【698】设一向量与三个坐标平面的夹角分别是 d , < p t <p 试证: cos 2 ^ + cos 2 <p + cos 2 <p 
证设 a = { a T ， 七， a 2 } ， # 分别为 a 与 aQy 面， 3O2 ： 面， aQr 面的夹角，则 


cos 沒 


£Z 文 + CL y 

+ a 


cos ^ 


a 2 y + a 


a\ + a\ + a\ 


cos $ 


十 2 

a ^ + a « + a\ 


所以 cos 2 ^ cos 2 ? + cosV = 2(a p a P a p - 


a\ + a 2 y+ a\ 


2 . 


求平面方程的综合题 


【699】求经过直线 l x + 5y + z = Q 且与平面 I - 4 ：y - 十12 = 0交成子角的平面方程 

lx - Z +4=0 4 

解 过直线 L 的平面束方程为 

入 (x + 5;y + 2) + "(工 一 2 十 4) = 0 ， IP (又 + ")x 十 5 又 y + ( 又一 " + 4//=0 ， 

则所求平面的法向向量为 nj = { A +^,5 A , A -//}, 

而已知平面的法向向量为 n 2 = <1， -4, _8丨，所以 


COS 


\ n ^ n x \ 
n ] I • I « 2 


13 A ~ ^ 1 _J2 


解得 A =0 或亡 


，故所求平面方程为 




2 + 4 = 0, ^ x + 20^ + 7 z - 12 


【700】已知两条直线的方程是 


r X-1 y -2 z -3 y x + 2 : y 一 1 z 

1 0 一 1 ， 厂 2 1 1 


则过 k 且平行于 l 2 的平面方程是_ . 

解根据题意，所求平面应过直线 Li ，从而过直线 M 上的点（1，2,3)，另一方面所求平面的 
法向量 n 与已知直线 k 及 L 2 的方向向量都垂直，从而可取 


0 一 1 


i - 3 j + it 


于是所求平面方程为 


1*( x - 1) 一— 2) + 1‘（2： — 3) = 0. 


故应填 x - 3 y + z ^ 2 - 0 . 

【701】点 P (2, -1， -1) 关于平面 tt 的对称点为尸 1 (-2,3,11).求冗的方程 


解 


Ph 的中点坐标为 M 0 (0， l ，5) .取法向量 n = $= < -4,4，12},则 tt 的方程为 


4 (:r _ 0) + 4( y -1) + 12 U - 5)=0，即 


3 z + 16 


【702】通过直线 


乙2 


2^-1 


2 t + 3 


A / 2 _ 


1: 


十2 和 L2A y = 3 t - 1 


M 


It 


2t + 


的平面方程是 


解。和1 2 是两平行直线，先化为标准式 

7 1 + 1 > 一 2 z 十3 r jt — 3 y + I z - 1 

Li: 丁=丁= 丁，乙 2 : 丁 =丁= 了 
利用三向量共面（如图702)，得 


图702 


j + 1 y ^2 2+3 

3-(-1) -1-2 1-(-3) =0. 即 


2-0 


故应填 x - z ~2 = 0 


1703】设两直线 


f z 一 3：y 十 2 = 0 

Ll： l 2 x -4 ^-f 2 + l=0 ； Lz： 


: y +1 


一 2 


(1) 证明心与！^是异面 直线； 

(2) 求！^与1 2 之间的 距离； 

(3) 求过 M 且平行于 L 2 的平面方程. 

解（ 1 )心上取点上取点 P 2 (0, - 1 , 2 ). 


si 


{1, 一 3,1} x <2, — 4，1} = <1，1，2>， s 2 = U ，3,4> 
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. 综合提商理型 



因为 


2 一 1 


\LP\Plf 5! ， S 2 ] =( 尸 1 尸 2 X ^l)^2 = 


2垆0 


所以，匕匕， Sl ， s 2 不共面，从而 M 与 L 2 是异面直线， 

(2) 取公垂向量 s = S2 = { -2, -2,2}, 则 M 与 L 2 之间的距离为 



PiPi \ 


P1P2 


J 3 


(3) 一 2 (x — 0)—2 (：y — l ) 十 2(2 —3)=0, 即 ： c + ：y — z + 2 = 0, 


【704】求直线 L : 


2 x — y z — 1 
x + y - z + 1 - 


在平面 jt：x + 2^ - 2 = 0 上的投影直线方程 


解过直线 L 的平面束方程为 


A (2 :r v + 2 ：、 l ) + / x{x + ' 2 + 1) = 0, 


即 


( 2 A + jU ) x +(- A + jU )^+( A-//)^+(-A + ^)- 0 , 
则与平面 Tt 垂直的平面 q 的法向向量为«!= (2 A + - A + ^, A - /i > . 

由题意知~丄/1，其中(1,2» -1}, 从而 

解得 X ~4 fx . 代回①得与平面垂直的平面方程为 3* r-：y + z -1 = 0. 

所求直线 L 在平面 7 T 上的投影直线应为平面; r 与平面^的交线，即 

曲画方程的建立 


① 


x ^2 y ^ z = 0 
3 x — y + z ^ 1 


【?05】求直线 M 


2 

1 


在平面 7 C : X - 1 = 0上的投影直线 L 。 的方程，并 


求 L Q 绕^轴旋转一周所成曲面的方程, 


解设经过 L 且垂直于平面 7 T 的平面方程为 

K \ ： A(x - 1) 十 ^ y + C(z - 1 ) =0， 

t 

则由条件可知 A-B + 2 C = 0, A + B-C = 0. 

由此解得 A - B • C = - 1:3:2,于是的方程为 x - 3 y - 2 z + 1 = 0 •从而 Lo 的方程为 


fj ： 一 ： y 十2之 一 1 = 0 

L °: L ，— 2 z + l 二 0 ’ P 


~ i (y ~ 



于是绕 y 轴旋转一周所成曲面的方程为: c 2 + z 2 = 4 y 2 +f b - l ) 2 , 即 

4 x 2 - 11 y 2 + 4 z 2 + 2 y - 1 = 0 . 

点评过直线 L 作一垂直于7：的平面7^，则&与 7 T 的交线即为 L Q 的方程. 

本題也可设平面 A 的方程为 A (: c - l ) + B (: y -0) + CU - l ) = 0, 再根据平面巧的法向向 
f 既与直线 L 的方向向量垂直，又与平面 7 C 的法向向量垂直，求出 A , B , C ， 




[706] 求到点 U,0,0) 与平面 a:= - a 距 离相等 的点的轨迹所满足的方程. 

解设动点为 MX j ：，2：). 依题意，有 

J (X - a ) 2 +..3^ 2 + 之 2 = | x + a | . §P Aax = y 2 + z 2 . 

【707】 设 a，&,c 为一平面在坐标轴上的截距， P 为原点 与该平 面之间的距离，证明 

1 i 1 i 1 1 

证 由已知平面 7t 方程为& + ~" + "^ = 1, BP hex + acy + abz - abc = 0 • 原点0(0,0, 0) 到平 

a b c 

面 7T 的距离 

p = \^ P + af _：0+ ab ：0- q ^\ 

J ( be ) 2 + (ac ) 2 + {ab ) 2 

即 p 2= ( M 2 + ( d ) 2 , 从而 i + 吉 + 令 = 砉. 

【708】 证明 

~ ~~ - ^~)=0 (其中 /，m，n 不为 0) 

m n n l l m 


表示母线平行 f = i 1 的柱面. 

l m n 

分祈只需证明过曲面上的点且平行于 f =— =&的直线位于该曲面上. 

I m n 

证设 PoUoJoJo ) 是曲面上的点，则 

/( H , _ £&， £a _ = 0 

、 m n f n /，/ m’ 

过 P G 且平行于 f = —= ! 的直线方程是从而得到 

I m n I m n 

= l -主，包 - £a = 丄—丄 ， £o _2 a = ^_ X t 

m n m n 9 n l n l y l ml m 

于是/(1_气丄 - f ， 亍 - Z 〉= o . 

m n n L t m 

因此，方程 / ( 1 - 丄，丄 - f % 子 - 上 > =0 表示母线平 行于子 = 2 = 丄的柱面. 

m n n ll m l m n 













第八章多元函数微分法及其应用 


§1. 多元函数的基本概念 

1. 二元函数的概念 

设有变量1、^和 L 如果变量: r、y 在一定范围内取定一组值时，变量 z 按照一定的法则，总 
有惟一确定的数值与之对应，则称 Z 是 id 的二元函数，记为 

z = f(x,y) 

并称: r、y 为自变量. 

自变量： Td 的取值范围，叫做函数的定义域. 

在空间直角坐标系中，二元函数 2 = /(x,y) 的图形通常是一张曲面，它的定义域是这张曲面 
在: cQy 平面上的投影. 

类似地，可以定义三元以及三元以上的函数，二元及二元以上的函数，统称多元函数. 

2. 二元函数的极限 

设二元函数 2： = /U，：y) 定义在平面点集£；上， P。 ，九>是 E 的聚点， A 为一常数.若对于 

任意给定的正数 e ， 总存在正数5,使得适合不等式0< = 7 U — x 0 ) 2 +( y - yo ) 2 < 谷的一 

切点都有 

\f(jc, y) -A| <e 

成立，则称 A 为函数 2 = : y) 当 x-^xq, y-^y Q 时的极限，记为 y) = A .这时也称当 

•^ x o 

T 十时，函数 /(： c ，： y ) 收敛于 A . 

为了区别于一元函数极限，把上述二元函数的极限叫做二重极限. 

. 所谓二重极限存在，是指点 PU，y) 以任何方式无限趋于点巧(％，九)时，函数 /U，y) 都趋 
于同一数值 A. 因此，如果点 PU，y) 以某一特殊方式，例如沿某一定直线或定曲线趋近于 
Po(x n ， ％)时，即使函数趋于某一确定值，也不能由此断定函数的极限存在.但是反过来，如果当 

PU， 30以不同方式趋于尸0(^，外)时，函数趋于不同的值，那么就可以断定该函数的极限不存 
在. 

3. 二元函数的连续性 

设函数; r = /(x，：y) 的定义域为 DJoUodo) 是 D 的聚点，且 P G €0, 若 

lim/Xu) =/(xo ，： y 0 ) 



则称函数之 = /( U ) 在点 Po 处连续 • 

若函数在区域 D 内的每一点都连续，则称函数 /(： c ，30 在区域 D 内连续. 
多元初等函数在其定义域内是连续函数. 




4 .有界闭区域上二元连续函数的性质 

最大值和最小值定理在有界闭区域上的二元连续函数，在该区域上至少取得它的最大值 
和最小值各一次. 

介值定理在有界闭区域上的二元连续函数，如果取得两个不同的函数值，则函数在该区 
域上必取得介于这两个值之间的任何值. 

特别地，若 p 是介于在有界闭区域上连续的函数 /( U ) 的最小值 m 和最大值 M 之间的一 
个数,则在该区域中至少存在一点尸（6, 7 ),使得/(17?)=广 

基本题型 


求多元函数的定义域 


【 7 09】求函数 z = arcsin ( Zr ) 


y 4 x - y 


ln(l - x 2 - y 2 ) 


的定义域. 


分析求多元函数的定义域，就是要求出使其表达式有意义的点的全体.首先，要写出构成 
各部分的简单函数的定义域，再解联立不等式组，即得所求定义域. 

解 arcsin (2 x ) 的定义域为 12 :r I <1， 


V 4 x - y 2 的定义域为 4 r - y 2 > 0 , 


ln ( 1 - jt 2 - y 2 ) 


的定义域为 1 - ： r 2 - ： y 2 >0 且 1 - o ： 2 - : y 2 # l . 


故得联立方 程组: 


I |2xj ^1 
4x - y 2 ^0 
X 1 - y 2 >0 

、1 一 X 2 - y 2 7^1 


因此,所求函数的定义域为 


( 工，： v) 


2 


士，: y 2 <4: c ,0<： r 2 + ： y 2 < 1 


L 


点评 与求一元函数的定义域相仿，需 考虑： 

分式的分母不能 为零； 

偶次方根号下的表达式 非负； 

对数的真数大 于零； 

反正弦、反余弦中的表达式的绝对值小于等于1等. 
再解联立不等式组，即得定义域. 

求函数表达式 

【710】设 z = J~y + f{Jlc - 1)，且当 ： y = l 时 z = ： c ， 则 /(： y ) 
( A\fy - 1 


( B )^ 


(0^ + 2 


{ D ) y(y + 2 ) 


解由： y=l 时 2 =X 有： C=l + fU~X 一 1 ) ， 即 


/( y ^ - 1)=工一1= ( y ^- i ) 2 +2(/^ -1)， 


所以 /(： y ) = y 2 + 2 ：y = ： y (: y + 2). 







第八章多元函数微分法及其应用 


. 多元函数的基本槪念 



故应选 ( D ). 

已知二元函数 /( U ) 的表达式，求复合函数 / UU ， 30, vU ， y )] 的表达式 


【711】设 /( U ) 


2^，求/ 

+ y \ y 


分析求复合函数 / Uv , 


X 


的表达式，可适当引入中间变量，令 w = U 


r X 

和，7 


转化为/(«，幻，而函数的对应关系与所用字母无关，故/(«， 


I . 这样把 


V) 


最后再把中 

U + V 


间变量还原为的表达式. 
解= 则 


f xy ， 


X 


fiUyV) 


tw 

u 2 + V 


xy 


x 



( ay ) 


x 

y 




xy 


点评这类问題的关键在于分清楚复合函数的复合结构，在解题过程中适当引入中间变 
量■，最后再把中间变量还原回去. 

已知*合函数 /[« U ， 30, v ( U )] 的表达式，求/( X ，30的表达式 


【712】设 /(:c - >， lor ) 


卜含) e ^’ 求 


分析此类问题解决的关键是恰当引入中间变量，令《 = I - ^ = Inr ， 原表达式再相应凑 
成关于 u 巧的 表达式.由于函数与所用宇母无关，因此求得 /( U ， t ;)=/(: r ，： y ). 


解令 U =工 u = lnx •则 


/ u , 幻二 = 

x x\nx e e 9 v ve 


x - y 


ue 


所以 f { x , y ) 

证明多元函数极限存在 


oc 2 y 2 

lim - o 

U , y )-^( 0 t 0 ) x ^ + y 4 


【713】证明 lim - o = 0. 


分析若已知多元函数极限存在，要证明该极限，一般采用定义直接证明.在证明过程中 
可适当放大 |/( x， 30 - A 丨，然后找到相应的5或利用夹逼定理证明. 

解法一 因为 

故对任意的 e>0, 存在 5=VT>0, 当 |x-0| <S f ot <& 且 ( 1 ， > 0 垆 (0,0) 时，有 


x 2 y 1 
x 2 + y 2 


ol <5, |3^0丨<8且(：!：，30垆(0,0)时，有 
一 0 ^\ y 2 \ < d 2 = e 


由极限的定义有 


lim 4^ 
^)-(0, o)x + y 


解法二因为 x 2 十/ >2| 抑 I 







戶 ; m o < 


又因为 


,• I xy 

lim ~^~ 

y )—(0,0) 2 


所以由夹逼定理知 ( J %, 0) Jfy = o . 

2 

点评常用的不等式有 X 2 + I 办 L I sin 0 j <1， y 2 等 • 

证明极限存在的关键是寻找合适的 5 或适当放缩不等式以利用失逼定理来证 9 月 

证明 lim /( x ， : y ) 不存在 


【714】极限 li 


xy 


是否存在? 


解 因为 lim 


x % kx _ k 

2 + k 2 x 2 ~ k 2 


根据极限存在的惟一性知， 极限 ㈤ 


xy 


+ y 2 


不存在 


_ 极限^治 娜在? 

y^O 


解因为 lim 

^-►0 


fer 3 _ k 

6 十 k 2 x 6 ~ l + k 


根据极限存在的惟一性知，极限不存在 


求多元函数的极限 


SlTLiy 


【716】计算极限 Urn —- 

U ，） 卜 (0,0) X 

分析本题可利用夹逼定理来求解，但要注意这里不能将_转化为 y , 因为前者的 

3 C 


定义域为 {( x ,： y ) lx 弇0}，而后者的定义域为 Ux ， y )|_ r #0 且： V 关 0}. 如果条件变为 :V 
0)，这时便可利用重要极限求解. 

解因为 Uin ^ y |<| 抑 I ，所以 <bl . 


U 关 


又因为 Um 1^1 =0, 

( x . y )—(0.0) 

所以由夹逼定理知 lim ^^=0. 

U 士 (0,0) X 

点评计算二重极限时，常把二元函数极 限鞞化 为一元函数极限问题，再利用四则运算性 
质、夹逼定理、作变量代换，两个重要极限、无穷小代换、对函数作怯等变换约去零因子、洛必达 
法則等，或者利用 凾数逄 续的定义及多元初等丢數的逄缞性 • 


_ 求上。 

分析将分母有理化，从而消去“零因 子”. 



解 lim f ^ - = lim 

(x t y)-»(0,0) jy 十 4 一 2 (x,y)-^(0,0) 


xy ( y + 4 + 2 ) 
J^y + 4 — 4 




xy + 4 + 2)-2 + 2 = 4 


【 718 ] 设 / U ，： y > 


jcy 


^sin 


arctarir 


，: c > 0 ，： y > 0 •求 


( 1 ) g ( x )= lim f ( x , y ); 

+ oo 

( 2 ) lim g ( x ). 


解 （ 1 ) g ( jt )= lim f (工， y ) 


( 2 ) lim g ( x ) = lim 


JT *0 


1 一 nx 
arctana : 


JL _ 7 TX 

arctanx 


lim 


+ TtJ ? 


T ~2 一 1 + 2ltX ， , 0 2 

1 + 工 ，， 2 ?t — x + 2 nx 

lim - - - = lim ~^~i 7：~ = n 

—n+ 2x J 2(1 +X 2 ) 


讨论二元函数的连续性 


x 2 si 


sin 


” 2 


[ 719 ] 讨论 /( x ， y ) 



x 2 + y 2 


， （ U ) 关( 0 , 0 ) 
( D ) = (0,0) 


在 ( 0 , 0 ) 点的连续性. 


解当 : v = 0 , 1 — 0 时,即动点尸(^，> 0 沿：*：轴趋于( 0 , 0 )点， 


x 2 sin ~5- 

lim — ^ 
>=o x + y 




x 2 sin 



lim ， 


• 1 


limsin 不存在 

x-o 


故 /( U ) 在 ( 0 , 0 ) 点不连续. 


【 720 】讨论 / U ,30 


( x 2 + y 2 )\ n ( x 2 + y 2 ), x 2 + y 2 7^0 


0, 


x 2 + y 2 


在 ( 0 , 0 ) 点的连续性 


{ T — ^ CiOrB 

，则当 ( x ,： y )〜《), 0 ) 时，有 

y — rsinS 


r = 


jr 2 + y 2 -^0 


故 


所以 / U ,： y ) 在点 ( 0 , 0 ) 连续. 


d〆 ” 2 ) 1 ^ 2 ” 2 ) 


limr 2 Inr 2 


/(0,0)， 


点评当 fix , y ) 的表达式中有 : r 2 + ： y 2 时，常作变换 = rcosd 9 y - rsin 沒.这样 or 2 + y 2 = r 2 , 


且(: ^ 7 ) — ( 0 , 0 > 变为 


0. 




1, 偏导数的定义 


§2.偏导数 


dz f (工 + Ar, y) - f{x y y) 

~ = lim --- 

ox ^2 -hd Ar 

d z ，‘ /( 工， Ay) 一 f ( 工， y) 

~ = lim -:- 

oy av— o Ay 


2 .高阶偏导数 

函数 P/U,30 在区域 D 内的偏导数尤（^，30，乃(工，30存在时,仍然是：^5的二元函数.若 


这两个函数的偏导数 


^ d 2 Z f ( v 


3 pz 、 

我) 

的) 


d 2 z 

dxdy 

d 2 z 

dydx 

d 2 Z 

3 y 2 ~ 




f ^ y ) 




也存在，则称它们是函数 2 = /(:^30的二阶偏导数. 


d 2 


3 2 


二阶偏导数#与#称为函数的二阶混合偏导数•当这两个二阶混合偏导数 


在区域 D 内连续时，则在该区域 D 内有 


d 1 


d \ 


9 x 9 y dydx 


基本 


型 


利用一元函数的求导公式及求导法则求偏导数 

【721】求函数 /U，30 = _r + 在 (3,4) 处的偏导数. 

分祈 /(^y) 关于 x 求偏导时，将: y 看作常数，利用一元函数的求导法则及公式进行运算 
可求岀/二同理，可求出要求/^，认/^⑶认只须将⑶心点代入/:、/;中即可求解. 

解将: y 当作常数，对 x 求导，得 

f’Ax'y) = \~-^r{x 2 ^ y 2 )~2^lx = \~—==^, 

2 J ^ y 1 

同理，将 i 当作常数，对^求导，得 

fy(x, 3^) = 1 ^ \{x 2 + : y 2 ) _ 2 .2：y = 1 〜 y 

2 i ^ y 1 

所以仙， 4 )十 





…… 73 2 + 4 2 ) 〉 

点评多元函数求偏导问題实质仍是一元函數的求导问题，故一元凾数的求导公式、法则 
均可直接应用.求偏导时，关键是要分清对哪个变量求导，把哪个变量暫时当作常量.另外，一元 
函数的求导公式应熟练掌握. 

【722】求下列函数的偏 导数： 


(1) z = lnsin(x ^ 2^) ； 


⑵ 


z 




y 


2 


(3) u 


X 

y 


z 


解 


sin(x ~2 y ) 


co&(x ^ 2 y ) = cot(x - 2 y) f 


% 


sin(x ~2 y ) 


cos(x 一 2 ： y) •(— 2) = — 2cot(x 一 2 ： y); 


( 2 ) 


e 


y 


y 


2 


e y . y2 ^ ^ y ^2 y xe y (y ^ 2) 


z 


y 


x 


y 


y 


⑶ 


z 


z 


du 

dx 

du 

du 

Yz 


【 7 23】设 


jr 

y 

y 


y 




z — 


X 


2 


y 


/ +, 


X 


y 


z 


ln 7 


z 


(对 +1) 、 贝 1 J S 


解两边取对数，有 


\nz = + 1 ) 


将上式两边对: T 求偏导数，得 


士 . S =ln (办 + i )+ j ： ^ i ， 


所以 


dz 

Vx 


(jy + ir 


ln ( + 1) + 


xy 


巧 + 1 - 


故应填 （a +1” 


\ n(xy + 1) 


xy 


ay +1- 


利用偏导数定义讨论具体点的偏导数 

【724】设函数2=/(1，30在点(：1：0，：>^)处存在对 x f y 的偏导数，则 /^( xg ， yo ) 


( A ) lim 


f ( x 0 -2 Ax f y 0 ) -/( jq > yp ) 

At 


/T ^、 ，. /( J ：0, Jg ) _ &， > o ) 

⑻ kn ^ 


，一 … • /(x 0 + Ax,y 0 ^ Ay) -f(x 0 ,y 0 ) 〜、 ，■ /(U)-/ ( 之 o, Vo) 

(C) lim -:- (D) lim - 

Ar-H) Ar X — 

解根据偏导数的定义，对于选项 ( A )， 有 

(x 0 - 2Aty ^o) ~ /(x 0> ^o) 、，• /(x 0 -2 Ax,3^o) yo) 、 

lim S = _2 1^ ^ = ~2fA^yo) 


对于选项 ( B ) 




lim 

Ar-^O 


/( 工 0, ^o) 一 f ( 工 0 一 ^o) 


At 


iim /( x p - A ,,^-/ Uo ,^ o ) ⑹， 


类似的分析可知选项 ( C )、( D ) 均不正确 
故应选 ( B ). 


y 


【725】设 /( uhe — I . ln (: r 2 + V ), 求/;(1，0) 

解如果先求偏导数函数 /』( u )， 运算较为繁琐.由偏导数定义，可以先将 y 固定在^ 
0,则有 /( x ，0) 二 21 nUI . 

从而 /:( jr ，0) = 1，则厂（1，0) =2. 

uC 


[726] 设 /( D ) 





X 


5 


/，求/;(0,0) 


分析由于仏’30十 

显然上式在(0,0)处没有意义，故应按偏导数定义去求 A (0,0 广 


解 /;(0,0 )=lim 


/(0+灸，0) 〜 /(0,0) 

Ax 


lim J ^2 =0 

At 


点评当用公式求出的偏导数在所给点处无意义而恰好又要求所给点处的偏导数时，应使 


用定义计其. 


利用偏导数定义讨论分段函数的慟导数 


【727】设 / Uj ) 




ay 


Jx 1 ^ y 1 


U ，： y )#( o , o ) 


求偏导数 A & d ), f ；{ x , y ) 


10 


(x y y) = (0,0) 


分析由于 (0,0) 为 /( z , y ) 的分界点，故需按偏导数定义单独求 / J 0,0) 及/纟(0,0). 
解当 ( u ) 关 (0,0) 时，由商的求导法 则得： 


f ^( x y y ) = 


y 7x 2 + y 2 - 抑 • 了 ( 工 2 十 >2 广 2 *2x 


y 


X 2 + 


■2 


(x 2 + y 2 )z 


故 fxix f y ) 


fy(jo,y) 


fy{x y y) 


x Jx 2 ^ y 2 - ocy^{x 2 ^ y 2 )^t 9 2y 


X 


3 


x 2 + y 2 


1 


(x 1 ^ y 2 )i 


当 Cx ,： y ) = (0,0) B 寸，由定义求 导得: 


/ 丄 （0,0) = lim 


/ y (0,0) = lim 






3 


(x 2j r y 2 )2 

〔0， 


/(0+Ar ， 0)-/(0,0) 

Ax 

/(0,0 + 4 v )-/(0,0) 

4 y 

( x ,. y )7^(0,0) 


lim 


0-0 
Ar 


0 


iim 8 ^ 

4y-H) Ay 


0 


X 


(x 2 + y 2 ) 


i 


U ，： y ) = (0,0) 

( x > y )9^(0 > 0) 


( x , y ) = (0,0) 





第八章多元函数微分法及其应用 


§2. 傷异数 


多元函数偏导数存在与连续之间的关系 


[728] 二元函数 / U , y ) 


xy 


0, 


美（0,0) 
(x ， y) = (0,0) 


在点 (0,0) 处 


( A ) 连续，偏导数存在 
( C ) 不连续，偏导数存在 


( B ) 连续,偏导数不存在 
( D ) 不连续，偏导数不存在 


解由 


為不存在知， /( 0)在 (0 , 0) 处不连续. 


/^(0,0) = lim 


/(0 + Ar ，0)-/(0,0) 

Ax 

/(0,0+4 v )-/(0,0) 

Ay 


lim0 = 0, 


/ ； (0,0)= lim —~ A ^ Hm0 = 0, 

因此 /( U ) 在 (0,0) 处偏导数存在. 

故应选 (c). 

点评对于一元*数来说可导一定连续，但对于多元 凾数来 说偏导数存在不一定连续. 
【729】二元函数 /(: c ,： y ) 在点 （■ roJo ) 处两个偏导数厂（: co , yo ) yfy ( x 0i : y Q ) 存在是 /( x ，： y ) 
在该点连续的_ 


( A ) 充分条件而非必要条件 

( C ) 充分必要条件 


( B ) 必要条件而非充分条件 

( D ) 既非充分条件又非必要条件 


解由于对于多元函数，连续与偏导数的存在之间没有必然联系，所以 ( D ) 正确 
故应选 ( D ). 

【730】函数 / U , W 在点 ( xo , 外)处偏导数存在，是 fix , : y ) 在该点处_ . 


( A ) 连续的充分条件 
( C ) 可微的必要条件 
解 （ A ) 不正确，例如函数 


( B ) 连续的必要条件 
( D ) 可微的充分条件 


fU ^ y ) 




0 , 


(工,7)式(0,0) 

(x ，： y) = (o,o) 


显然有/二(0,0)=/;(0,0) = 0,但(：^30在点(0,0)处不连续. 

( B ) 不正确.例如函数/(1，30=1办1在点(0，1)处连续，但偏导数/ : ；(0,1)不存在. 
( D ) 不正确•例如函数 




x 2 + y 2 


0, 


2 + v 2 = 0 


在点(0,0)处有/二(0,0)=0及/;(0,0)=0,但 /(： t ，： y ) 在点 (0,0) 处不 可微; 


若函数 z = /(： r ，： y ) 在点 U ，： y ) 处可微，则函数 z = 在点 ( 

在，且 dz = ~dr + . 

dx dy 

故应选 (c). 


的偏导数必存 




懦导数的几何意义 


[731] 求曲线 


Z 


X 


Vl + x 2 十 : y 2 


在点 （1,1^) 处的切线与 y 轴的倾角. 


分析偏导数/;(1,1)的几何意义是曲线 


Z 


X 



1 + x 2 + ： y 2 


在点 （ l ， lw ^) 处的切线对 :V 


轴的斜率.因此，只要求出/纟（1,1)，由斜率与倾角的关系，便可求出倾角. 
解 设所求倾角为&由偏导数的几何意义可知， 


tan /3 


dz 




U + x 2 + y 2 )'2^2y 


y 


(i 



A + x 2 ” 2 


(l,lr>/3) ys 


所以卢 




6 


点评求解此类问題的关键是理解偏导数的几何意义为曲面 Z = /( U ) 与平面 
y = y 0 的交线在 P 0 (^ 0 > : vo ) 处的切线关子 I 私的斜率 ; fy ( x Qy : y 0 ) 为曲面 z = f { x , : y ) 与平面= 
x 0 的交线在 PtXiodo ) 处的切线关于: y 轴的斜率. 

求多元函数的高阶懦导数 


【732】已知 f ( x ^ y ) =: c 2 arctan 2 


y 


d 2 f 


X 


y ^dxdy 


df y 

m = 2 xarctan — + 

ox X 


X. 


+ (-) 2 
X 


(-4) - 


X 


1 + 


/ i 、2 》 


2 xarctan 


x 2 y 


V y J 


21 一 

X X 2 + V 2 x 2 + y 2f 


a 2 / 

9x3y 


2 x 


1 x l {x z + ^ 2 ) - x z y*2y 3y z (x 2 + y 1 ) - y 3 *2y x 1 - y 1 


1 + 


(—) 
X 


2 


X 


(x 2 + y 2 ) 


2 


U 2 + ： v 2 ) 2 


JC 


2 




[733] 设 ti = e -J S in 王 


y^y 


解 


3 u _ 

dx 

d 2 U 

dxdy 


e i sin 


x 


y y 


e 


- X 


在点 (2, i ) 处的值为 

7C 
X 

y y 


e 


X 


x .( - 号 ）+ ( - 


y 


y 


y 


2 


)e " Xcos 7 


t e ^ (_ sin 7 )，( 


_P 


e 


工[(今 


x . x 


X 


d^u 

dxdy 


y 

2 L 、2 


2 


^ ^ sin 7 ] 


(2 •亡） 

It 




故应填 ( i ) 2 . 

e 


17341 验证函数 m -) 满足波动方程 


证因为 ^ = cos(:r - ay), 

ax 


d 2 z 



2 


一 sin(jr 一 ay), 


3z 


acos(x ^ ay) y 


d^z 

dy 2 


= - a 2 sin(x - ay) y 






所以有 


d 2 Z 

By 2 


d \ 


3 x 


2 • 


【735】 设 /( x ，： y ) 




? dr ，求 — 

y dx 2 dxdy 


y_^tl 

x dy 2 


解 


dx 

ti 

d x 2 


ye 


x y 


df 

dy 


xe 


xV . 


- 2xy t 




ti 

dy 2 


2x 3 ye~ 


X y 


d 2 / 

dx^y 


(l-2x 2 y 2 )e 


-x y 


于是 


d 2 l ，立 


dx 


d 2 f ^ y d 2 f 
— + — • _ __ = 一 
3j：dy x dy 2 


2e 


x y 


点评本題为基本題型，考查了复合函数求导法则及变上限函数的求导公式 • 

【736】 设 /(: c ，： y ，2) = 办 2 + 3& 2 + 2 X 2 , 求 

/:(0,0，1)， /^(1,0,2)，/；(0» -1,0) 及/'二(2,0,1). 

解 因为厂 (： c ，： y ，5：)=： y 2 + 2 xc , z ) ^ 2 z y = tx , 

所以/二(0,0，1)=2, / i ( l ，0,2) 二 2. 

因为 /;( j ：，： y ， 2 ：) =2办 + 2 ： 2 ， y , z ) = 2 z , 

所以 /;(0, —1、0)=0. 

因为 f' z (x,y,z)=2yz^x 2 , fiix, y, x ) =2y, / 二 ( 工， 2 ) = 0, 


所以 /^(2,0, l )-0. 

【737】 证明 r = 


x 2 ^ y 2 ^ z 2 


满足 §+$ + s 


证 


dr _ 1 

心 一 2 y x 2 + y + z ； 


2x 


X 


由对称性知, 


dr 一 y 

dy^ r 


dr 

dz 


z 


d 2 r 

dx 2 


d r 

dx 


x # 


同理, 


d 2 r _ r 2 - y 2 


3 2 r r 2 - z 2 


, d ? 


则 


d 2 r d 2 r d 2 r _ 3r 2 - ( jt 2 + y 2 + z 2 ) 

d7 2+ 9?^d? = ^ 


2r 2 


【738】 设 / U ，： y ) 


x 2 - y 2 


(: r, : y) 关 (0,0) 

(jt, y) = (0,0) 


证明 /^(0,0)^/；(0,0). 

分析 要求 /；(0,0), 由其定义 /；(0,0)- 1- / 二 (? ’ 0+ 1 )-/ ‘ (0 , 0) 知，应先求出 /； U , 

Ay^O uy 

y ) ((心：^)关(0,0))及/ : ：(0,0).而当(： 1 ；，30尹(0,0)时,/^(^)用一元函数的求导公式,将3^看作 
常数对 2 求导即可求出 ./ jo , o ) 则需按照偏导数定义去求，同理可求出 /:( o , o ). 


证 当（: r ,： y ) 尹 (0,0) 时 


… 、 X 2 - y 2 2 x ( x 2 + y 2 ) -2 x ( x 2 - ^ 2 ) y ( x 4 - y 4 + Ax 2 y 2 ) 

/“x’30 = y 〜 切 - (^7? - " U 2 ” 2 ) 2 



fy(x 9 y) 


x(x 4 _ ： y 4 - 4x 2 y 2 ) 

~( x 2 ” 2 ) 2 ~ 


当 U ,： y ) = (0,0) 时，由定义得 


所以 


/ ;( 0, 0) = ^仏^_ 


Ar-K) Zir 


/ ;( o, 0) ， ^M±^M = i ^ 0 = 0 . 


4y~^0 

Ay(-Ay 4 ) 


/ 二 （0,0) 


lim 

4yH) 


/；(0,0+^)-/；(0,0) 


Ay 


iim 





一 1， 


/;(0’0)= 一 
显然，/;(0,0)#/;(0,0). 


(0 十 Ac ， 0) - / 

Ax 


( 0 , 0 ) 


Ar # Ax 4 


lim 


Ar 


一 0 


Ar 



3 .全微分 


i . 全微分的定义 

设/^^:^为/定义域^的一个内点^果函数^六心…在点/^:^:^处的全增量么 


可表示为 


Ac = /( a ： o + Ar , + Ay) ~/(xq 9 夕 G ) = A.Ar + B.Ay + o(p) 


其中 A ， B 是与 Az ，4 y 无关 的常数 •则 称函数 Z = /( x ，： v ) 在点 Po ( x c ，：^) 处可微，并称函数 2 = 
f ( xy : y ) 的全增量 Az 的线性主部 A * Ar + B *4 y 为函数 z =/(： c ， : y ) 在点 P 0 (^ q , 九) 处的全微分 ，记 


作 


dz = A* Ar + B*4y = Adr+ Bdy (dx = Ax , dy = Ay ) 


当 函数 z = f(x t ： y ) 在点 Po ( x 0 , : y 。) 处可 微时有 

dz = f^(x 0 , yo)dx + fy(x 0 , y 0 )dy 

2 .全微分的形式不变性 

设 2 = / U , t ；) 具有连续偏导数， U = <p(x,y )， t >=0( u ) 也具有连续偏导数,则复合函数名 


f [< p (^ yy)y 4(1,30] 在点(工 ,7) 处的全微分为 


dz 


f^du + 

du 


dz 

dy 


dv. 


基本 


国 


型 


计 算多元函数的全微分 


【739】设二元函数= U + l ) ln(l + ： y )， 则 ck 


解 —-e 

r^T ^ C 

dx 


x + 3r 十 ： re x+y 十 ln(l 十 3O， = xe 


x+y 




I <t,o) 

, 于是 


dz = 2 ecLr + (e + 2) dy . 

^ 1 1 U / 






第八章多元函数微分法及其应用 


•全微分 



故应填 2edr + (e + 2)d ： y. 


【 740 】设 


( x 2 + ^ 2 )e 


，求 dz. 


解 


dz 

dx 


2xe -arc 咖 ；- 


X * 


1 十 




= (2x + y)e 


3 z 


2ye 


(x 2 + 》 2 )e 


A 


(2y - x)e 


X . 


所以 ck 


[(2x + y)dx + (2y - x)dy] • 


【 741 】设 《 


arcsin—,Wd« 


解 c!m 


(x + y)dz ^ z(dx ^ dy) 


1 一 


(x + y) 


i _ 「 -之 

^2^~~~2lx + y 


(x 十: y ) 2 — z 2 


(dx + dy) + 


dz 


故应填 


1_ 一 2 

A ,、2 — 2Lx + y 


(x + : y) 2 — 之 2 


(dr + dy) + dz • 


【 742 】已知 Z = u\u^\n 


y 

2 + y 2 ^v = arctan _ ，求 dZ 








= 力 (卜 H ， 

dy du dy dv dy 2 x + y 




yu 


x 2 + y 2 ^ u 


+ xlnu I 




yo 


+ xlnu dy 


点评若 2 =z(x, ： y ), 則 




本题在求时，使用了多元复合函数求导法則. 

ox oy 

【 743 】设函数 /U) 可微，且 r ⑻ ■ ，则 Z = /(4x 


: y 2 ) 在点 (1,2) 处的全微分 dz 


( 1 , 2 ) 


解因为 尸（ 4 工 2 - 乂）如， |^ = /'(4x 2 - ： V 2 W_230, 


所以 


dz 


^ dx+?r dy = /'(0).8dr+ /'(())•( - 4)cb = 4dr - 2dy 
dx (1,2) dy (1,2) 


dz 


( 1 , 2 ) 




故应填 4 db — 2 dy . 

求隐函数的全微分 

【744】设2 = /(*3：，：>0是由方程；2：-3» - x + xe z ~ y ~ x — 0所确定的二兀函数，求 dz . 

解把方程两端微分，得 

dz — — clr + e z y X dx + >re z ;y j: (d 2 ： 一 d_y 一 dr) = 0. 

整理得 (l + ^ e z ~ y ~ x ) dz = (1 + xe s ~ y ~ x ~ e z ^ y ~ T ) dx + (1 + j ： e z ~ y ~ x ) d yi 

士卟 m j l +( x ~ l ) e z ~ y - ^ ^ , 

由此得 dz= z-v-i cLr 十 d ： v. 

1 + xe ^ 

【745】由 方程辦 + y _ r 2 + ： y 2 + 所确定的函数 z = 2： U ，： y ) 在点 （1,0, -1) 处的全微 

分 ck =_ . 

解对方程两边同时微分得 

d(j^) + d( y x 2 + y 2 + Z 2 ) =0 

t , , jc6jc + yd) + zdz ^ 

yzax + jczay + jydz + — , - - =0 

V x 2 + y 2 + z 2 

将 ： c = l , 3> = 0, s : = ~ 1 代入上式，化简并整理后得 dz = dz - Jldy . 

故应填 dx ~ j 2 dy . 

讨论多元函数的可微、连 续及偏 导数存在之间的关系 

【746】考虑二元函数/( X , 30的下面4条 性质： 

① /( U ) 在点(邱，外)处连续， ② /( U ) 在点(: r a ， 加)处的两个偏导数连续， 

③ /( x ，30 在点（抑，外)处可微， ④ / U ，>0 在点 U Q ,： y G ) 处的两个偏导数存在， 

若用 “ P 4 Q ” 表示可由性质 P 推出性质 Q ， 则有_ . 

( A ) ②① （ B ) ③&②4① 

( C ) ③，>① ⑼③，， 

解根据二元函数的连续、偏导数存在及可微之间的关系知选项 ( A ) 正确. 

故应选 ( A ). 

点评本題考查如下的关系 


偏导数连续 — 可微 




连续 


偏导数存在 


【747】设 / U ，： y ) 




xy 


/? T 7 2) x ，讨论 / U ， W 在 (0,0) 处是否可微. 


0 , 


x 2 + y 2 = 0 


解在点 (0,0) 处有 


Az # 0 


m 


/(0+ Ar ,0)_/(0,0) 




一 0 








第八章多元函数微分法及其应用 


§3. 全微分 


4r^0 Ay 


0•办 _ r 

；r „ / tf + i ^ v ) 2 " 0 


lim 


4^ 


0, 


而 Zk -[/；(0,0 )*Ar + /：(0,0)-^] 


Ax ♦ 4 y 
( Ar ) 2 + ( Ay ) 


2 


，如果考虑点 P '( Ar , A ： y ) 沿着直线 3 ； 


趋近于(0,0)，则 ^ 
点(0,0)处不可微. 


Ax^y 

Ur ) 2 +-(^) 2 


Ax ^ Ar 


(Ar) 2 +(Az ) 2 


，说明它不能随0而趋于0,故函数在 


【748】 讨论函数 Z =/ U ，： y ) 二1 ( 义 ’ & 7 x 2 + y 2 ' ^ + y 在坐标原点处 


1 0, 

(1) 是否 连续； （2) 偏导数是否存在； 

解 （1) 当 U ， J ) 关(0,0)时，|/(工,301<文 2 


十/ 


(3) 是否 可微; 


(4) 偏导数是否连续， 


/，故 liy ( x ， W =0, 所以函数在原点连续 

y - M ) 


(2) 在 (0,0) 点， ’(工’ 0 )-/< 0 ,0 2 

X 


x sin 



，所以 


x^O X : r^O I 2 


即偏导数，存在，且 T = 
同理也存在，其值为零 


0 . 


(3) 由 (2) 知， 


3 /( 0 , 0 ) 3 /( 0 , 0 ) 


dx 


dy 


故 


+ :脑 ，济/(0, 0 卜 [0 

[( Ac ) 2 + (4 y ) 2 ] sin ^ 一 ■ 1 ■■■■ 


Ar + 0* ^ y ] 


_ ' • . , 、 f J ‘轟 A ■ 丨自 ■ , , —m,,, 

V ( Ar ) 2 十（办) 2 

. r ?/(0,0) … df (0,0 ).. 

- [ ; • Ar + — ^ - .4 y ] 

因为叫一- ^ - ^ lim ,sin 

P 

故函数/(之， 30 在 (0,0) 点可微，且 d ^： = 0 • dx + 0 • = 0 




(4) 当 （_ rd ) 关(0,0)时 


dz 

3 z 

3 y 


2 xsin 


oc 2 + y 2 




cos 


x 2 + 


2^sin 


x 2 + 


x 1 + y 2 


工 2 十 y 2 


由于 limZrsin 

x^O 

y^O 


x 2 + 


i • oc 

lim ~ 一 

do Vx 2 +y 


sgnr 

■ ‘ 


_ I • 1 


不存在 


故偏导数在原点不连续，同样也可说明在原点不连续. 



4. 多元复合函数的求导法则 


1.复合函数的偏导数 

设函数 u = p ( U )， T ；= 0(： T ，： y ) 在点 （ x ，： y ) 处存在偏导数，又函数 z = / U，y 在 对应点 
(^)处具有连续的一阶偏导数，则复合函数2 = /1^(^)，0(: ? :,30]在点（： 1 ：，30处对:*:及3；的 
偏导数均存在，且有 


dz dz du , dz dy dz dz du , 3z dv 
doc du doc dv 3x ’ dy 3u dy dv 3y 


2 .全导数 

设函数 z =/( w , i ), 而 u = < p { x ), 


0( X ), 则 z = f [( p ( x ), 0( J ：)] 是 : c 的一兀函数，且 


dz dz du . dz dv 

— — ■ • ■ 十 1 • ■ •_ 丨 

dr dx dv dr 


称普为 z 关于 x 的全导数. 


基本 


m 


型 


利用一元函数求导法则求偏导数 

【749】设 2= e - x -/ U -2>0, 且当 : v = 0 时 , z 


2 ,则 


dz 

dx 


解把 


0 时 ,2 = /代入 函数表 达式得 


2 

X - e 


fix ), 即 / U ) 


从而 


e … 2> +(: r —2 y ) 2 


dz 

dx 


2{ x -2 y ) 


2y 


故应填 2 (x - 2 y ) 一 e _ T 十 e 


-x + 2> 


[ 7 50】设 Z = j ^ f ( — )，/( M ) 可导，则 yz y 

oc* 


解 




yf{—) + ¥'(2) •(- ^y) = j/(—) 

X X T l X 


y 1 ., 

一 T , 


(-) 


z y 




^ ( t )+ ^ ( f ) ' ( t ) 


af(^~、+ yf'l) 


则 


3^y 




故应填 

利用一元函数求导法则求二阶偏导数 

【751】设2=+/(：00 十 3)(工十30，/、9>具有二阶连续导数，则^； 


解 


dz 

T x 


f(ocy) + + y<p '( 工十 30 * 




第八章多元函数微分法及其应用 


§4. 多元复合函数的求# 法则 


— 士/'(取 ) .x + ( xy ) + 气 f ”( xy 、' x + ( p'{x + 3 1 ) + y<f {x + y ) 

= yf ^ iocy ) + < p '( x + y ) + ycp\x + y ) ^ 


故应填 + 9'(x 十 3O + y ( p\x + y ). 

【752】 设 /(«) 具有二阶连续导数，且 gU f y ) 




解由已知条件可得 


: 

= 一讀 

芬 X 2 

^K^2y 
d x 2 ~~ x 3 

Hf 

dy x J 

3 2 g 1 

w 


y 


a 


十 / 


X 

y 


X 

y 




十 / 


X 


00_ ^p ， 

y 1 


X 

y 


X 

TJ 


+ 气 / 


r 




X 

y 


所以 


^8 

dx 2 





y J 


X 

y 




y _ 


2 


•夕 


2 今 

X 


y _ 


点评本題采用的是一元复合毒数的求导法则 ，计 算时还 应:; 主意关于： r 求偏导时，把: y 視 


为 常數， •关于 > 求偏导时，把: r 视为常数. 

【753】设函数 u(xy y ) = cp{x + ^) + < p(x - y ) 


x^y 


-y 


0 ( 0 出，其中函数 p 具有二阶导数 ，4 


具有一阶导数，则必有 


( A ) 


d 2 u 

dx 1 


d 2 u 

dy 2 


( B ) 


d 2 


dx 2 ~ dy 2 


( C ) 


d 2 u _ d 2 u 
dxdy dy 2 


( D ) 


d 2 


a 2 


dxdy dx : 


du 


解因为 G =〆 （： ( ： 十 ： y) + 9?’（：c - ： v ) 十 y) 〜 4( 工 〜 y )， 


于是 


可见有 


d_u _ 

3 y 

d 2 u _ 

dx 2 ~ 

d 2 u 

dxdy 

d 2 u 

o 2_ 

3 2 u _ d 2 u 

dx 2 dy 1 


< p"{x + y ) ^ — 30 + < p(x + y ) + ip ( x ~ y ) • 


9?" (: c + ： y ) 十 < p "(jc - y ) + t//(x + y ) — < p '( x _ y )， 


<p (x 十： y ) 一 < p\x ~ y ) ^ < p y (x + y ) + ^{x - y ) 9 


< p\x + y ) + ( p\x ^ y ) + (x + y ) - < p’（x - y ) 


故应选 （ B ). 


2 


【754】设函数 




沢 x 2 + y - f 2 ) dt , 其中函数 / 有连续的导数，求 


B 2 z 
dxdy # 





解令 n 2 +/-p , 则 


Z 


2 




0 


tf(x 2 + y 2 - t 2 )dt = - 


2 J 


-0 

X 2 + > 2 


f(u)du 


2 J 


: rW 


0 


由 


d 


dx ^ 2 


2 : 
十 > 


0 


♦ 

f{u)du] 


2 


f(x 2 + y 2 ) 9 2x=^xf(x 2 ^ y 2 ). 


得 


d 2 


Z 


dxdy 


Jof ' ix 2 + y 2 )*2 y = 2 x } f / ( x 2 + y 2 ). 


利用多元复合函数求导法则求偏导数 


【 755 】设 


z- u 0 v, x - e w cosi; t y = e u sinv 


，求 


dz dz 
dx y dy 


解按复合函数求导法则有 


dz dz du • dz d%> du 

— •—— 


dv 


+ ~ ― ~ = 7}* - + ti • 

dx du dx dv dx dx dx 


dz dz du , dy 
— ■ • + —— • ■ 

dy du 3y dv dy 


tr 


Bu 


+ u 


dv 


将 x^e^cost;, y = e w sim; 两边对 j 求导，得 


l = e u cost ； 一 e w sint ； *f 2 
OX ox 

A u , u dv 

(J = e T~smv + e cosv^zr^ 
ox ox 


解此方程 组得 : 


du cosv dv 


sinv 


dx 


e 


u y dx 


e 


u 


x = e u cos^, : y = e“sinv 两边对 y 求导，得 


0 = 〒 cost; - e u sinv • ~ 


i / iu 

3 y 


dy 


1 u • , 11 

1 = e ~ sinv + e cosvr - 

By 


d 


d 


解此方 程组得 ^=T ， g 撕 


e 


所以 


dz 

dx 

dz 

dy 


V 


COSV 


e 


sinv 


u 


sim ； 


$ 

e 


VC(X>V — U S1T17^ 


e 


V 


u 


ccsv vsinv + u cosv 


e 


e 


e 


【 756 】设函数 


z 


其中 / 是可微函数，则 g 


解 令 u 


siar 

y 


y 


V 


Iru : 


，则 2 ： =/(M, t ；), 于是 


dz du , dv 

du dx dv dx 


y 


d £ 


y 


In 2 


xin x 


•V 

dv 


故应填 


df y df 

參-- -参 ■ 

y d u x \ n 2 x 


_ 设 P / Uv ， f ) + , ( f )， 其中/，,均可微，则 g 


f(u)du $ 






第八章多元函数微分法及其应用 


§4,多元复舍函數的求羿法则 


m gcw . 士 






y , 

7 . 


& 应 m ’+ 7 / 2 '-: 




【758】利用变量替换 M 


，-定可以把方程， oga 化为新方程 


dx 


(A) = z 

ou 


⑻ 

ov 


(C) u^ = z 

ov 


(D) 会 , 


解 由多元复合函数求导法则知 


dz 

dx 


3z du , dz dv 

… • —十 ■■国 • - 

du dj ： dy d x 


dz _ 上 4 dz 
du r 2 dv ’ 


dz dz du , dz 9v 1 dz 

"I • _ 1 . 

dy du dy dy dy x 


代入原方程得 J ： _ = Z ， 即 M ^ = Z . 

ou du 

故应选 (A). 


dz 

du 


[759] 设是务次齐次函数，即 /( to ， a ， to ) = //( A ： y ,2), A 为某一常数，则结论正 


确的是 


df i df i df 

If • — rr * — 


(A)x 9 — + y t —^z^ — = k x f(x,y y z) 
df df df 

(C):r-^ 十:十 z .g = kf(x,y 9 z) 

解令 u = tr ， x ;= 以， &, 贝 0 

f(tx 9 ty 9 tz) = t k f(x, y, z) 


(B)x 


dx dy 


(D),f + 

ox dy 


df 

dz 

Bf 

dz 


A 4 /(-r, y 9 z) 


f ( x 9 y ^ z ) 


/(u, v, w) = t k f(x y y y z) 


上式两边对 t 求导，得 


du dv 1 dw L 走 - 1 " 、 

+ z -~- = kt k ~ l f { x , y y z) y 

ou dv ow 


df 


df 


tx m — + ty 9 — + tz 9 
du dv 


df 

dlX) 


kt k f{x ， y 9 z) = kf{u,v y vu) } 


ou dv <fw 


所以 •託 + z _ ff 二执* 37 ，)， 2 ^ - 


故应选 ( c ). 


利用多元隻合函数求导法则求二阶孀导数 

【760】设 z = f(x 2 ~y\ 一)，其中/具有二阶连续偏导数，求 


dz dz 


d 2 


dx’ dy’dx^y * 


解 


dx 4 
dz _ 

By 

d 2 z 

dxdy 


2^； + ^/2, 


-2^；+ xe ^/；> 


2x[/n • ( _ 2>0 +/ ； 2-xe^] + e^f f 2 + ^f f 2 4 - y^[f； x • ( - 2)) +/i 
- 4^/n + 2(x 2 - y 2 )^fu + +e^(l + xy)f 2 . 






【761】 设 d 3 / Uv , l )，/ 具有二阶连续偏导数，求 ^ 

X 


dz -rf ^ 2 z 


By 9 dy 2 ^dxdy 


解 fj = ^ 4 / i + X 2 /2. 


d 2 


z 


X 5 /n +: rVl 2 + ^n^afh = ^ 5 /ii + 2? 尸 ; 2 + 


5 


3 


dy 2 

d 2 Z 

dxdy 


4x 3 f [ + x A yfn - X 2 yf\ 2 + 24 2 ^ 工 1 H yTn: 4^ 3 /i + 2^/2 + /yTnH 


【762】 设 / U , d 具有二阶连续偏导数，且满足 3 + 3= 仫又 


g{x,y) =f[xy y ^\x 


(i 2 -: y 2 )] 


求 


a 2 g 

dx 2 By 2 * 


解 




3 f 


dx ^ du 


X 


3 2 g 


故 


dx 


2 




d^f 

du 2 


+ 2jy 


df 


df 


dv 9 

dy 

" x a M ^ 

dv 

3 2 / 

dudv 

+ x 2 

d 2 f df 

dv 2 



d ^ = x 2^ 2 _ 2 ^AL + y 2 3 -l 


df 

dv 


所以 


d2g d2g = U ^ y ^ + (，^ y^ 2f 


dx 2 dy 1 


du 


dv 2 


x 2 + y 2 . 


求 


[763] 

d 2 z 

dxdy * 


设 ^ /( ^*7 ) + 尽 ( f )， 其中 / 具有二阶连续偏导数，尽具有二阶连续导数， 




解 


dz 

dx 


yf \ 


y 


• f’d 


X 


■ =/; + y ( afn - pfu ) - ^/2 + 7(^21 


X rff \ 1 


y 


X 


J 8 


f’\ — 


x 


11 


y 


fn 


1 , y , 
一？ g . 


【 7 64】 设变换 1 _ 2 >可把方程 6 g 

ox 


d 2 z 9 2 


z 


v = x + ay 


dxdy dy 2 


0 化简为 


d 2 z 

dudv 


0, 求常数 a . 


解 


dz 一 
dx 

d 2 Z 

dxdy 


dz + dz 

Bu dt }， 


dz 


^dz dz 

一 2 d u a dv 


d 2 z d 2 z + 2 d 2 


Z . ^ 2 Z 


dx 1 du 2 


+ 


dudv d^ y 


2—, +(a ~2) 9lz 


d 2 


U 


dudv 


a 


dv 2 


d 2 


z . d 2 



t ^ Z , d 2 Z 

4 P _ 4a “ 


2 ^z 

dv ^ 


将上述结果代入原方程，经整理后得 （10 + 5 a)A + (6+ a - a 2 )_=0 

dudv dv 

依题意知 a 应满足6 + a - a 2 = 0,且10 + 5 a #0. 

解之得 a = 3 . 

点评 本题为多元复合函数求偏导的基本題型 ，计算 时应注意参數 a 的取值是根据6 + « 
- a 2 = 0 及 10 + 5 a 关0得到. 





【7沾】 设函数《二/(^，：0；，攻)具有连续的二阶偏导数，则£^ = _ . 

解令 v = jy , uu = u =/( m ， it ；), 于是 

|^=/^ +/X + fH =fx yfv 二 

盖 ^；= (/:•< + /:*«i) ”(/:•< + / 二 .4) +/: + Mf^Vy + /:.t4) + C 

= o ^二 + jofm 4 ' 2 jo ^^ + 攻 1 f : + / X - 

故应填 j /二 + J^fL + C' 2jy3f^ + 饮 2 /二 + fX. 

点评对于中间变量或自变量多于两个的情况，复合函数求导法则可进行相应推广.原则 
为：函 数对某个自变量求偏导数时，必须通过一切有关的中间变量，有几个中间变量，公式中就 
应有儿项相加.其中每一项都应是函数对某个中间变量的偏导数与这个中间变量对该自变量偏 
导数的乘积，此法则也称为链式法则. 


§5. 隐函数的求导法则 

1. — 元隐函数求导法则 

设函数 FUd) 在点 PUodo) 的某个邻域内具有连续的偏导数 i^(u),F;U，y)， 且 
厂(〜，&) = 0，/^(1 () ，3^)关0，则在（&，3 ) 。）的某邻域内，方程 FU，：y) 二0恒能惟一确定一个具 

有连续导数的函数 y = / U )， 它满足条件 y Q =/ U ), 并有 

dy F ^.( x , y ) 

dr Fy { x , y ) 

2 . 二元隐函数求导法则 

设函数在点 PUo, %，％)的某个邻域内具有连续的偏导数 F；(x,y , Z ), 
■^(■^，^，^^，^(^，^，:^且 F (工 0 ,3 ; 0 ,2： 0 )=0，1 7 :(0： 0 ,5 0 ，；；： 0 >#0，则在点（：1： 0 ,3 / 0 ,2： 0 )的某一邻域 

内，方程 z ) = 0 恒能惟一确定一个具有连续偏导数的函数 Z =/(a 30,它满足条件耶= 

F y x jxy y y z ) dz F y ( x , y , z ) 

F ^( x , y t z ) ’ dy F ^(^, y , z ) * 

基本题型 


zlny + e ^= l , 根据隐函数存在定理，存在点(0,1, 1) 的一个邻域， 


( A ) 只能确定一个具有连续偏导数的隐函数 2 = z (： t ， 30 

( B ) 可确定两个具有连续偏导数的隐函数 y = 幻和 Z = zU ， 30 

( C ) 可确定两个具有连续偏导数的隐函数 x = ； c ( y ， Z ) 和 

( D ) 可确定两个具有连续偏导数的隐函数 x = x { y , z ) 和 y = y ( x , z ) 


/( 工 G ,^ G ), 并有 


dz 

Bx 


隐函数存在性的讨论 

【 7 66】设有三元方程” 
在此邻域内该方程_ . 




解令 F (: r ， ： y ， 2 ：) =以 - zln ^ + e 农 - 1，显然 F (0,1,1) = 0. 且 ^ 7 十 ze ' ~~ = x - —, ~~ 

px dy y dz 

=-liD + x ^ 在点 (0,1,1) 的某邻域内连续，又 Fi (0， l , l ) = y + 2 ^ = 2^0, F ； (0, 1, 1) 

(0,1,1) 

二 -1 尹0,裉据隐函数存在定理知 ，方程 FU , y , z )= Q . 可以确 定具有 连续偏导数的隐函数 
• T 二 x (： v , 2 ：) 和 ： y 二: y ( x ， z ). 因为 (0, 1， 1) 二0 , 所 以未必能确定隐函数 z = z ( x y y ). 

故应选 (D). 

求多元隐函数的偏导数 


[767] 设函数 


Z 


x ：(: c ，： y ) 由方程 


z = e 


2x - 3z 


^确定，则 3 g + g 


解对方程两边关于: r 求偏导数，得 

dz — 


d x 


e 


2x-3z 


2-3 


dz 

3 x 1’ 


dz 


2 e 


2x-3r 


2：c - 3z • 


1 + 3 e 

同理，对方程两边关于 y 求偏导数，得 


9z 


2x-3z 


3 


dz 

dy 


2 


解得 3 . A ， 一 w 所以 3 dz 


_ 

^y~ l + 


dz 6 e 


lr-Sz 


+ 2 


dx dy 1 +W 32 


2 . 


故应填 2. 


点评本題也可直接使用隐函数求偏导公式计算. 

争 

$ 

【768】设 2 = 2 :( 0 :， ： y ) 是由方程 王 = In ■所确定的函数，则^ 

z y dy 

解将所给方程两边对^求导，得 


X dz 

z 2 d y 


dz 

y y ^v^ z 


Z 


2 


2 


因此 


故应填 


2 


y(x + z ) * 


【769】 设 工 •cosy + y • cos2 + z * cosx = l f 求 

dx oy 

解 将方程 


•r • cos：y 十 y • cosz 十 z 


两端分别对 u 求导（其中 Z 是: r ，： y 的函数）得 


cosy - r — + 弘 

ox dx 


0 


— ^rsiivy + cosz 


• dz , dz 


0 


dz 

dx 


COS 


: y 


zsmx 


ysmz 


dz 


cos 


z - xsiny 


ysinz 


由此解得 
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§5. 隐函败的求專法则 


[770] 设函数 W =/ U , y , 2 ) 有连续偏导数，且 Z = z Cr ，： y ) 由方程: r e i -： y ? = ze z 所确定，求 


du . 


解 设 F ( x , V , = x〆 - 3^ — 2： e ' 则 


F ； = (x + l ) e x , F ；= -(y + l ) e \ F ：= — (z + l ) e z 


故 


而 


dz 

dx 

du 

Y x 


F ： 


+ 1 


fT = z + T e 


z 


dz 


F ： 




z + 




— Z 


/;+/ 者 /;+/ 故 


x~ z 


2j£ = f f f f ^2. — f / ^ f / V + 1, 公 y 一 z 

,dy Jz dy~ J y J z z + r 


所以 du 




十 e : _ z ) dr + (/; -/: ~\^ y ^ z ) dy . 


2 + 


【771】 设函数 z ( u ) 由方程 + + l =0 给出， 都是可微函数，则有等式 

\ y x I 

dz , dz 

X ^c + y Vy = Z ^^- 

证 设:^1 = ^7 + 1 = %则有打《,1)=0将它两边分别对工,7求偏导数，再将2视为 


的函数，得 




dz - 



X~ 2 Z 


① 



:(&- 十，营卜 0 


② 


将①、②联立，解得 


dz 

T X 



7 — p f 
V A u 


F ： + 


-i 


F ' ’ 

x v 


dz 

dy 


~ 2 ^ - K 

l F ： +x^F ： 


于是 


dz^ Bz_ x- 2 zF^F ： . y— 2 ：^ - K 

X ^ y dy~ X y y^ l F^ u +j ： - l F^~ Z 


jy . 


由方程组确定的嫌函数的求导 


【772】设 u = f ( j ： 9 y , z ) 有连续偏导数，: v = y ( x ) 和 z = 2 (工)分别由方程 ^ - y = 0^\ e z - jz 


0 所确定，求 


du 
dr ^ 


供 dudy dz 
dz dx dy dr dz dr 


由 




… . 办、 d ) 。 dy ye ^ y 


由 


: cz = 0 得 


r dz dz r, dz 

e ± c ~ Z ~ X d ^ = ^ di 


JZ 


于是 


du _ 


3 f 


df 


dr dx xy dy az — x dz % 


点评本題为多元复合函数求导及隐函数求导的综合題为全导数，计算的关键为求出 


du 


dr 


¥ 及# ，它们可由隐函数求导法則得出. 

dr dr 



【773】 设 U =/U ，％ z) 有连续的一阶偏导数，又函数 y = y(x) 及 Z = 分别由下列两式 


确定： e J 

y -ay-2 和 

e x： 

J 

x ~ z sint • 

dt 

o t 

解 

dw _ + 

df 

dy 

dz 

+ ^― 

dx dx 


dx 

dz dr’ 

由 

xy = 2 两边对 x 

求导，得 



• 

e* 

a(：y + x 尝 ) 


du 

dx 


dr 




0 , 


即 


dy 

dx 


2 

x 


① 


又由 # 


m X^Z 


0 


sint 


X 


dt 两边对 o: 求导，得 


•(卜 爷 ) 

X ^ Z (XX 


目口 dz _ 1 e x (x - z) 

dz sin(x - z) 


将其代入①式，得 


du df ydf 
•___ — — ■ — + 

dx 9x x dy 


1 _ e z (x — z) H 
sin(x 一 z) 」 az 


【 774 】设 : y = ;y(x)，z = z(:c) 是由方程 z = jf(x + ： v) 和 1 ? (0 ： , ： >%2 ： )=0 所确定的函数，其中 / 

和 F 分别具有一阶连续导数和一阶连续偏导数，求 

解分别在 z = + W 和 F(U, 幻 =0 的两端对 : r 求导，得 




f ：^ f ；^ + f ：¥ = o 


dx 


dr 


整理后得 


r / Az r , f ， 

~^S + dS =/+ ^ 


Ktz + K 鈕 


dr 


dx 


K 


由此解得 


dz _ (/+W; -jf'Fx 

= F ; + W z 




点评本题需通过含有导数的方程组求得其解 


§6. 多元函数微分学的几何应用 

1.空间曲线的切线与法平面 

x = x(t) 

设空间曲线的参数方程为 \y = y(t) 

Z = z(t) 

其中1 = 1(0,3^20)，^ = $0)均为^的可微函数，且: ' u )、 z '(0 不同时为零，则当 
t = fo 时，曲线上对应点 MoUo , 外， Z 0) 处的切线方程为 




&L I 第八章多元函数微分法及其应用 

__ 吧 | 分每的;I何5用 

x - xo y ^ y<i z ^ zq 

x ( ta ) y ' ito ) z ( to ) 

法平面方程为 

x ( to )( x - xo ) + y \ ta)(y - y Q ) + z ( tQ )( z - z 0 )~0 

2 .曲面的切平面与法线 

设曲面方程为 FU，;y，：O = 0, 其中 FU， ％幻具有连续的偏导数 F】，F;，F “且它们不同 
时为零.则在曲面上点 M 0 ( x Qi y Q , Z(1 ) 处的切平面方程为 

F^(x 0 , yo > z 0 )(x - x 0 ) + Fy ( x 0 , y Q , z Q )(y - y 0 ) + i^(：r 0 , ：y 0 , z 0 )(z 一 z 0 ) =0 

法线方程为 

x- xq _ y- ya _ z- zp 

2：o) Fy ( xo ， yo ， z 0 ) F y 09 zo ) 

若曲面方程为 z=/Gr,j), 且 /(U) 具有连续的偏导数，则曲面上点 M D U e ，外, q) 处的切 
平面方程为 

/ 二（工 o ， >o)( 工 - 工。） + fy(j=Ofyo)(y^ yo) 一 U- z 0 ) =o 

法线方程为 

x-xp 一 y - ya z o 

/x(^0» ^o) fy (^ Qyyo ) - 1 

基本题型 

求参数方程确定的空间曲线的切线与法平面 

X - t 

【775】 在曲线 = 的所有切线中，与平面1 + 25+2= -4 平行的切线 ___ 

z = t 3 

(A) 只有一条 （B) 只有两条 （C) 至少有三条 （D) 不存在 

' X - x { t ) 

分析 曲线< y = y ( t ) 的切线方向向量为 (j/U),：y'(0，〆 ⑴） * 

= z ⑴ 

曲线的切线与平面平行，即曲线的切线与平面的法向量垂直.根据向量垂直的充要条件，即可得 
解- 

解 曲线的切线方向向量为(: r'(/),，U)，z '(/)) = (l, -2 z ,3 f 2 ). 依题意知,切线应与平面 
x + 2 y + z = -4 的法向量垂直，于是有 

(1 ， -2t,3^ 2 ) > (1,2,1) = 1 -4i + 3/ 2 = 0, 

解得 = ^2 ~ 1 ■ 

所以与平面1 + 27 + 2= -4 平行的切线应有两条. 

故应选 (B). 

( jt ：= i 

【776】 曲线上点 M 处的切线平行于 平面: ^'十2> + ^ = 4,则点从的坐标可以是 


z- t 





( A )( l ， l ， l ) 


( B ) - 




3 y 21 


( C ) 


3 1 9 ' 27 


( D )(-3,9, 一 27) 


解故曲线上点]^(1，3%2：)处切线的方向向量是5 


<1，2《，3£ 2 },而乎面:*:十23/ 


4的法向量》= <1，2，1}，由于切线平行于巳知平面，因此, 


s • n 


即 


l + 4 r + 3 i 2 = 0. 


解此方程得 


当 


1时 


或 

1， 


3， 


1， 


当 一 f 时， x = - 

于是点 M 的坐标是 ( 

故应选 ( B ). 



, : y 



9 9 


3 9 9 9 27 


27 4 

或（一 1，1，一1) 


求曲线方程为一般方程的空间曲线的切线与法平面 

[777] 求^ 2 + / + ! 2 = 6 在（-1,1，2)处的切线方程. 


: r 2 + 


解方程组两边对 I 求导，得 


2 ^ +2 ^^ +2 ^£ = ° 

t =2x+ly % 


解得 


cLc 


x 

y 


dz 

dr 


所以在 （-1，1,2> 处的切线方向向量为 


, dz 


. 2 ) 


{1,1，0> 


所以切线方程为 


y -1 z -2 

1 一 0 • 


由 


/( X ,30确定的曲圃求切平面与法线 




[778】求曲面 z = f + 〆 平行于平面 2 x + 2： y-z = 0 的切平面方程, 


解设切点为 PUo ^ o ,：^), 于是曲面 z = f + ： y 2 在点 P 的法向量为 { xo ,2： y Q , -1}, 所给 


平面的法向量为（2,2, -1 K 由条件知 — = 2 — 
所以切点坐标为 


-1 


工 0 = 2 , 


: Vo= 1 ， 


ZQ 


工 0 2 


: Vo 


于是，所求切平面方程为 


2 (x 一 2)+2 (：y 一 1) 一 (z 一 3)=0, 


即 2 x + 2 y — 2 — 3 = 0 ♦ 


【779】试证••锥面 z 


+ 3的所有切平面都通过锥面的顶点 


证因为 … —= - y - 

dx y/x 2 + y 2 dy J X 2 + y 

故锥面上任一点 （ A , 加，％)处的切平面方程为 


dz 

dy 
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§6. 多元函数微分学的几何应用 


ZQ 




将 zo 一 3 


代入上述方程,整理后得 


xqjc + y 0 y - (ZQ — 3) (z — 3) 


而锥面顶点的坐标(0,0,3)满足上述方程，所以锥面 


7T7 2 +3的所有切平面都通过 


锥面的顶点. 


由 F ( x ，： V ，2) = 0 确定的曲面求切平面及法线 

【780】 曲面 + 在点（1，2,0)处的切平面方程为„_ 

解令 F (: F: = 2：y，F;=2:r，F: = 1 - e s 
在点（1，2,0)处切平面的法向量为 U，2,0}. 则切平面方程为 

4( 工 一 1) + 2(y 一 2) 十 0(z 一 0) = 0，即 2工十 ：y 一 4 


故应填 2x+ y - 4 = 0. 


【781】由曲线 


3: r 2 十2乂 = 12 


绕 y 轴旋转一周得到的旋转面在点 (0 乂义)处的指向外侧 


的单位法向量为_ . 

A 

解旋转曲面方程为 3 x 2 + 2/ + 3z 2 - 12 

令 F (: + + F；-6x,F；=4y,F； 在点 （O^w^) 处指向外侧的法 

向量为 {0, 6/^，单位化得& (0 义 . 


故应填士 {o ^^}. 



【782】曲面: c 2 + 2/ + 32： 2 = 21 在点（1， -2,2) 的法线方程为 
解记 F ( x t y f z ) = X 2 + 2 y 2 + 3 z 2 ~2 hM 0 (h -2,2)， 则 


F: = 2x, 

仏= 2, 


F ；-4 y , 



: =6«, 


F;l 


Wo 


一 8, 


K 


^0 


12 


取 《 = ll, -4,6( 

所求法线方程为: 


-1 


y + 2 _ z _ 2 
_ 4 6 


点评本超应先求出法线的方向向 f , 再用直我的对称式写出法线方程，平面曲线的切线 
和法平面方程以及曲面的法线和切平面方程是几何应用常考題型，我们应熟记相关公式. 


[783] 试证曲面 



-fa (a >0) 在任一点 （ j ： g ，y。，2 G ) 处（其中別 >0,外 >0, zq > 


0) 的切平面，在三个坐标轴上的截距之和为常数. 

解曲面上任一点 Uo，％,%) 处的切平面方程为 


>/ 工 0 


x-xo) + -j=(：y - : yo) 十 — zq) =0, 

V V 


其截距式方程为 


故在三个坐标轴上的截距之和为 








: 0 =y^(y^j+y^o + y^o) 


2 2 2 

【784】在椭球面气 + ^ + 上哪一点处的切平面在坐标轴上的三个截距相等 


解设所求的点为(抑，外，如），令 




则 


F jc (工0, Jo, 之。） = 2 * F y ( 工❹，70,之0) 


2y 0 


， P z (工0，^^0，之 0) 


2 z 0 


代入切平面方程得 


令 


0, 


^§(x- ： c 0 ) + ^^(：y - ： y 0 ) + z 0 ) =0 

a V c 

0 得: r 轴上的截距为类似可得 J 轴上， Z 轴上的截距为 f 

^0 : Vo 




由题设截距相等有 


即 




20 



又 


a 2 b 2 c 2 


由式① ，② 解得 


工0 


± a 2 

T ^ T ? 


y 0 


所以点 


a 2 +6 2 + c 2 


与点 


a 2 +6 2 + c 2 


±b l = — 

j 〆 2 °" / 

b 2 _c 2 

a 2 + 6 2 + c 2 ’ 

-b 1 - c 2 

a 2 + 6 2 + 〆 J — aH 1 


± c 2 

a 2 T 6 2 + c 2 


a 2 ^ b 2 


处的切平面在三坐标上的截距相等. 


【785】设函数 / U ，： y ) 在点 (0,0) 附近 有定义 ，且/二(0,0) = 3,/;(0,0) = 1，则 
(A) ^1(0,0) = 3 ^ + ^ 

(B) 曲面 s：=/U，30 在点(0,0,/(0,0))的法向量为{3,1,1> 


( C ) 曲线 


f(x.y) 


在点 (0,0,/ X 0,0)) 的切向童为 U ,0,3> 


( D ) 曲线 


f(x,y) 


在点(0,0，/(0,0))的切向量为 <3,0,1 } 


解对于选项 ( C )，： cO 面上曲线 2： = / U ，0) 在点(0,0，/(0,0))处导数 


dz 

di 


( 0 , 0 ) 


/;(0,0)=3, 


且:^面上的向量在^轴上的分量为零，故切线的方向向量为丨1,0, 3 h 
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_ ^ I §6.多元函-微分何应用 " 

故应选 (C). 


点评 选项 （A) 不对.因为函数 z = /(*r, y ) 在点 M 0 (x 0 ，：y 0 ) 处存在偏导数 


dz 

dx 


dz 

f Jy 


并不 


Mi ) 


能保证 2^/ U ,30 在点 Mo 处 可撖. 

选项 （ B ) 不对.因为偏导數存在不一定能保证函数可微，所以也不一定能保证曲面 z = f ( x t 
: y ) 在相应点 （ jo , : yo ，/(2 o , : y 。）） 处存在切平面， 


【786】试证曲面 Z = 上任一点处的切平面都过原点(其中/具有一阶连续导数）. 

X 

解 d t f ' 

曲面上 U a ,y Q ，z Q ) 处切平面方程为 

/( 叫 - ❿ /’( 叫 (x- x 0 ) {y- y 0 ) ~ (z- z 0 )=0, 

L \ x 0 / xa \ *ro / 」 \ -To / 


整理得 

故切平面过原点. 



【787】证明曲面 /(x - az , y - bz ) = 0上任一点处的切平面均与直线 f = ~ = z 平行. 

分析 只需证明曲面上任一点处切平面的法向量 n 与所给直线的方向向量5= U，6，l} 垂 
直即可. 

证 设 F(:c，：y，；c) = /(:c - oz，y - fc) 

则 Fy ( jc 9 y , z ) F f y ( x , y , z ) F ^( x , y i z )= ~ af \- bf \ 

所以 Kf \ J ^- oS \- bf f 2 ) 


而所给直线 & = = 2： 的方向向量 s = {a, 1 ) 

a b 

于是 n-s = af [ + bf 2 - af [ - 6/5 = 0， 

所以，曲面 /(jr-azd-fez)] 0 上任一点处的切平面均与直线 & = + = 2 平行. 

a 0 

切平面的夹角问题 

【788】曲面3：1： 2 + 3^+2 2 = 12上点]^(-1,0,3)处的切平面与平面 z = 0 的夹角是 


( A )f 


( B)f 


(C) 


n 


( D )f 


解设 FU,：y,2：) = 3:r 2 + ：y 2 + ：^ -12,则 


F; (-1，0,3>= - 6， F;(-l,0,3)=0, F；(-l,0,3) = 6 f 


曲面在点 M 处切平面的法向量& 


- 6,0,6>,平面 z = 0 即_坐标平面，其法向量可取为》 2 


= <0,0,1丨.于是切平面与平面2=0的夹角0的余弦是 


cos (9 


I n^n 2 I 


0 + 0 + 6 


1 


.72 


所以 0 = 


«1 • «2 




故应选 ( B ) 

【789】求球面 ： c 2 + ： y 2 + 2 2 =14 与椭球面 3： r 2 + y 2 + J =16 在点 P ( - 1, -2,3) 处的交角（即 
交点处两个切平面的夹角）. 

解设 F ( x y y , z ) = j ： 2 + y 2 + z 2 - 14, Gix ^ y . z ) =3 x 2 + ： y 2 + 之 2 一 16,贝 ! I 


K =2 ^ f 

G ； =6 ： t, 


F ； = 2 y . 

Gy = 2 y , 


F ： =2z f 


: =2 z . 



所以曲面 FCr ,： y , Z )=0 和 G ( u , z )=0 在点 P(~h -2,3) 处切平面的法向量分别为 


1 = < 一 2， 一 4,6 } ， 


n 2 


{ 一 6， 一 4,6 } • 


设两个法向量的夹角为？>，则 

» r »2 

cosc? = 1 r ~~ r 

r »i * n 2 


- 2 X ( - 6) + ( - 4) x( - 4)+ 6 X 6 
一 2) 2 + ( -4) 2 + 6 2 . 7 (-6) 2 + ( - 4) 2 + 6 2 


因此 ， p 


_ 64 _ 8 

/ 56 */^ Jll 

arccos ^ l ^ 为所给两个曲面在点 P ( - 1， -2,3) 处的夹角 

Jll 


§7. 方向导数与梯度 


1.方向导数 

设函数 2 = /(: r ，30 在点 P ( x , 30的某个邻域内有定义，过点 P 
引射线 /( 如图 8-7-1 所示），在/上点 P 的邻近取一动点 


P '(x + Ar » y + Ay ) 


记 P 与 P ' 的距离为 


( Ar ) 2 十 (4 y ) 2 


y 


p 


/ | 知 

/— 」 


Ax 


当 p '沿/趋于 p 时，如果极限 

f(p ) _ /( P ) fix + Ar , ^ + 4 y ) - f ( x t 

lim I DD /1 - = lim - 

p -p I PP \ />-0 p 

存在，则称此极限值为函 Sz =/( x ,30 在点 P 沿方向 / 的方向导数，记为 ff . 

ol 


图 8-7-1 


当函数 z = /( U ) 在点 F (: r ，： y ) 处可微，射线/的方向余弦为 cos ^ co ^ 时 


ff = g _ cos a + 駟 . co ^; 

dl dx By ^ 


同样，三元函数 《 
射线/的方向导数为 



alz ) 在点 P ( x ,： y ， 2 ) 处可微时，则沿方向余弦为 cosa 


，卩， cosy 的 


f^f^cosa + f^co^ + l^cosy. 

dl dx By ^ dz 


2 .梯度 

设函数 z = / u , 30 具有连续的一阶偏导数,则函数 Z 在 PU ，： v ) 处的梯度是一个向量，记为 






第八章多元函数微分法及 K •应用 


7. 方向导数与梯度 



贼它在 u 坐标轴上的投影分别为在该点处的偏导数 g 与 g ， 即 


gradz 


dz • 
Tx l 


dz • 

r y j 


函数 z 二 /( i , 3 ；) 在点 PU ，30 处沿/方向上的方向导数等于函数在该点处的梯度 grad 


在/ 方向上的投影，即 


dz 

a 7 


gradz * V . 


其中， r 是射线 z 方向上的单位向量. 


函数 z = 在点 F 处的梯度 grack 的模是函数 z 在该点处方向导数的最大值，它的方向 

与函数2在点 p 处取得最大方向导数的方向一致. 

同样，三元函数 u =/( x ,： y , z ) 具有连续的一阶偏导数时，函数 u 在点尸 ( x ,： y , z ) 处的梯度为 


gradu 




，令 ■ 


基本 


團 


型 


求函数在某点沿某方向的方向导数 

【 790 】 函数 u = ln(x+ vV 十 z 2 ) 在 A (1,0,1) 点处沿 A 点指向 B (3, -2,2) 点方向的方向 


导数为 


解 


du 

dx 

% 

du 

A 


x + \/ y 2 + z 2 


du 


^ z 1 


丄 

2 ， 


du 

ay 


十 

du = J_ 
A 2 


du 

dz 


， 2 + z 2 


+ : 2 


而 AB = 12, -2,11, 


则 


du _ 

31 A = 
故应填 


cosa 


du ，丄 du ^ 

T cosa + cosp 

d x A d y A 




cosj3= - y, 

du 1 

T" cosy = ^r 

a 2 A 2 


cosy 


2 • 


[791 】 设 ；i 是曲面 2： r 2 + 3y 2 + z 2 = 6 在点 P(l f l f 1) 处指向外侧的法向量，则 w 


6x 2 + 8 夕 2 


在/>点处沿 n 方向的方向 导数为 


所以 


解令 F(x^ y y z) = lx 1 + 3y 2 + z 2 - 6 
因为 FJ 1，1，1)=4， F ；( l , l , l )=6, F ‘（ l ， l ， l ) 

n= U ,6,2 h 其方向余弦分别为 


cosa 


/TV 

3 u 

3jr i 


cosjS 


JTa 


cosy 


VT 4 


6x 


6x 2 + 8y 2 * p 




故应填 


11 


[792] 


设函数 w ( u ， z ) = l + f + 告+备，单位向量 /j 二太(1，】，1)，则 g 


解 


du _ L 

dx (1,2.3) _ 3 ' 


du 

By ( i ,2,3) 


3， 


du 

dz (1,2,3) 


由单位向量《知一万， ccs ^-, ⑽万，所以 


£w _ du 丄 

3 n (1,2,3)-^ (1 , 2 , 严 + 石 （1 ， 2 , 3 严沒 + 5 ( UU ⑽ 

= 丄 .丄 + 丄.丄 + 丄.丄 

3 73 3 yj 3 73 3 • 


故应填 


A 


【 7 93】数量场“=办+災+«:在点 P ( l ,2,3) 处沿其向径方向的方向导数 

v T p 


解向径 


OP = <1，2,3}， |CP 


l 2 + 2 2 + 3 2 = / l 4, 


且向径 r 的方向余弦为 


cosa 


Tu 1 


7^， 


cosy 


/ T 4 


因此 


du du 

dr dx 

du — 

dr p~ 


cosa 


+ ^jcosj9 + ^cosy = (y + z)oosa + (x + 2 ) cos 戶 + (x + y)cosy 


(2+3) ^ +(1+3) ^% +(1+2) ^ 


/ l 4 


22 

7 T 4 


故应填 


22 

yrv 


讨论函数在某点处的梯度 

【 794 】 函数 《 = lnU 2 + / + 2 2 ) 在点 Al ( l ，2, -2) 处的梯度 gmdu 


M 




2y 

+ 〆 + 


V 


2z 


x 2 + y 2 + z 2 


所以 


Sr&du 


M ( l ,2, -2) 


2 _ 4 . 

w 


故应填 


i + 含 ■/ - 含*，或+ { l ，2, - 2}. 
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§7, 方向导敝与梯赓 


【795】问函数在点 P ( l , - 1，2)处沿什么方向的方向导数最大？并求出此方向导 


数的最大值. 


分祈由梯度的几何意义可知，函数 u 在点 P 沿其梯度方向的方向导数值最大，且其最大 


值即为函数在该点处的梯度向量的模 


解由 u = ay 2 z 可知 




y 2 z . 


du 

3 y 


2 xyz 


du 

9 z 


ocy 


所以 gradu 


du du du 
dx y f dz 


<2, 一 4，1> 


gradu 


2 2 +(-4) 2 + l 2 = yiL 


所以方向 {2, -4,1> 是函数 u 在点 P 处方向导数值最大的方向，其方向导数最大值为 


【 7 96】求函数 u 


z 2 在点]^(1，0,1)、]^ 2 (0,1，0)的梯度之间的夹角. 


分祈由于梯度是向量，故求梯度之间的夹角实际上是求两向量之间的夹角，为此先求出 


两点的梯度，然后根据 cosd 


» r »2 


n 2 


解 gradu 


du du du 
dx’ dy f dz 


M. 


p (其中 Wl . ni 为两向量）来求出 0 值 

( 2 jc , 2y, ~2z) (1 0 1；) = < 2 , 0 ， ~2 ), 


gradu 






又因为 {2,0, -2>- <0,2,0} =0. 

所以两梯度之间的夹角为 

有关散度的计算 

【797】设数量场 u = In >/ o : 2 十: y 2 + z 2 ，则 div ( gradu ) 


解 


则 


du 

dx 

gradu 


1_ 2 x _ x 

1、2”2 + 八 2 ” 2 + :2, 


du 

3 y 


x 2 ^ y 2 + z 2f 


du _ z 

3 z x 2 + y 2 + z 2% 




i + zk 


dx ^ dy J d z ^ x 2 +y 2 + z 2 > 


div ( gradu ) 




一 JC 2 十； y 2 十 g 2 x 2 ^ y2 + z 2 j 2 + y - z 2 _ 1 

( x 2 + ： y 2 + z 2 ) + ( x 2 + y 2 + z 2 ) 2 + ( x 2 + y 2 + z 2 ) 2 x 2 + y 2 + z 2 


x 2 ^ y 2 


故应填 


x 2 + y 2 + z 2 ' 


【798】设 


jc 2 十 《 y 2 十 z 2 , 贝 1 J div(grad r ) 


2 . 2 ) 


解 gradr 


Br . 

dx 1 


% j+ ¥ z k 


x 2 + y 2 + z f 




x 2 + y 2 +~ z 2 


div ( gradr ) 


< 1 , — 2 , 2 > 




x 2 ^y 2 ^z 2 


3 y 


x 2 + y 2 + z 2 


dz 


x 2 + y 2 + z 2 


( 1 , - 2 , 2 ) 




2 


2 ^ 
3 • 


故应填 

点评本題考查了梯度和散度的计算公式 


注意 div / 应为一个數, 


div ( gradr ) 





§8. 多元函数的极值及其求法 

1. 极值 

(1) 极值的定义设函数 z =/ U ， w 在点 PoUq ，％) 的某个邻域内有定义，对于该邻域内异 
于尸0(邱,外）的点^^心^^如果都满足不等式八:^^^八:^:^乂则称函数在点 PcU 。，：^) 处 
有极大值 /( x G ，％) ; 如果都满足不等式/(^)>/(別，加)，则称函数在点 5 U ,%) 处有极小值 
fUo . yo )- 极大值、极小值统称为极值.使函数取得极值的点称为极值点. 

(2) 极值存在的必要条件 

若函数 Z =/( J ：，： V ) 在点 P G ( X ()，： V ()) 处可微且取得极值，贝! J 必有 f ' x ( x 0 , ^ o ) = 0 */y ( J ： 0 , ^ o ) = o . 

(3) 极值存在的充分条件 

设函奴在点 PoUo , %)的某邻域内具有二阶连续偏导数，且=0, 
/：y (l 。， :V。）= 0 ,记 A^/^Cxo, yo)y B =f ， ^y{xQy y 0 )» C =/^(x 0 , ^o) 

① 若 B 2 - 也:<0,则 / U ，％) 是极值，当 A <0 时， /( x 0 , 外)是极大值，当 A >0 时, / U , 外) 
是极小值. 

② 若 B 2 - A ：>0, 则 / U ,%) 不是极值. 

③ 若 B 2 - AC = 0,则 / U Q ，: y Q ) 可能是极值，也可能不是极值. 

2 . 条件极值、拉格朗日乘数法 

函数 W =/ U ,： y ) 在附加条件 ？(: r ， 30=0下的极值称为条件极值. 

拉格朗日乘数法求条件极值时，可作函数 

y ) - f ( x , y ) + X < p { x , y ) 

其中，; l 是某一常数，则点 Uj ) 是极值点的必要条件为 

F x f (x,y)=f x \x t y) + W (: r, : y) =0 
< Fy ( x y y ) = f y ( x t y ) + \< py ( x , 3 1 ) = 0 

9( 工 ，: ypo 

从上述方程组中解出 A ： y 及 A 的值，则点 ( AJV ) 就可能是条件极值的极值点. 

3. 函数的最大值和最小值 

若二元函数 / U ，： y ) 在有界闭域 D 上连续，则/( X ，30在 D 上必定能取得最大值和最小值. 
求函数最大值、最小值的一般方法是把函数 /( U ) 在区域 D 内部的所有可能的极值点处 
的函数值连同边界上的函数值加以比较，最大者为最大值，最小者为最小值. 
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§8. 多元函数的极值及其求法 


如果根据实际问题的性质已经知道函数的最大值(最小值)一定在区域 D 内部取得，而函数 
在区域 D 内只有惟一驻点，则该驻点处的函数值就是函数 /(u) 在区域 D 上的最大值（最小 

值). 

基本题型 


极值点的判定 

【799】 设可微函数 /(a ：y) 在点(抑，％)取得极小值， 则下列 结论正确的是 


(八)/(邱,：>0在尸: y。 处的导数大于零 
(C)/( j ： o , :V)在 J =外处的导数小于零 


(B)/ U g ，y) 在 y =九处的导数等于零 
( D ) f ( x 0 f : y) 在 y = y 0 处的导数不存在 


解由可微函数极值存在的必要条件知，/； ％) 二 0, /纟(抑，％)=0, 即 


_d_ 

dr 


[/(x, y 0 )] 


X Q 


0, 


f[/Uo ，： 0] 




故应选 （ B ). 

点评由可微函数 / u , 30 在点（: r 0 , ： y G > 取得极小值知 （ xo ,) 0 ) 点应为驻点 


【800】 已知函数 /(：c，：y) 在点 (0,0) 的某个邻域内连续，且 lim 


f { x y y ) - xy 
(x 2 +y 2 ) 2 


1，则 


(A) 点 (0,0) 不是 /U，：y) 的极值点 （B) 点 (0,0) 是 /(u) 的极大值点 

(C) 点(0,0)是 /(X，：y) 的极小值点 

(D) 根据所给条件无法判断点 (0,0) 是否为 /U, 30的极值点 


解由 lim 


f ( x y y ) - xy 

U + y 2 ) 2 


1 知，分子的极限必为零，从而有/(0, 0)=0, 


且 f ( x ， y ) - -t- y 2 ) 2 (当 |x I 、 I ：y I 充分小时）， 

于是 f ( x , y )- f (0,0)^ jy + (x 2 + y 2 ) 2 . 


可见当 y 


且 I z I 充分小时， 


/( x ^)-/(0,0)^ x 2 + 4 x 4 >0; 


而当： y 


且 I ：r I 充分小时, 


/(x,y)-/(0,0)^-x 2 + 4x 4 <0. 


说明函数 /(A30 在点 （0,0) 的充分小的邻域内既不恒大于/(0,0)，又不恒小于/(0,0)，所以点 
(0,0)不是/(_!：，30的极值点. 

故应选 （A). 


[801] 


设之 =户(1+/ + 2》），则点（专，_1) 是该函数的 


(A) 驻点，但不是极值点 
(C) 驻点，且是极大值点 


^ = (2x + 2y 2 + 
ox 


(B) 驻点，且是极小值点 
(D) 驻点，偏导数不存在的点 


0 


^=(2 y + 2) e 2x 


0 


把 (f , -1) 代入满足方程，是驻点 





且 


A 


d^z 


2 e >0, B =( 4 y + 4 ) e 2x 


(如 - i ) 


0， C = 2 e 


2x 


2 e 


l ) 


故应选 （ B ). 

【802】 函数 2 = ^(1 - x - : y ) 的极值点是 


( A )(0,0) 


( B )(0，1) 


解 因为 _ = j(l - 2 x 


令 


dx 

: y(l - 2r -: y 〉 
x(l ^ x ^ 2 y ) 


( 0 ( 1 , 0 ) 


dz 


( D ) 


3 ^ 3 


: y )，= x(l - x - 2 y ) 


而 


d 2 z 

d x 2 


- 2 y 


d 2 z 

dx^y 


-2 x ^2 y ^ 


dy 1 


- 2 x 


当 了 ， J 
a ^ ilz 


时, 


A 


h 2 


2_ 

3 


B 


3 2 z 

dxdy 


% 3 


d 2 z 

dy 2 


2_ 


(女 ，含 


b 2 -ac 


-y<0. 且 A<0, 因此点 ( y ， 


是函数的极大值点, 


容易验证，点 (0,0)，（0,1) 和 （1，0) 都不是函数的极值点 
故应选 （ D ). 

求多元函数的无条件极值 

【803】 求函数 2 = I 3 -： y 3 U >0) 的极值， 


解 解方程组 


dz 

Yx 


Zay - 3x 2 


guy 


解 得驻点 ：（0,0)， u , a ). 又 


d 2 z 

dx 1 


- 6 x 


d 2 z 

dxdy 


3 a 9 


d^z 

dy 2 


6 y 


于是在点 (0,0) 处有 


A = 0, 


3 a ， C = 0， AC - B 2 = -9 a 2 <0 


故 (0,0) 不是函数的极值点. 
又在点 U ， a ) 处有 


A = -6 a , B = 3 a 9 C = - 6 a , AC - B 2 = 27 a 2 >0 


又 -6 a <0, 故所给函数在 U , a ) 处有极 大值; 

【804】某养殖场饲养两种鱼，若甲种鱼放养: r (万尾），乙种鱼放养: y (万尾），收获时两种鱼 
的收获量分别为 







第八章多元函数微分法及其应用 


§8 . 多元 函败的 极值及其求法 


(3 - or — ^y)x 


和 (4 一扣一 2ay)y (a > 泠 >0 〉 


求使产鱼总量最大的放养数. 
解设产鱼总量为 z , 则 


十 4：y 一 


- lay 1 


由极值的必要条件，得方程组 


dz 

dx 

dz 


2ax — 2/3y 


4 ay - 2/2 r 


由于 a >0>0,知其系数行列式 d = 4(2 a 2 - 〆 ）>0 •故方程组有惟一解 


工0 


3 a -18 

2a 2 - j3 2 


yo 


4a-38 

2(2 a 2 - jS 2 ) 


记 


A 


& = 一 20 ’ 


B 


d 2 z 

dx^y 


一 2/3, 


dh 

dy 2 


- 4a 


有 


B 2 -AC^4p 2 -Sa 2 = -4(2a 2 -p 2 ) 


由条件知召 2 _也：<0，且'<0,因此：在(： 1 ： () ,外)处有极大值，即最大值. 

容易验证狗>0，外>0，且 

3 xn 

(3 - ocxq - / Sfy 0 ) x 0 = ~ >0 

1(4 - - 2 ay 0 ) y Q = 2 y o >0 

综上所述，邱和: V 。分别为所求甲和乙种鱼的放养数. 

二元陲函数求无条件极值 

【805】 设 z = 2 ；(: r ，; y ) 是由 X 2 - 6 jy + XOy 2 - 2 yc - z 2 + 18 = 0确定的函数，求 
值点和极值. 

解方程 X 2 - 6灯+ 10 y 2 - 2於 - Z 2 + 18 = 0两边分别对 X ， y 求偏导数，得 

2工 _ 6 ：y _ 普 - 2 z 普= 0 . 

-< 

- 6 x + 20 y ~ 2 z ~ 2 y ^ - 2 z ^ = 0. 


的极 


① 

② 



dz 

dZ 

dz 

dy 


得 


jc - 3 y = 0 
— 3 x + lOy ^ z 


, 故 


3 y 


将上式代入: r 2 - 6 :ty + 10^ 2 ~ 2 ys _ z 2 + 18 = 0,可得 


或 


_3 

-3 


①式关于 x 求导得 


2 - b & _ 2 ( S ) 2 — 22 ： S =0 , 




①式关于 y 求导得 


6-2^-23^- 2_ 手 -2 ,吾 

ax axoy oy axoy 


0, 


②式关于: V 求导得 


20-2^-2^-2y~i 

dy dy ^ dy 2 


2 ( g ) 2 - 2 ^ 


所以 


A 


dh 

d x 


(9,3,3) 


6 ， 


B 


d 2 z 

d ^ d y (9,3,3) 


丄 
2 ， 


3^ 

dy 


(9,3,3) 


故 B 2 - AC 


36 


<0, 又 A 


>0,从而点 (9,3) 是 z ( x ，30 的极小值点，极小值为 z (9,3) 


类似地，由 


A 


C 


d 2 z 

dx 2 , 

d 2 z 

dxdy 

3^ 


一9, 一3, 一 3) 


(-9,-3,-3) 


2 , 
丄 


(—9, 一3, -3) 


可知 b 2 -ac 


36 


<0,又 A 


<0,所以点（-9, -3) 是的极大值点，极大值为 
H 一3)= — 3. 


[806] 设 


z ( x , : V 〉是由方程 


X 2 ^ y 2 + z 2 ^ 2 x + 4 y — 6 z — 11 


所确定的函数，求该函数的极值. 


解配方法方程 x 2 ^ y 2 + z 2 - 2 x + 4 y - 6 z - 11 = 0 可变形为 

( 工一 1 ) 2 +(汐 + 2) 2 + U — 3) 2 = 25 


于是 

: s = 3 土 ^25(^-1) 2 -(^ + 2) 2 

显然，当 x = l t y = -2 时，根号中的极大值为 5. 

由此可知 a = 3 土5为极值， 2 = 8为极大值， -2 为极小值. 

多元函数条件极值的判定 

【 8 07】 设 /( J ：,： y ) 与 p (: r ,： v ) 均为可微函数，且 < py { x , y )^0. 已知 (: c 0 ，： y 。) 是 /(: c ,： y ) 在约束 
条件 9 ( x 、W =0下的一个极值点，下列选项正确的是_ . 


( A ) g /‘（ xo ,： yo )=( U ! j /;(： co ，： yo )=0 ( B ); 

( C ) 若 f _ y 。） 古 0, 则 /"y ( j ：。， y 。） = 0 ( D )： 

解设 F ( x y y ) - f ( x ^ y ) + X < p ( x y y) y 由题设知 


( B ) 若 /; (: r fl ， y 。）= 0, 则 fy { x Q , y 0 )^0 
( D ) 若 f 〗（ jc D ， : Vo )#0, 则 fy ( jc 0 t y 0 )^0 


F^ixo, yo) =f y z (x 09 y 0 ) + 入 <p;(x Q , y 0 ) 
Fy ( x 0 , y Q ) = fy ( x Q , y 0 ) + ^ y ( x 0 , y 0 ) 


消去 A 得 


工 o ，： Vo )./ i ( J ： o ，： Vo ) = /^( zo ，： Vo ). P :( io ，： Vo ) 


又？^(工。， ： yo ) 关0,所以当 / i ( i 。，： Vo )^0 时， 
故应选 （ D >. 
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8,多元函数的极值及其求法 



求二元函数的最大（小）值 

【808】求二元函数^/(^，30=：!^(4-1-30在由直线1十：^6、2轴和 J 轴所围成的闭 

区域 D 上的极值、最大值与最小值. 


解由方程组 


y ) = 2 jy {^- x - y ) - x 2 y = 0 
f y ( x f y ) = x 2 (4 - x - y ) ~ x 2 y = 0 


得 


0,(0<： y <6) 及点 (4,0),(2，1) 


点 (4,0) 及线段 


0 在 D 的边界上，只有点(2, 1) 是可能的极值点 


f^ = Sy-6xy-2y 2 y 


/二= 8 x - 3 j 2 - 4办, 


f^y- —2x 


在点 (2,1) 处 


A = /:(2,1) = (8 》一 6：cy - 2 ： y 2 ) 


x = 2 


一 6 < 0 , 


/:(2 ， l) = d3 ： c 2 -切) 


x = 2 

y=i 


一 4 


C = /;(2,l) 


2 r 


x = 2 

y^i 


8 , 


则 


B 2 -i4C = 16-48= -32<0. 


因此点 (2,1) 是极大值点，极大值 /(2,1)=4. 

在边界 j ： = 0(( X ： y <6) 和: y = 0(( Xx <6) 上 /( x ，>0 =0, 在边界 ：c + ：y = 6 上，: y = 6 -工，代入 


/ U ， y ) 中得 


2 工 3 - 12jt 2 (0^jc^6). 


由 2 ’ = 6： c 2 — 24 x = 0 x = 0 y x -4. z ' = 12 x — 24 

x = 4 


24>0,所以点(4,2)是边界上的 


极小值点.极小值为/(4, 2) 


64. 


经比较得，最大值为/(2, 1)=4, 最小值为/(4, 2) = -64. 

点评 求连续函数在有界闭域£>上最值的步驟： 

(1) 求 D 内的驻点和不可 导点； 

(2) 用求极值的方法求 D 的边界上最值的可 疑点； 

(3) 比较这些点的為数值的大小. 

【809】求表面面积为？的最大长方体的体积. 

解以:表示所求长方体各边的边长，则问题变为求函数 T / 


的最大值，但其中 




y , z 应满足条件 


2( jy + + 2x ) = a 2 即 


a 2 - Xxy 
2 (x + y ) 


因此，实质上是求二元函数 


ocy 


a 2 - 

2 (x + y ) 


的最大值. 


求出 g 与 g , 并令它们等于零得 






解之得 *r = ：y =专，代入 z = fp 一得即表面面积为 <2 2 的最大长方体是边长为专的立 

76 2 (x + y ) yg V6 

方体，其体积为 

676 

[810] 设为实数，且满足关系式 f + UI =3.试证 e y 2 U|<l. 

证设 /( U) = e ^ y 1 ( 3 - e x - : y 2 ), 因为12 1 X),故函数 /(x，3O 的定义域是 D: 〆+ ：y 2 <3, 现 
求函数 /0r，30 在域 D :e i + /<3 上的最大值.令 


a 2 - 2 jy 
2 (x + y ) 


得 


a 2 -2 x 2 -4 xy = 0 
a 2 -2 y 2 -4 jy -0 

r= $，即表面面积为 a 2 的最大长方体是边长为 fr 的立 
76 V 6 


Bf 

dx 

df 

By 


y e :(3— 2 # - y ) 


ye x (6-2 e x - Ay 2 ) 


则 


0, 此时对域 D 上的点来说，应有: c<ln3, 或 

i 3-2 e x - y 2 


解此方程组得 


6 - 2e T — 4y 


或 


-1 


但当 尸 0 时， /(jc,^) =0; 而当 J = 0 ， ： y = 土1 B 寸， /(0, ±1) = 1. 

此外，在域 D 的边界上，即#十 Y = 3时， 

f (^ yy ) = e x y 2 ( 3 ~ 3 ) -0 

所以，/(0, ±1)二1为函数/(工，30在/ + /<3上的最大值，即 e ^ y 2 \ z \< l . 


利用条件极值求二元函数的最大（小）值 

【811】求/(工，30=工 2 -7十2在椭圆域0= | 

解 由 


ix 9 y ) 上的最大值和最小值 


|/:(工，30=2工= 0 

\ fy ( x t y )^= -2 y = Q 

可求得/(0：，5) = 1 3： 2 -/十2在区域1 2 + ^<1内的惟一驻点 (0,0) 


在捕圆十 


^=1 


上， 


f ( x ， y ) = x 2 - (4 一 4 x 2 ) 


5 x 2 一 2, (— 


求得椭圆域 D 上可能的最值 


/( 士 1,0) = 3, 


/( 0 , ± 2 )= - 2 . 


又由于/(0,0) =2,因此 /(U) 在椭圆域 D 上的最大值为3,最小值为 -2. 

[812] 已知函数 2 = /(工,7)的全微分 (k = 2xcb：-2：yd：y, 并且/(1，1)=2,求 /(x,30 在椭圆 


域 D = U ， y ) 


<1上的最大值和最小值. 
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. 多元函数的极值及其求法 



解由 dz = 2 xdx - 2： yd：y 可知 


Kx.y) 


一 : y 2 +C 


再由/"( I ， 1) = 2, 得 C — 2, 

故 z - f { x y y ) = t 2 - y 2 + 2. 


令 ^~ = 2 x = 0 f 

OX 

解得驻点 (0,0). 


3 f = ^ 

dy 


2 y 


在捕圆 x 2 + ~ = 1 上， 2 = ： c 2 - (4 - Ax 2 ) 十 2, 即 z = 5工 2 - 2 ( - 


其最大值为 z 


X= ± 


3,最小值为 z 


x = 0 


再与/(0,0)=2比较，可知 /( x ， y ) 在椭圆域 D 上的最大值为3,最小值为_2. 

【813】在椭圆: r 2 + 4/ = 4 上求一点，使其到直线 2 x + 3 y _6 = 0 的距离最短. 


解设为椭圆 x 2 + 4/ = 4 上任意一点，则 P 到直线 2 x + 3 y 

.12x + 3^ - 61 


0的距离 


m 


求 j 的最小值 点即求 /的最小值点.作 


F ( x ,^, A ) = ^(2 x + 3^-6) 2 + X { x 2 + 4 y 2 -4) 


由拉格朗日乘数法，有 


BF 

d x 


= o f 


3 F 

3 y 


= 0 , 


3 F 

dX 


= 0 


*^{2 x + 3^ ~ 6) 十 2 Ar = 0 


即 


13 


(2 x 十 3 ：y 一 6) 十 SXy 


x 2 + Ay 2 -A 


解之得 


工 l 








工2 




yi 


J . 


于是 


(h，V /B’ 


11 

( 〜彳 yi3 


由问题的实际意义知最短距离是存在的.因此即为所求的点. 

点评本超考查多元函数的条件极值，使用了拉格朗日乘数法求解. 

[814] 求抛物线7 = /和直线 x - y -2 二0之间的最短距离. 

解设(巧，: vO 为拋物线:上任意点，而(办为〉是直线1-^-2 = 0上的任意点，求函 


数 


(x 2 - Xi ) 2 + (y 2 - ^i) 


在条件 :yl = a ：?，： r 2-： y 2 -2 = 0下的极值，令 





PXxo 工 2 , 3^ ，： y 2 , 久1， A 2 )= (工2 一 工1) 2 + (>2 一 >1) 2 + 又 1( 夕 1 一工 ?）+ A 2 ( j ：2 一： y 2 一 2) 


解方程组 


ap 

3 ^\ 

9 F 


— 2 ( x 2 ~ ^i) 2Aixj 


9 


工2 


2(x2 一 Xi ) + 入 2 = 0 




3 yi 

i £ 

dy 2 


2(y 2 - 3^i) + 义 1 =0 




2(y 2 ~ >^i) - A 2 = 0 


3^1 = xi 

工 2 一 >2 一 2 = 0 


解此方程组得惟 一一 组解 A 


2， 




4， 


尤 2 


11 
8， 


yi 


8 


显然，当(:^，:^)，（^ 2 ，: y 2 ) 中至少有一个移向无穷远处时+ 00 ,故 d 的最小值在有限点 


处达到，从而在点 


2 > 4 


11 


8 


处,取得最短距离 d 


72. 




【815】在已给的椭球面~ + 
求其体积最大者. 


z 


b 


2 , C 2 


1内一切内接的长方体（各边分别平行坐标轴）中 


解设: r ,： y , z 为长方体在第一卦限中的顶点坐标，则长方体的体积为 V=Sxyz 


因为在椭球面上，所以它满足方程 


X 


2 


2 


b 1 


2 


2 


2 


问题是求函数 V = 8：^在满足条件4 + 4 + ^ = 1下的最大值，为此，引入下面的拉格朗 

a o c 


日函数 


由 


F { x y y y z , X )= 8 jo &+ A 




♦ 

Z 


2 


2 


b 2 c 


2 


1 


K = q ， K = 。， 


K =。， lf =。 


得 
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二元®数的泰勒公式 



此方程组在第一卦限(: r >0,： y >0,2>0) 只有一组解 


a 

万， 


b_ 

75 


73 


下面说明这组解即为所求的解.事实上，这个问题是求连续函数 


V =8 ^y 


4 -裘 


在闭域 x 彡 0, y 彡0，~ + 士<1上的最大值问题，因为在边界上函数 V =0, 所以最大值不可能在 


边界上达到，又在开域: r >0, y >0,^ + f <1内，只有一个可疑点 


，故这个可疑点 


是最 大值点 .故长 方体的最大体积为 8 彥. 


§9,二元函数的泰勒公式 

设函数 2=/(： T ， W 在点（叫，外）的某一邻域内连续且有直到 U + 1) 阶的连续偏导数，并设 
U = + = + O 为此邻域内任意一点，我们有二元函数的 n 阶泰勒公式 


f(x Q + k)-= f(x 0i ^o) + [ h f x ^ k ^ ； )/(^o^o) 


M h £ + h i ) /U ^ o)_f 


+ M h ^ h ^) nf{x ^ yo)+Rn 


① 


其中 


R , 


1 , ±, b A 

(Ti + l)! 3x dy 


f(x 0 + 6 h f y + d k) y 0<d<l 


叫做拉格朗日形式的余项.特别地，当77 = 0时,公式①成为 

f (工 q + h ， y 。 + 是） = /(xo, ^o) + hfx (-^0 ^ 6h, + Ok) ^ kfy(x Q + dh ， y 0 + 0k) 

它叫做二元函数的拉格朗日中值定理. 

t 

又当72 = 1时，公式①成为 

/(工 0 十/ i ，： y 0 + 是） 二 /( x 0 ，： y 0 ) + /^( x 0 ，： y o ) + kfy ( x 0 t y 0 ) + 会 ■ U 2 / 二（工 0 + (9 A ，_ y 0 + 处〉 

+ lhkf^y{xQ + dh,y Q -\- 8k) + k 2 f^y ( jcq 6h, + 6k) \ f Q<6< 1 

基本题型 


求二元函数的麦克劳林公式 

【816】求函数/(工,））=1!1(1 + 1 + 5)的三阶麦克劳林公式 
解因为 


f / x ( x i y )= f f y ( x y y ) 


+工十 y 


/ 二 （^，30 y) 


(1 + 工 + 30 2 ’ 




(p = 0， l ,2,3)， 


a 3 / 


2 ! 


da ^ dy^ p (1 十 j ： + >0 3 . 


d 4 f 


3! 


d/dyH 


( l^x + y ) 4 


(夕 = 0，1，2,3,4) 


所以 


x 


x 


X 


d 
dx 

d 

d 

Tx 


y )/(0,0) =j/^(0,0) + yfy(0 t 0)=x + y, 

yf- y ) V(0,0) = x 2 /i (0,0) + 2W0,0) + : y 2 /;(0,0) = — “ + y)\ 

: y 吾) 3 /(0,0)=工 3 /:(0,0>十3文 2 ：/:(0,0)+3々 2 /:(0,0)+//:(0,0) 


2(x + y) 3 . 


又 /(0,0)=0, 故 


ln(l + 工 + y) = x+ y + y ) 2 + ^ r(x + y) 3 + R 3 > 


其中 


R 


d 


y fy V ( fe ， 办) 一士 


(x + y) A 


3 


4! 


X 


Bx 


[817] 求函数/(^) = #111(1 + ^)的三阶麦克劳林公式. 


( o < d<iy 


解 = e x \ n(l + y) t 


fy 


其中 


十 ： y 


/^. = e x ln(l + ^)i 


/i 


7 




fZ = e x \ n ( l ^ y ) 9 


fly 


y 


f 


(1 十: y ) 2 ’ 


e ， 


2 e 


«y 


(l + ： y ) 2 . 




( l + y ) 3 . 



d 


d 

X 

9x 

+ y 

dy) 


d 



X 

cix 

+ :v 

3y 


d 


d ) 

X 



dy) 


/(0,0〉= j /;(0,0) + ^(0,0) = ^ 


2 


•/(0,0)=工 2 /二(0,0)十2:^(0,0) + > 2 /；；(0,0)=2取一夕 2 , 


/(0,0) ;工 3 /二(0,0) +3 iV :(0,0) + 3抑 2 /:(0,0) + y /:(0,0) 

= 3 x 2 y -3 ay 2 ^2 y ^ 9 


/( o , o )= o , 


e x \ n ( l ^ y ) = f (0 9 0) 


+ 士 L a 



dx 


X V x ^ y fy ) m ^ ) - 2! 

3^^：) V (0,0) + K 3 


X 


d 
dx 


4) 2 胤⑴ 


3 y 


y+~f-(2ay- y 2 ) + ~(3x 2 y - 3ay 2 + 2y 3 ) + R 3 



R 


〜 wi 场 V 〜 6xV 


24 


8^ 


3 


6 y 4 


十办 (l + 6( y ) 2 (1+办) 3 (1 + 办 ) 4 _ 


(0<d<\) 





求二元函数的泰勒公式 

【 818 】求函数 /U, y )= lx 2 ~ xy ~ 在点（ 1， -2) 的泰勒公式 

解 /(I, -2)-5, 

/^(1, -2) = {4x~ y-6) rt ，、 =0 ， /'(I, -2) = (- x- 2^ -3) 


( 1 , - 2 ) 


/ 二（ 1 ， -2) = 4, 


/^(1» - 2) = - 1， 


/;(1 ， -2) = ( - x-2^-3) 
/二（1，〜2)= -2 


(1， -2) 


又阶数为 3 的各偏导函数为零， 

所以 /(x ， 30=/Il 十 U — 1) ， -2 十 （>^ + 2)] 


/(I，~ 2) + (x - 1)/^(1, - 2) + (y + 2}fy(l, -2) + - 1) 

/ 二（ 1 ， -2) + 2{x - l)(：y + 2)/^( 1 ， -2) + (_y +2) 2 / 二（ 1 ， -2)] 


= 5+ 开 [ 4 (: _ l) 2 -2(x - l){y + 2) ~2(y-i-2) 2 ] 

= 5 + 2(x- l) 2 — (x- l)(：y 十 2) - ( ： y+ 2) 2 . 

【 8191 求函数 /(x, ： v) = sinxsin^ 在点 ( ― - , ~-j 的二阶泰勒公式，并写出余项 
解 / 二 = cosx 0 siny , /y - siar • cosy. 


f > 

/ 二 


sinrsmy^ 


fy = siar • cosy, 
f^y — cosxcosy 


ryy 


sinjrsmjy 


cosxsin^> fZxy 


siru: cos 夕 , 


fZ , 


cosxsiny, /; 


siarcos^ 


r TZ . TZ 

siiursin ^~ + \ x ^ ^4 


n 

T 



n 

T 

d 


>( t ^ 


4 1 4 


dx 


+ 2 


7 T 





7 C 

T 


2 


2). 


2 ! 


R 2 


y + yr 


tn 


只 2 


其中 


Ri 


3! 






cos$*siniy x 


n 


+ 3sinf cos^ # ( x 


7 T 

T 


7 T 

T 


+ 3cos^*sini7* I x 


jz 

T 


it 

T 


+ sin^cos^l y 




9 


f 斗 _f 


于 + "-f 


( o < e < i ). 







§10. 综合提高题型 


利用一元函数微积分的知识求解多元函数问题 

[ 820 ] 设函数 z =/ U ， y )， 有 g = 且 / U 0 ) = l ，/; U ， 0 ) = xJJ /( x ， j ) = _ . 

(A)l ~ay + y 2 (B)l + xy + y 2 (C)l - x 2 y + y 2 (D)l + x z y + y z 

解 3 = 2 的两边对: y 积分，得 

dy^ 

fy ( x , y )= 2 y + < p { x ) 

将 /;( x ， 0 ) = xR 入上式，得 pU )= x ， 于是 

fy ( jc , y )= 2 y + x , 

该式两边再对 y 积分，得 

/( x , y ) = y 2 ^r ay + tp ( x )， 

将 /( x ， 0 ) = 1 代入上式，得 if ){ x ) = 1 ,故 f { x y y ) = y 2 + jof + I ■ 

故应选 (B). 

【 821 】设 z { x . y ) = { l - y 2 ) f { y - 2 x ). 且已知广 （ y ) = /( 0 )= 1 , 

(1 + ^) 

贝 ! I f z ( l ,： y ) d：y =_• 

Jo 

(A)-l (B) -2 (C)l (D)2 

解由广⑴ = #^) 2 ,有 

再由/<0) = 1，得 C = 0, 故 /(： y ) = ^^. 于是 

z { x , y ) = y 1 ) Y + \ y- lx y 之 （ l ，： v)= -(1 十 : y)e， _2 

所以 

f 2 ： (1, y)d3> = - f (1 +3 , )e y_2 d>» = - ^e^ -2 2 =-2. 

Jo Jo 0 

故应选 (B). 

利用复合函数求导法则求解 

【 822 】设函数 z = / U ， 30 在点 （ 1 , 1 ) 处可微，且 /( 1 J ) = 1 , f = 3 , 

dx ( 1 , 1 ) d y ai ) 

< p (工) =/(^»/( x , x )) .求 f p 3 ( x ) . 

解 9 ( 1 卜 /( 1 ，/( 1 ， 1 ))=/( 1 , 1 ) = 1 , 




第八章多元函数微分法及其应用 


§10. 铼合提高题型 


i ^ {x) 


[ vu)f 


= 3 < p 2 { x )[ f \( x , f { x % x )) +/ 士（: r,/(:r,:r ))(/;(:, j) ^ x ))} 

1 X= 1 

= 3.1.[2 十 3(2 十 3)] =51. 

点评 本题考查了一元函数的复合函数求导法则及多元函数的复合函数求导法则.正确求 


出^^是本题得分的关键. 

dr 


【823】已知函数 M = w U ,： y ) 满足方程 


d 2 U _ d 2 u 
dx 1 " dy 2 


Ms 


du + du 
dx dy 


0 


① 


⑴试选择参数 a , 沐利用变换 u ( x ,： y ) = i ;(: r ，： y ) 严，将原方程变形,使新方程中不出现一 


阶偏导 数项; 


(2) 再令 ^ = x + 


3 S 使新方程变换形式. 


解⑴ 


du 

dx 

d 2 U 

dx 2 


dy 

dx 




d 2 y 

d ? 


nxe 


3 y 

dx 




dy 

T x 


a • v e 


/3 y 


② 


/3 y 


dy 

dx 


十 a^vlae^ 




du . 

3 y 

d 2 u 

dy 2 


( S +2 a S + ^ 




③ 


④ 


d 2 v 

B ? 






⑤ 


将②，③，④，⑤代入①并 消去# 得 


d 2 V d 2 v 


…€ +( _ 2 


+ ( 一 2/3+a)f^ + (a 2 -^ 2 +a # a + a ft ^)t; = 0 


3 y 


由题意可知，应令 


2 a + a = 0, 


一 2卢 + a 


a 


故原方程变力 g_g = o ; 


⑥ 


(2) 令 $ = x + y y 


，故 


dy 

dx 

d 2 v 

dx 2 


dy dv 

de 


dv dv 

dy = 3~e 

. d 2 V 


dy 

d v 


^ , 9 

d^ 2 d^3rj drj 2> 


d^y 

dy 2 


d 2 y d 2 y d 2 v 

d$ 2 ^^7 drj 2 


代入⑥得彔 = o 


0, 则 


【824】函数 / U , t ；) 由关系式/[戏•(: y ),： y ] 

d 2 f 


君(: y ) 确定，其中函数 g (： y ) 可微，且 gr (： y ) 夫 


Bu^v 


解由/[花（: + 得 /(«, v ) = + s ( v) f 



从而 


df 1 

^U g(v) 


3 2 f 

dudv 


g ( v ) 

[g{v)] 2 


故应填 


R ( v ) 
[g(v)] 2 


【825】设函数 z =/ U )， 方程 W = ? U ) 


p(t)dt 确定 w 是 x ,： y 的函数，其中 


y 


/ U ), f U ) 可微# ⑴， f ' U ) 连续，且 p ' U ) 关 1 .求 〆 + 


dx 


dy ' 


解 * z =/ u ) 可得艺二厂(《)普， _=/'(«)_; 


X 


在方程 w = p ( w ) + I P(t)dt 两边分别对 x ，： y 求偏导数，得 

: y 


所以 


于是 


du - 
3x 

= <p "(w)|^ + P(x), 

du 一 

3y 

： 9 ^ u )f^ ~ P 、 y 、 


du 沪 ( 工） 

du 

一 P(y) 


dx l 一 9 / (w ) ， 

3y 

一 1 一 〆 （《>， 


P(y)^ + PU)^ 


_ P(^) 多 （： y) _ P(oc)P(y) ■ 
-1 - <p" iu) \ — (p (u) ^ 


/’ （ w) =0 


[826] 设函数 f ( x , y , z ) = e x 3 « c 2 , 其中 z = z ( x y : y ) 是由 x^r y + z^r = 0 确定的隐函数，则 


/ ； (0,1, -l) 


解 f' T = e J ^£ 2 4- e^*2z ^(yz 2 + 2yz |^) 


由 X + ^ + 2 + 


0,两边关于 X 求导得 


i + 6 + ^ + ^ S ^° 


把(0，1， -1) 代入得， 


dz 

dx 


0 


( 0 , 1 , - 1 ) 


所以/;(0,1， -1)-1 
故应填 1. 


【827】设函数 w =f(x, y, 2 ：) 有连续偏导数,且 2 ： = 2 ：(: r ， : y ) 由方程 j ： e x - = z〆 所确定，求 


du . 


解设 F ( x , : y , 2) = 0：# - ： ye y - 则 


F ； = ( x + l ) e ", 


F ； 


(y + l)e y . 


F " = 一 （2 + 1)# 


故 


9^ 

dx 




x 


+ 1 




l 6 


X- z 


dz 

3 y 


ft 




z 


+ l e 


y-z 


而 


du 


/;+/ 


/ 9 Z — 


dx J x J z dx Jx Jz Z^l e 




z 


du 


/ dz 


,y + i 




e 


y-z 





所以 


点评本题考查了多元复合函数微分法、多元隐函数求导法及全撖分公式. 


[828] ^x+y 


w (fz 

e^, xe x = tant, y = cost y ^^2 


解由方程 : c+y-zzeZ 两边对 £ 求导，得 


dt dt dt 


dz 

dt 


于是 


dz ■ 
di 

Sz 

dt^ 


1 ( dx , \ 

^\Tt + Tti 

1 [Sx { ^y 

l + e z \ dt 2 dt 2 


(l + e z ) 2 


dz 1 cLc + dy 
dt \ dt dt 


1 / Sx 

1 + eM dt 2 


Sy 

dt 2 


_e!_( d^] 2 
1 + e z \ dt I 


由 j：# = tani 两边对 t 求导，有 




十 xe^ 


dr 

Tt 


sec 


h 、 即 


dz 

dt 


sec 


(1 + x)e x 


于是 


^2 (2sec 2 ^ * tanf) (1 + x)e J - (sec 2 0(2 + ^ 


dt 


(1 + x) 


2 lx 


由 : y = cost 有 




Sy 


S1 m ’ — 2 


cost 


而当 £=0 时 , 


0,y = l, ft A^rS x + ^ " 2 = e 2 又可得 2 ： 


于是 


dz 

dt 


1 ， 


= 0 


d i 


0 , 


dz _L 

dt t =Q 2 ’ 


Sx 

d? 


-2 


t = 0 


Sy 

dt 2 


一 1 


所以 




1) 


=o 


13 

8 


【 829 】设 w = f(:c ， y ， z) ， pU 2 ， e y ， z) =0, ：y = sirrr ， 其中 / ， p 都具有一阶连续偏导数，且 ^ 


#0 ,求 


du 

dx 


解 


du 

iz 


df df Ay ^df dz 
dx dy dx dz dz 


d^ 

Hr 


dz 

dx 


士 (2x<p\ + e y co&x 9 9 / 2 ) ， 

9 3 


故 


du af df 

■■ = — + —- 
dx dx 3y 


~ 9 ^t( 2 jco>\ + e y cosx % 9 2 ) 

<p 3 


[830] 

求 /“）. 


^2 

设函数 /(«) 具有二阶连续导数，而 z = /(e x sin ： y) 满足方程 g 


d 2 z 

By 1 


e 2 


z 9 


解 =f / (u)e x siny 
ox 


dz 

dy 


f' (u)e r cosy 



d 2 


d 2 


e^sin^ +f f ， (u) e 2 x sm 2 y , = -/ / («)e- 

代入原方程得 f f Xu )- fU)=o 

由此解得/(幻^^^“十^^一^其中 ChQ 为任意常数. 

【831】设函数 / U ) 在 (0, + m ) 内具有二阶导数，且 z =/( 

^ -0 

W 3, 0 . 

(1) 验证/"(«)+^^^=0; 

U 

(2) 若/(1)=0,尸（1) = 1，求函数 / U ) 的表达式， 


f y ( u ) e x siny + f // ( u ) e 2 : c co& 2 y 


7 2 > 满足等式 


解 （1) 由 z = f(u), U 


7 T 7 2 , 得 


dz 

di 

dz 

dy 


r 


d 2 


^+7 2 


^ r -? T 7 +/ 


r 


x 2 十 y 2 


d 2 Z rff y 2 , r 


U 2 + y 2 )2 


( JT 2 + /)2 


所以根据题设条件可得 





，= o, 


即 厂 (《)+^^=0 

U 


(2) 由 （1) 及厂（1) = 1，得 / '( u )^ —，所以 f ( u ) = \nu + C . 

U 

由 /( I 〉得 C = 0, 因此 /( w ) = lnw . 

【832】设直线 L:P + 3? + 6 = () 在平面 it 上，而平面 tt 与曲面 P : t 2 + V 相切于点 （1 

+ ay - z — 3 = 0 

- 2,5),求之值. 

解在点（1， -2,5) 处曲面的法向量 - 4, -11，于是切平面方程为 

2 (x - 1) —4(^ + 2) 一 （2 — 5) =0， 


即 


2 工 一 — z — 5 = 0, 


由 L ： 


x + y + b 


+ ay — z ^ 3 


得 y = - x - b . 


=x ^ 3 + a ( 一 《r — 6) 


代入方程①得 


2 工 + 4 工 + 46 一工 + 3 + ar 十 a6 一 5 


因而有 


+ a =0, 


46 十 一 2 


由此解得 


- 5, 


- 2 . 


点评 本题也可用平面禾求解.平面 7 r 的方程为 2 x ~ 4 y - z ~5 = 0 . 

过直线 L 的平面禾方程为 

x + ^ y +^ + A(x + ajy — 2 ： — 3)=0, 即 (1+ X)x + (1 + aA)jy — Az + b — 3 X 
其与平面 7 T 重合，则有 


① 


1 + A _ 1 + aA _ 一入 __ 6 — 3A 
~2~ _ 一 - 4 一一 -1 一 - 5 
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解得 A = 1, a = 一 5,6 = —2. 

【83 3 】作一平面与直线 
解直线 L 的方向向量为 


X - y + z = 0 
2x- y + 3z- 2 


垂直，且与球面 x 2 ^ y 2 + z 2 = 4 相切 


s = 1 


-2 i ~ i 


{ — 2 f — 1 ，1 } 


2 一 1 


令 


F ( x y : y , 2 ) 二工 2 + j 2 十 z 2 一 4, 


球面方程为 F ( x y y 9 z ) =0 y 


F f x ( x y y , z ) =2 x ， Fy ( x , y , z )=2 y , F r z ( x 9 y 9 z ) =2 z 
球面上任一点处切平面的法向量为 

n = {■ F ‘， F ;， F ‘ } = i 2 x y 2 y t 2 z }. 

设所求平面与球面切于点则有 n // s ， 于是有 

2j 0 2^o _ 2zq 

, 巧 = T 

、xo + 3/0 + 4 = 4 


2/6 
x 0 _ 3 


X() 


yo 


Jl 


与 


: yo 


2 J 6 

3 

76 


之 0 


76 


zq 


76 


所以所求平面有两个,其方程分别为 


一 2 


2/6 



Z + 



= 0 


与 


一 1 


276) { Jl 

丁） T 


A 

3 


【834】设函数 z = f ( jc ， y ) = x 3 + 


+ 2 fay + ny 2 + 



一 1 


(/tc + ny ) ( n ^ O ) 


试证当 mi 关^时，函数 z = /(: c ,： y ) 有且只有一个 极值; 又若 m <0 时，这个极值必为极大值 


证令 


= 3 x 2 + 2 mr 十 2 py ^2 n^ l p 


dx 

dz 


2 px + 2 ny + 2 


工 l 


0, X2 


— 2( mn — p 1 、 

3 n 


而 






d 2 z 

dx 2 


6 x + 2 m ， 


d 2 z 


IP 、 


dy 2 


2n 


当 & = 0 时 ， A - 2 m ， 


2 户, 


2 n y 


B 2 ^ AC — 4(/> 2 — m m n) 


当 々= —2 U 二炉) 时， 


A 


4(m % n ^ p 2 ) 2(2p 2 - m 9 n) 

- + 2m = - 


AC = 4p 2 


2(2 / >2 — m • n) 


2n= - 4(p 2 一 m • n) 


因为或 x = : c 2 ， B 2 - AC 符号相反，从而 B 2 ~ AC 有且只有 
一个是负值，即 z = / U ， 30有且只有一个极值.又若 m <0, 则 A = 2 m <0, 所以这个极值必为极 
大值. 

【835】设在部分球面 x 2 + y 2 + z 2 = 5 R 2 y x >0 t y >0, z >0 上函数 /( 工， ： y ， z ) = lar + ln：y + 
31112有极大值，试求此极大值，并利用上述结果证明对任意正数 a ，6, c 总满足 

^ 3<27 jo±A±cj 5 _ 

解设 F ( jc , z ) = lnr + ln^ + 31ns: + A(x 2 + ： y 2 + z 2 - 5R 2 ) ， 


F ： 


+ 2Ar 


” r ^ y~ — + 2A^ = 0 

则 ^ ^ y ^ 

F ' z = — +2Az = 0 

z 


lx 2 y 2 + z 2 = 5R 

故 ln 30* 3 < ln 3 y 5« R 5 ， 即 


■-R 

-R 

V3R 



\t^/3R 5 . 


由上式 


: 3 < V 5 R 5 , 即： cVz 6 <27 只 


令 a = : r 2 , 6 = ： y 2 , c = z 2 , 则 


a 6 c 3 <27( R 2 ) 5 = 27 



2 \ 5 


27 


a + 


【836】在第一卦限内作球面: r 2 + ; y 2 + z 2 = 1 的切平面，使得切平面与三个坐标面所围的四 
面体的体积最小，求切点坐标. 

解设切点为(: C ()，3 / 0»« o )(^0>0,3 , o >0, « o >0). 

则切平面方程为 

xq(x - j ： o) + yo(y - y Q ) + z 0 (z- z 0 ) =0, 即 x 0 x + + z 0 z - 1 . 


所求体积为 V 


工 03^0 


设 F(x, .y, z) 


+ X(x 2 + y 2 + z 2 -l) J 
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5邊 =0 


则 


F ； 


F ： 


― Y +2 A ^ =0 
ocy z 


十 2 Az 


j ：0 = ^0 ~ z 0 




此时 v 取得极小值. 

【837】设曲线 r 的方程为其中具有一阶连续偏导数，点 p 为 r 外一 


(, pq 为点 p 到曲线 r 的最短距离 (Q 点在 r 上），试 证明： pq 必位于曲线 r 在点 q 处的法线 



t . 


证设 P,Q 两点的坐标分别为 PU，6), QU q ，: y 0 ), 由隐函数求导公式知 r 在 Q 点处切线 


的斜率为 


_ 


( z o ， y o) 


< Px( x Qy yp ) 
fy (^ o ^ yo ) 


另一方面，记 r 上任意一点为 MUd), 并设 


f(x y y) = \ E\d\ 2 = (x~ a) 2 -^- (y- b) 2 . 

由题设知， PQ 之值应是 /U，30 在曲线 厂 方程〆 x，y)=0 条件下的极小值，应用拉 格朗日 


乘数法，引入函数 


F(jCy ^) = (x - a) 2 + (y - b) 2 + X^(x y y) 


那么 Q( x q ，％) 应满足 


dF 

dx 

dF 

dy 

dF 

ex 


2(x 0 — a) + X(p' x (x^y^) 


2(^0 - ^) + X<py(x 0f y Q ) 


9 ( 工 o , ^ o ) 


从而有 


_ 斜率) 


于是得证 


PQ 


•是 ar 


< Py { xo ， y Q ) 

< Px (^ yo ) 


y ;( xo ，， o ) 


ay . 


1838】设有一小山，取它的底面所在的平面为义办坐标面，其底部所占的区域为 D = 

{ U,30I： t 2 + 7-办<75}，小山的高度函数为 

h{x ， y) = 75 - X 2 - y 2 + ay. 

(1) 设 AfUo ，外)为区域 I> 上一点，问 Ux，^) 在该点沿平面上什么方向的方向导数最大? 
若记此方向导数的最大值为¥(抑，九)，试写出 g (: T0, 九）的表达式. 

(2) 现欲利用此小山开展攀岩活动，为此需要在山脚寻找一上山坡度最大的点作为攀登的 
起点.也就是说，要在£>的边界线 x 2 +y 2 -：^ = 75 上找出使⑴中的 g(_r,30 达到最大值的点.试 
确定攀登起点的位置. 





解 （1) 由梯度的几何意义知，/ i (： r ，30 在点 M & a ，％) 处沿梯度 

grad / tCx ,^) I u ， ）= (： y 。 _ 2 x G )i + (xo - 2^ o )J 

方向的方向导数最大，方向导数的最大 { ll 该梯度的模，所以 

^( xo ^ o ) ^ J (3^0 - 2 x 0 ) 2 + ( x 0 - 2 y 0 ) 2 - JJxf + Syl-Hxoyo 

(2) 令/(了） = g 2 (: r ，： y ) =5: c 2 + 5; y 2 -8： cy ， 

由题意，只需求 f ( jc f : v ) 在约束条件75 - x 2 - ： y 2 +办= 0下的最大值点. 

令 L(x, y ， A) 二 5i 2 + 5 ： y 2 - 8 耵 + A (75 - _r 2 - / + 灯），则 

■L 二二 10i — 8：v 十 A (: y 〜 2x) 二 0 ， ① 

-L ； = 10y-8x +A (jc~2y)=0 f ® 

X A " ^15 - x 1 - y 2 + xy = {) y ③ 

①式与②式相加可得 （: r +30(2 -A )=0， 

从而得 ：y = ~ x ^cA = 2 . 

若 A 二2,则由①式得 y - x , 再由③式得 : c = ± 5 jl >, y = ± 5 v ^3 - 
若 jy = - jo , 则由③式得 jt = ±5 ，：y = 孓5. 

于是得到4个可能的极值点 

叫(5, -5), M 2 ( -5,5), M 3 (5 v / 3,573), - 

由于 

f ( M l )=/( M 2 ) = 450 t f ( M 3 )= f ( M 4 ) = 150 t 

故 MJ 5, -5) 或 M 2 ( -5,5) 可作为攀登的起点. 

点评本题综合考查了梯度的概念，方向导数与梯度的关系，使用拉格朗乘数法求条件极 
值.因 g *(: c ，; y ) 在求导运算中较麻烦，故在构造拉格朗日函数时先将其平方，以便于求偏导. 

另外，还应明确 gmdhU , y ) 就是要求的方向导数的最大值. 

(工 0 , V 





第九章 


重 


积 


分 


§ 1. 二重积分 

1.二重积分的概念 

函数 /( U ) 在二维有界闭域 D 上的二重积分系指下述和式的极限 


]f(x,y)<h:dy = lka^ l /( 色， 

其中 At , 是分割域£)为《个子域&时子域&的面积，而 U , 心， A 为各 子域以 

=1，2,…， n ) 直径之最大者. 

若 / Or , 30在 D 上连续，则上述二重积分存在. 


2.二重积分的性质 


性质1 



kf{x^ y)da 



/( j ：， 其中々为常数 


性质2 





% /%/% 

/i (: r ， y)do ± / 2 (x, y)dff 


性质 3 若有界闭域 D 能分为两个闭区域0 1 与1) 2 ，则 


fix, y)da = T/(x, j-)d 

JJ JJ 

D D. 



f(x,y)da 


即二重积分对于积分域具有可加性. 


性质4 (二重积分的保号性)若在区域 D 上, / Cr ，： y )<^)(: r ,30, 则 


f(xy y)d<7 ^ >»)clflr 


性质5 (二重积分的估值定理)设在有界闭区域 D 上 / U ， y ) 的最大值和最小值分别为 Af 


和 m ，则 


1 /» 

^ f(jc,y)d<r < M? 


其中 <7是区域 D 的面积. 


性质6 (二重积分的中值定理)设函数 /( Ay ) 在有界闭域 D 上连续，则在 D 上至少存在 


一点 （ f ， I ?)，使得 



f(x y y)do = f ($ 9 rj) 


其中/表示区域 r > 的面积. 

3.二蕙积分计算法 

(1) 在直角坐标系中的计算法 

在直角坐标系中，二重积分的面积元素 dcr 可写成 dxdy . 于是 





f ( x , y)da 



fix 、 y)dxdy 


y=<p 2 {x) 


如果积分区域 D 是由两条直线 a，:t = 
fi ( x ), y = 92 ( 工)所围成(如图 9-1-1 所示）. 


b 与两条曲线 


D ： 


< pi ( x )^ y ^< p 2 (^) 



y = < P\M 


则 



fix , y)dxdy 


a J wAr ) 


•U Ja J j) 

如果积分区域 D 是由两条直线 y 


图 9 一 1 一 


c,y 


d 与两条曲 


线工 = 0 i (« y ), i =42(： y ) 所围成(如图 9 -1 -2 所示) 


即 


D ： 


c ^ y^d 

少 中 2( y ) 




则 


rr rd r^(y) 

fix , y ) dxdy ^ dy f ( x ， y)dx 

Jc J ip x iy) 



x = tff 2 { y ) 


(2) 在极坐标系中的计算法 ( 

在极坐标系中卜 rCOsd t 面积元素 dcr = rdrdi9. 

v y = rsin ^ 

如果极点 O 不在区域 D 上，而区域 D 是由两条射线 0 = «, 
#与两条曲线广=「 1 (約，^「 2 (<9)所围成(如9-1-3所示> 


图 9-1-2 


即 


D ： 


ri ( 0 )^ r ^ r 2 ( S ) 


r 2 (0) 


则 



f(xj y)dxdy 


d $ 


r ^{ 8 ) 

r x ( 0 ) 


/( rcos 汐， rsin^)rdr 


= r { ( 0 ) 


如果区域 D 是曲边扇形（如图 9-1-4 所示）, 


即 


D ： 


O ^ r ^ r (^) 


图9 一 1 一 3 


则 


rr 广芦 fr(e) 

f{x% y)da — dd f(rcos0 9 rsmd)rdr 

•L iff % o 


- r { 0 ) 


= r (0) 


图 9-1-4 


ffl 9-1-5 


如果区域 D 由闭曲线 r = r ((9) 所围成，且极点 O 在区域 D 内（如图9 - 1 - 5所示）， 


则 



/( x ， y)da 


2n fr(6) 

d $ j /( rcos ^, rsin 沒 ) rd 
0 Jo 




基本题型 


利用重积分性质讨论 


【 839 】 设 


1 = 


^ T 7 2 dcr , 


2 



cos ( x 2 + y ^) d <7 y 



cos( j 2 + ^ 2 ) 2 di 


其中 D= {(i, ： y)|x 2 + y<l }, 则 


(A)J 3 >/ 2 >Ii 


( B ) h > l 2 >h 


( C ) I 2 > h>h 


( D ) h > h > I 2 


解因在 0:工 2 十/<1上，1>^ / 工 2 十?>工 2 + ：/ 2 >(工 2 + ：^> 2 >0,从而 


cos(x 2 + : y 2 ) 2 >cos( 工 2 + y 2 )^ 


T 7? 


所以 h>i 2 >h- 
故应选 (A). 


点评本題考查了余弦函数在区间上的单调性以及二重积分的保号性 • 


[840] 


设 /(U) 连续，且 /( 工 ， = 十 /(M,u)dMdz /， 其中 D 是由 : y = 0，：y = ： c 2 , 


围区域，则 /U，30 
(A)ay I 


( B )2^ 


解记 f(u y v)dudv 



，则 f{x,y) = ay 


( D)ay + 1 


等式两端同时取二重积分得 



f(x,y)da 



ayda + I do 



1 cx 

dr 

0 Jo 


ri cx 11 

jydy + 1 dr dy= tz + If 

Jo Jo ^ 


故 + 解得 J 
故应选 (c). 

【 841 】 计算 


解 由积分中值定 理知 : 


所以， /(^)=灯 



(jc + y)dxdy f 其中 D 为工 2 十 y 2 ^t 





cos(x + y)dxdy = Jim 


• Trr 2 


= lime^^^cosC^ + 7) = 1 ，其中（匕 rj)^:D. 

if^O 

改变积分次序 

【 842 】 设 fix , : y) 是连续函数，则如 f{jo,y)dy 

Jo v 0 


(a) J j o f 、 工、 y)<^ 

( c ) L ^ j ^ x> 


(B) dy f(x f y)<Lr . 
Jo Jy 

(D) d) f(x,y)dx 
Jo J 0 



解改换二次积分的积分次序以及确定积分上下限的技巧和方法，解题关键是先由所给的 


二次积分的积分限确定积分域 EK 本题积分区域为: r 轴，^ 
然后苒化为先对 I 积分后对 J 积分的二次积分. 


以及确定的三角形区域）, 


故应选 ( B ). 

/^c r\nx 

【843】将二重积分 f { x , y ) djody = dr f { x y y)dy 化为先对 x , 后对: y 的二次积分 

JJ J 1 Jo 



贝!1 f ( x f y)dxdy = 


解 将改记成 d : U & 


=： lnjr 


如图843所示，所以 



f { x , y)Axdy 


dy J { x , y)dx 


图843 


故应填 d：y v /( x , y ) dx . 


【844】交换积分 次序: 


dy (" fix , 

0 Jy 


y ) 6 x ^ 2 /( u)dr = 


解如图 844 所示.积分区域0 = 1^ + 02，其中 

D x = { ( x y y ) 0<： y <+, 


d 2 


{ x , y ) » ： y « + 


于是 D 也可表示为 


D 


( i ，： y ) 0< jc < 女， 


故 


dy f ( x , y ) 6 x 


\ 2 f ( x , y)dx 
a J y 



=jo cLc j 2 f ( x , y ) dy . 

点评本題应先画出萆困，即可直观明了的得出正砩答案. 


【845】交换二次积分的积分次序: 



ri-y 

dy f ( x y y)dx 

J 2 


解 


*0 「1 - y r0 

_ ， j 2 f(x f y)d,= -j_ it iy 


1 - 


/(x, y)dx, 


积分区域 D 为 


D= {(x, ： y) I - l< ： y<0 , 卜 


如图 845 所示. 

又可将区域 D 改写为 


D = {(x y y) I 1 - x^y^O } 


于是有 


•0 |* l-y 

d：y f ( x , y)dx 

-1 J2 


图 844 






dy I /( x , y)dz 
J-1 J l-y 

•2 rO 

dx /( 工，: y)d：y 

J1 J \-x 

2 fl - JT 

dr /(工，: V)iy • 

i Jo 

•2 rl -j 

dr f ( x ， y ) dy . 

J l Jo 


故应填 


点评 交换积分次序的关键是画出萆困，本題 
中关于 X 积分的下限大于上限，无法作出积分区域 
萆图，所以应先将关于： C 的积分上、下限交换，然后 
根据萆困交换积分次序， 


本超答案也可 写为: 


( 1 ) 


.2 rO 

严 Ld 办; 


(2) cLc /( X ， y ) dy . 


【846】设 / u ) 为连续函数 ，HO 


>3^ ( /( ： 0 如， 则 F'(2) 


(A)2/(2) 


(B)/(2) 


( 0 -/( 2 ) 


(D)0 


解交换积分次序，得 


F ( t ) 


dyj t /U)d,= \[ [iyU)6y]d, 


第九章重积分 


§1 .二重积分 


x + y- 


图 845 


f ( x )( a : - l)dr 


于是，1^(0=/(00-1)，从而有厂 / (2)=/(2) 
故应选 ( B ). 

在直角坐标系下计算二重积分 


【》47】计算其中 D 是由直线 : y = l,:c = 2 ，：y 



所围成的区域, 


解 （1) 采用先对 J 后对： t 的积分次序 



xyd<r 


1 xdr ydy = 1 


(2) 采用先对 z 后对: y 的积分次序 


【 848 】 计算 


xy 

aydi 

^ I 


_2 


d(T 


ydy ^ 


2 


xdx 


8 • 


d < y ， 其中 £) 是由曲线 = 与直线 : y 


-2所围成的区域 


解 （1) 采用先对: c 后对^的积分次序 


M 

xy 


da 


_ 

ydy 

1 J 


: y +2 ^ 

2 工心 = 5 


(2) 采用先对 y 后对: c 的积分次序 


D 


da 


1 ^Tx 

xdx I 

0 J -kTx 


•4 


ydy + xdsc 



y^y 


【849】设区域 D 由 jy 轴与曲线^ = cosy (其中 - f ) 所围成，则二重积分 






3x 2 sin 2 ： ycLrd：v 


解 



3x 2 sin 2 ydrd^ 


rcosy ^2 

d：y 3x 2 sin 2 ycLr = sin 2 ^cos 3 ^d^ 
Jo J -•? 


sin 2 y(l - s \ rfy ) d ( smy ) = ( — sin 3 y - -r^sin 5 ^) 


15. 


故应填 


15 . 


【8 S 0】 计算二重积分 


2 

x y 

J ^ 


drcb , 其中 D 是由双曲线: r 2 


1 及直线 : y = 0 ，：y = l 所围成 


的平面区域. 


解 



ydxdy 


dy 




t2 ydx 


if 1 


J / (1 ” 2 ) 2 办 


~( l ^ y 2 )2 


[851] 


' = ^(472-1). 




设平面域 d 由曲线 > = f 与直线 y 


所围成，求 



x 2 + y 


dxdy 


解解方程组 


2 得曲线与直线的交点为 0(0,0) 与 A (2.2), 因此 



x 2 ^ y 2 


dxdy 


due 


x 2 + y 2 


dy 


f v 

arctan 

o v ^ 


dr 


/f 


arctan 令 ) dx = 


arctan 


x 


2 lo 2 


2 x 

°l+y 

4 


dr 


丌 7T 

H 


? 2 
， ■ 卞 0 cLr = \ n ( x 2 + 4) = In 2. 


o 4 + 



【 SS 2 】 计算二重积分 


1 ，I = 0 所围成的平面区域 


: y 2 - o ^ da ： d ： y , 其中 D 是由直 _y = x , 


解如图852所示. 


原式 


0 H 


y 2 -aydx= - ^Jy(y 

- 9 • 


2^ 

3 


.1 

Jo 


y 2 dy 


i y 
) 2 dy 
0 



【853】设 D 是以点 0(0,0), A (1,2) 和 B (2, l ) 为顶点的三角形 
区域，求 ( Tx < Lcd ^ . 


图852 


解直线 CK ， OB 和的方程相应为 


y ~ 2 x , y = ~ 2 > 和 ^ = 3 









第九章重积分 


•二鬣积分 



过点 A 向 x 轴作垂线 AP ， 它将 D 分成 Di 和 D 2 两个区域(如 
图 853 所示），其中点 P 的横坐标为 1, 因此，有 


xdjcdy = 



xdxdy 



xdxdy 


j：dx dy 


*2 r 3 -x 

xdjc dy 

l J ^ 


x 2 dx 


(3, 


x 2 )dx 


立 

2 


2 


在直角坐标系下求分段函数的二重积分 

[854 ] 计算 \y - x 2 \ drd ： y ， 其中 




解如图 854 所示 


y- x 2 \d<y 




(x 2 - y)da + 



(y - x 2 )da 


xy>x 


•1 rx r\ rl 

dr (x 2 一： y) d：y + dr y Jc 2 )dy 
0 JO Jo J X 1 


n 

30 


【 855 】设 


f{x,y) 


2 y , 若 0<^< 


0, 


其它 


求 



/(x, y)dxdy, 其中 £> = { (x, ： y) | *r 2 十 3 ^ 2 > 2 ： 1 ： } 


解如图 855 所示，记 

= ( (x, y) I n/ 2x - x 2 ^ ： y^x } 


所以 



/(jr ， y)dxdy 



ydxdy 


dr 


2 x- 


x 2 ydy 





clr 


2x-_ 


{x^ - x 3 )dr = — . 



图 853 



图 854 


y= 


( 2 , 2 ) 


(】，1) 





图 855 


点评本題直观看是无界区域 D 上的二重积分，但由于被枳*数的特点，实标上要计算的 
是有界区域上的二重积分.在直角坐标糸下化二重积分为二次积分可求得结果. 


[856 】设 a>0 9 f(a:) = g(j：) 


^f(x)g(y - 工〉 drd：y 


a ， 若 O^je^I 
0 ，其他 . 


，而 D 表示全平面，则 


解 



f(x)g(y - x)dxdy 



a 2 djcdy 


dx 









[(: r + 1) — x]dz = a 2 


故应填 a 2 . 

点评虽然 D 为无界区域，但由于被积函数只在时才不为零，因 


此实际求的是 f{x)g(y -: r)dzd ： y, 其中 



f{x)g{y-x)= 


a 2 , 若 (X：y _ 


0, 


其他 ♦ 


【 857 】计算二重积分 



U 2 ，A 


dxdy , 其中 D = i (:r ，： y) - 


解设 D] = I (xy y) |0<x<l ， 0^ ： y^x \ , Dj = I y) x< ： y<l 1 ， 则 



dxdy 



严 1 : 2 •妁 dxd：y 



L 

X , 


drd ^ 



e x dxd^ 



e y dxdy 


.1 rx 2 rl ry 2 

dr e x dy + d) e》dr 
0 Jo J 0 Jo 


1 2 ri 2 

xe x dr + dy = e — 1 • 

o Jo 


点评 


般地，若 f(x f y) 


g(x, y) 9 (x,^)6Dj, 
h(x 9 y) 9 (x, >^) G D 2 . 


，则 



/(x,^)dfT 


g(x y y)da 


DHD. 





改变积分次序计算二重积分的值 


[858 ] 积分 T dr P 


的值等于 


故 


解由于被积函数的原函数不能用初等函数表示，所以应改变二重积分的积分次序， 


‘2 r 2 2 

dr y dy 

0 J x 


•2 ry 2 

e ” dr 

0 Jo 


^e-d^y(l-e~ 4 ). 


故应填 ^"(l-e- 4 ). 

点评改变二次积分的积分次序时，蹦定内外积分的积分限是至关重要的 . 


故 


[859 ] 计算 



sin ^ 


如，其中 D 是由抛物线 : y 2 = x 与直线 


所围成的区域 . 


解 


因为 J 


siny 


办不能用有限形式表达出其结果 , 所以不能先对 J 积分， 


IT 細」 

d 

JJ ^ 


siny 


2 dr 


(1 ^ y)sinydy= 1 - sinl. 



第儿章重积分 


§1,二霣积分 


【 860 】 计算？办 



e x dx 


d 》 



2 

dx 


( 1 , 1 ) 


分析由于 m 的原函数不是初等函数，所以要改换二次积分 
的积分次序，本题关键是确定所述二次积分的积分区域. 


解 

4 


2 


4 





1 


dx 


dy 


2 


2 



dr 



dxd ^ 


其中 D 如图 860 所示阴影部分 



dxdy 


dr ^ 


x(e 一 e x )dr 


— 


在极坐标系下改变积分次序 


[861] 计算二重积分 


dr r sin~dy 
XTx 2 y 


dr 


r2 

•a SI 


sin 会办 


y= 


= 4 y 


图 860 


解 因为 jsing 办不能用有限形式的初等函数表示，所以需要改变积分顺序，如图 861 所 


示，设 


«2 


D 






D 2 


2«4 


: G 




D—D\ + D 2 x 


1«2 


y ^ x ^ y 2 


则 


dr 



4 


sin 十 j dr 


L si 


7 TX , 

sin —dy 



d：y 


Sm 2^^ 




2 y tcx 

V cos 2y 


d：y 


图 861 


2 y 


cos 


0O$d 


ycos 




(2 + tt) 


【 862 】 累次积分 dd /(rcosdy rsind ) rdr 可以写成 

Jo Jo 



(A m 


/( x , y)dr 



⑻ J，Jo 


f ( x y y)dr 


( C ) dr f ( x f y)dy 
Jo Jo 

解平面区域 D 为曲线 



⑼ JoH 


/( 工, 


丄 


y 1 


(: y >0) 及 a 轴围 成. 


所以原式 



(: c ， y)dxdy 



dx 

o Jo 


f ( x , y)dy 


故应选 ( D ). 


点评 注意到東題积分区域 D 中纵坐标满足 0<： y<f ，而选项 （ A )、（ B )、（ C ) 中纵坐标都是 


0<： y < l ， 故 知选项 （ A )、（ B )、（ C ) 均不正 确. 




【 863 】设 /U, y) 为连续函数，则 4 

Jo 

r/T? 

(A) dr f(x } y)dy 

J 0 J x 

a 

(C) fix, y)dx 

Jo J .v 

解积分区域 D 由 j ： 2 + ： y 2 = l,：y = jt ， 


d 沒 /(rcos^> rsin^)rdr =_ 

Jo 

(B) 2 dr f(^,y)dy 

Jo Jo 

a r y ^? 

(D) f(x f y)dx 

Jo J o 


0 围成 . 所以， 


d 沒 f(rco&0 9 rsinO)rd 

o JO 



dy 


777 


/(x ， y)dx 


故应选 (C). 


[864] 设函数 /U) 连续，区域 D= {(u)|x 2 + /<2 ： y }, 则 I f(j^y)dxdy 



(A) f 1 dr [^^- 0 f{jy)dy 


广 2 r v 2y- v 

(B) 2 dy f{xy)dx 

Jo Jo 

rn r2sin$ 

(C) d$ /(r 2 sin^cos^)dr 

Jo Jo 

rit ^2sxnd 

(D) d(9 f( r^sinOcosO ) rd 

Jo Jo 



分祈先画出积分域的示意图（如图 864 所示），再选择直 
角坐标系和极坐标系，并在两种坐标系下化为累次积分，即得正 
确选项 . 


图 864 


解在直角坐标系下 



f(xy)dxdy 


d：y 


-(y-i) 

1 七 -i) 


/(joOdz 


cLc 


i + 


l - 




f(jy)dy 


故应排除 (A) 、（ B). 
在极坐标系下 , 


rcosO 

rsinO 



f { xy)dxSiy 


r2sin<? 

dd f( r:sin 沒 cos 沒 ） rd 

0 JO 


故应选 (D). 

点评本题为基本题型，应先画出平面区域 D 的草困，然后将二重积分化为直角坐标系下 
二 次积分，若与选项 (A) 、（ B) 不符，则再转化为极坐标系下的二次枳分. 

极坐标系下求二重积分 


【 865 】 计算 



: x 2 : y 2 

+ 工 2 + y 2 


dtr , 其中 D: ： r 2 + ： y 2 <l, 




1 + 工 2 十 汐 2 


0 


0 


2 


2 


【866】 计算积分 

JJ 

D 

解利用极坐标，则 


/ r 2 十: y 2 dzd ： y ， 其中 D 由》 = J ：， x = a，：v = 0 围成 


vx 2 + y 2 dxdy 


4 

0 




asecd 


0 


3 


rdr 




0 


sec 


3 edd 


3 


^E/2 + lnt/2 + l)]. 

0 


【867】 设 D = l ( j ：，： v ) i ： i ： 2 + ： y 2 <xL 求 JJVxdzd ^ 


D 


解 


JJvxdrd ^ ™ 




dd 


2 


C 06 沒 


0 


J rcos^rdr 


JL 

2 


COS2 没 


「COS 汐 ^ 

r2dr 

o 


4 


5 」 


2 cos 3 0d(9-~. 
0 


[868] 设区域 D 为 x 2 + : y 2 < K 2 , 则 




( 心普 ) dxcb 


解 在极坐标系下化二重积分为二次 积分: 


2 






X 

7十 b 


2 | drdy 


广 2 tt 

rR 

dd 


Jo J 

0 


cos 2 ^ . sin 2 沒 i 3 


a 


2 


h 1 


dr 


cos 2 ^ . sin 2 (9\ JZ) rR 

ao m 


2 


b 2 


o r3dr= 4 




故应填 


： R 4 

4 


丄 

1 b 


2 


【869】 计算二重积分 


x + y)dxdy, 其中 D = { (x 9 y) \x 2 + y 2 ^,x + y + l 




解 由 z 2 + y 2 ^：x + ：y + 1，得 


2 


X 


2 


2 


y 


2 




令 :c -了 = rcosO, y_ 飞 


rsin ^, 有 


(x + y)dxdy 






rdr 


o 


•2k 


0 


(1 + rcos^ + rsin^)d^ 


， J \ 


rl 6 + rsin 沒一 rcosd 


0 


2 it 
0 


dr = 2 tc 


p/i 


rdr 


nr 


2 


0 


yi 


3 


o 


2 


7t. 


【870】设区域 {( u ) U 2 + /< l , i >0}， 计算二重积分 J 


1 + 办 


D 


1 + x 2 + y 2 


.JL 


解 


JJ 


^ x 2 + y 2 


drd：y 


Jl 

2 






0 


7 t 

2 


ln2 


dxd：y • 



h 


xy 




1 + x 2 + y 2 


dxdy 


2 


JL 

2 


d 沒 


o 


co6 沒 sin 沒 
1 + r 2 


dr 


2 


1 “3 


f 


cos 汐 sin 沒 


o 1 + 


r 


2 


dr = 0 


所以 I = I t + I 2 = f 


点评 I 2 的计算可使用对称性，即由于 D 关于: r 軸对称，且函数; 一 T ~~^关于夕是奇函 

1 + j ： + ^ 


数，所以 


h 


xy 


D 


十工 2 + > 2 


dxdy = 0. 


【871】计算二重积分 


vx 


2 ^ 2 


^5 v 4a 2 - x 2 - y 2 


da, 其中 D 是由曲线: - a + v a 2 -z 2 (a>0) 和 


直线 : y 


X 


围成的区域, 


解区域 D 如图 871 所示，在极坐标系下 


D= (r^) 


令 


- 2asm0 




b V 4a 2 - X 1 - y 1 


da 


*o 


4 


d 沒 


2asmd 


Ua 1 — r 1 


dr 


2a 、 irU ，有 


，0 


s 

4 


dd 


-d 


o 


2a 2 (l — cosZt)dt 


广 0 


2a 




sin20 d 汐 =a 


21 Z 


16 2 



【872】计算积分 -/ x 2 + y 2 dxdy , 其中 D = { ( x 9 y ) \ 0^： y ^ x , x 2 + y 2 ^2 x }. 

«I 

解利用极坐标，则 


Jx 2 + y 2 dxdy 


D 




o 


dd 


2cos 汐 


0 


rdr 


立 
3 J 




0 


cos 3 沒 d 汐 


8 


3 


4 

0 


(1 - sin 2 6 ) dsin^ 


8 


3 & sin 沒一 ~sin 3 ^ 


JL 

4 

o 


10 


、- 


[8731 计算二重积分 



e 


-( zW ) 


sin(x 2 y 2 ) dzd ： y. 


其中积分区域 D = {( x , j ) U 2 + /< k }. 


解作极坐标 变换: 


X 


cos ^, y — rsin 沒，有 


e 




2 2 


e^ x ^ y ^ sin ( x 2 + y 2 ) dxdy = e n [ dd 

Jo 


A 


re 


sinr 2 d; 


令 《 = r 2 , 则 


o 





第九章重积分 


§1 .二重积分 


ne^i e 


e sin / d ^ 


记 A 
则 


e ^sinfd^ 


A 


sinZ de 


^sint 


costdi 


costde 


cost 


e 一 f sinf di 


e '^+ l-A 


因此 A 


(i + n 


^+ e — = f (1 十 e” 


【 8 74 】计算二重积分 (IVcLccb , 其中 D 是由直线 : r = -2, y = 0，：v = 2 以及曲线 



^ 17 ? 所围成的平面区域 . 

解法一区域 D 和 Dt 如图 874 所示，有 


y 

J% 


dxdy 



ydxdy 



ydxdy 



: ydxd：y 


-2 


r 2 

dr 

Jo 


4 . 


在极坐标系下，有 De |(r, 6) \^-^d<,K,iX,r^ ： 2sin9 \, 因此 



ydxdy 


.2sini? 

dd rsiti^ • rdr 

Jo 


T { 



图 874 




7T 

T 


于是 



yAxAy = 4 一 


7 t 


解法二如图 874 所示， D= \(x,y)\ -2<x<_ 72^-?,0<^<2| 


令 


M d i* — 

ydxdy = ydy 
JJ J 0 」 —2 

D 

、2 

= 4 一 y 
Jo 

smt ，有 d：y = costd « ，则 


- v 2y-y 


dr 


2 ydy 
Jo 


2y - y 2 dy 


1 一 （：y — l) 2 d^. 


(y - l) 2 dy 


(1 十 sint)cos 2 fdi 


:os 2 ick 十 


:o^ts\ntdt 


(1 + coslt)dt 


于是 



ydxdy = 4 一 


7C 





利用对称性计算二重积分 

【875】设 D 是乂知平面上以（1，1)，（-1,1)和（-1， -1) 为顶点的三角形区域， A 是 D 在 

♦ 

第一象限的部分，则 f (办+ cosj^sin：y)d:rd：y =_ . 




D 


(A)2 


cosx • sin ： ydrd：y 


(B)2 


JJ 


xydxdy 


(C)4 (xy + cosa:sin ： y)drd：y 


(D)0 


解将区域 D 分为四个子区域，如图875所 
示，显然，仏和 D 2 关于 y 轴对称，0 3 和 D 4 关于X轴对称.令 


I2 


jj 


cosxsin^cLtd^ - 




由于: CV 对: r 及对 y 都是奇函数，所以 


ayd^dy = 0 



D 


1〜2 


>3 + D 4 


xydxdy = 0 


图 875 


因此 』=()• 

而 cwsinjy 对 j 是奇函数，对 x 是偶函数，故有 


故 I 


2 


D 


cos^c • sin^cLrd^ = 0 和 


D 4 

cosx • sin^drdy 


cosjc ♦ sin^drdjy = 2 


V D 2 




co&r • sin：y dr dy 


从而 


(xy + cosjrsin^) dxd^ = 2 


ij 

D 


J S 


sinydrd ^ 


故应选 (A). 


点评在利用积分区域的对称性进行计其时，要同时考虑被积函数的奇偶性，通常有 
(1) 设 D 对称于: y 轴， A 是 D 的右半部分， 


若 /( ^ x,y) 




/( 工，: y ), 则 


f(x,y)da=0; 


若 /( — U)=/(U )， 则 


/( U)dcr = 2 




fix 、 y)da 


(2) 设 D 对称于 ：r 轴, Dt 是 D 的上半部分. 


若 fixy - y) 




/(U ) 则 f(x, y)d<r = 0; 




若 f{x y - y) =/(:r ，： y )， 则 


f{x,y)da = 2 


f{x y y)d<j 


(3) 若 D 对称子原点， DpDa 分别是 D 的对称子原点的两部分 


若 /( 一 ： r ， - y)= 一 /( 工， : y )， 則 fix, y)dc = 0. 


D 
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若 /( - jo , — 3O =/( i ，>), 则 


f(x 9 y)Ao = 2 f(x 9 y)da. 


【876】下列四个不等式中不成立的是 


( A ) 


( C ) 


x \ n ( x 2 + y 2 )da = 

D 

0 

( B ) 

J% 

1 ay 1 dxdy = 4 

4 

xydxdy 

( D ) 


vT - 


X 


2 


^ 2 cLrd ^ = 4 y 1 — jc 2 — y 2 dxdy 




jO ^ clrd ^ = 4 


^ycLrd^ 


其中 D :1 r 2 +：^ 2 <1， D v . x 2 + y 2 < l , y >0. 

解 （ A ) 等式是正确的.因为积分区域对称于 j 轴，被积函数 关于工 是奇函数，将该二重积 
分化为累次积分，且首先对 I 积分时，将是奇函数在对称的积分区间上的积分，故积分值为零. 

< B ) 等式是成立的.因为积分区域 D 对称于2轴和 y 轴，被积函数只出现: r 及 y 的平方项， 
其图形对称于; tCfe 及3^平面，故 D 上的积分可以用 R 上积分的4倍来表示（上述等式的几何 
意义 是：中 心在原点的上半球,等于它的第一卦限部分的4倍）. 


( C ) 等式是成立的.因为这时被积函数 /(: r ，： y )= |办丨也对称于^和乂>平面. 

( D ) 等式不成立.积分区域 D 虽仍然对称 于工轴 ，: y 轴，但被积函数对 u 均为奇函数，其在 
一、 三象限是正的，二、四象限是负的，故 D 上的积分不能为。上积分的4倍，而是 0( 被积函数 

y ) = ay 的几何图形是一个马鞍面）. 

故应选 ( D ). 


[877] 


计算 j * r[l + 3if (_ r 2 + ： y 2 )] da ， 其中 D 由 : y = : 3 , ：y = 1，工 

D 


〜1 围成的区域, / 是 D 上 


的连续函数. 

解如图877所示, 


x[l + yf { x 2 + y 2 )]da = 

jj 

因为被积函数关于: r 为奇函数， 



[1 + ^ f ( x 2 + y 2 )]da + 


D l +D 2 


所以 


[1 + yXx 2 + y 2 )]da = 0 


°2 


[1 + yf ( x 2 + y 2 )]da 


? D 4 


xda + 


^4 


jyf ( x 2 + y 2 )da 


JJ 


2 




xda ~ 2 


内 0 


dx I xdy 
0 


2 




5 


【878】求二重积分 


xe2 


[1 + yf ( x 2 + y z )]da 


3 




yi 


1 



cbrd ^ 的值， 


其中 D 是由直线 : y = x ,： y = -1 及 ： r = l 围成的平面区域. 
解积分区域 D 如图878所示. 


图877 





jpy[l + xe2 <x- 


■ dxdy 



ydxdy + ^xye2 



dzdy 


其中 



ydxdy= f dy f yda: = 


l 


y(l 一 y)dy 


3 ， 



ocy^i 


dxd ^ 


: yd：v xe2 
J y 


dr 


y e 2 


于是 


JJ ： y[ 1 + >re2( 


] d：y = 0 
)] drd：y 



2_ 
3 ' 


图 878 


点评二重积分计算一般应先作草图，再根据积分区域和被积函数的形式选择直角坐标或 
极坐标进行计算.涉及到对称区间上的枳分时，庄尽可能利用被积函数的奇偶性简化计算.本超 


在计算 I * 1 y \^2 

J -1 L 


- e y 2 ] d > 时，就利用对称区间上的积分性质直接得到结果为零. 


【 879 】设区域 {(u) |^ 2 + /<4,1>0,5>0} ， /( ： 1 ： ) 为 1) 上的正值连续函数， £1 ， 6 为 


讎，则 r — 驚嘯） " 


(A)abn (B)~ 


(C)(a + 6)tk 


⑼ f , 


解因 £)^ 2 +/<4 ，： >0,7>0, 对 0 ：，： ^ 具有轮换对称性,故 



f(x)da 





则 



a y/(x) + b JKy) 


fix) 


Ay) 


da 



Ax) 


f(y)] + b[V~f(x) 

J 7 u )^ /7(7) 


f(y)] 


da 


=j JJ (a + b)d<y = —(a + b)n 

D 

故应选 (D). 


点评未題使用积分区域的对称性将积分化简，将被积函数化为常数，从而求得结果. 

【 880 】设 gU)>0 为已知连续函数，在圆域 1)= <(:r ， 30l ： r 2 + ： y 2 < a 2 U>0 )> 上计算二重 


积分 J 



您⑵ ) 城其中。为正常数， 


解由于区域 D 关于直线 : y = j ： 对称 , 故对连续函数 /(x, ： y ) 有 


f(x,y)<bcdy- jj/( ： y ， dd^cLy 


因此 



gU ) 

g(x)+g(y) 


drd ^ 



g(y) 」 

g(y) ^ gix)^ 0 y 




g(jc) 


g(y) 


g(x) + g(y) g(y) + g(x) 


dxdy 
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dxdy = 了穴 a 


从而有 



Ag(x) + us(y) A , _ . IT g(x) A ,, 

g { x ) + g ( y ) y JJ g ( x ) + g ( y ) y ^ 



g(y) 

g { x ) + g ( y ) 


dxdy 


A # —7ca 2 + " • ^~7ta 2 = j(A + /x )na 2 . 


2 . 


重积分 


i .三重积分的概念 

函数 /( nz ) 在三维有界闭域上的三重积分系指下述和式的极限 


I % 9 * • 

fixy y ,z)djcAydz = /($» 7 ,，^ ) AV ； 

x ^ l 7 i 

其中3\/；是分割域0为； 1 个子域\^%，.__，％时子域％的体积，而（1 71 ，^€%,》为各子域 
v { (i = 1 , 2 , 71)直径之最大者- 

若 /( ihd 在 n 上连续，则上述三重积分存在. 

2.三重积分的计算法 

(1) 在直角坐标系中的计算法 

V 

在直角坐标系中，三重积分的体积元素 dV 为 dxdyck . 设空间有界闭区域 D 在力方 平面上 
的投影为&，且平行于 2 轴的直线与 X 3 的边界曲面 S 的交点不多于两个.此时如果可表示 
为： 

a ^ x^b 

0 y \( x )^ y ^ y 2 ( x ) 

.2 i ( x , y )^ z ^ z 2( jc ^ y ) 


则 



fix,y,z)dV 



f(x 9 y f z)dxdyd ： 



dxdy 

% 


z 2 ( z ， y ) 

4 

2, (x,y) 


fix, y 9 z)dz 


rb 

dr 
Ja J 


(x) 厂《2 ( 工 •: y) 

f{x y y y z)dz 

(x) J *- (^y y) 


(2) 在柱面坐标系下的计算法 


直角坐标与柱面坐标的关系是 


rcos ^ 
rsin 汐 


在柱面坐标系中三重积分的体积元素 dV 为 rd /* d (9 ck ， 因此 



fix 、 y,z)dV= 


将右端化为累次积分，即可求得其结果 

(3) 在球面坐标系下的计算法 



f(rcos$i rsin 沒， z)rdrd$dz 






x = rsinpcos 沒 

直角坐标与球面坐标的关系是 < y = r 5 m 9 sme 


= rcos<p 

在球面坐标系中三重积分的体积元素 dV 为/ ^ sir ^ drc ^ dp ， 因此 

(yy 9 

/( j , y f 2 ：) dV = /( rsin ^> cos ^, rsinpsin 沒， rcos ^) r 2 sin ^ drd ^ d ^ 

将右端化为累次积分即可求得其结 i . 

基本题型 

利用三重积分的性质计算 

【881】设有闭区域 Oi ： x 2 + y 1 + z 2 ^ R 2 , zX ); O2 : ^ y 2 + z 2 < R 2 ， x ^ O , : y >0, zX ) .则 

4 

rnf 9 tyy 9 

( A ) xdV = 4 xdV ( B ) ydV = 4 ydV 

°l fl 2 fl 2 

TT rrr rr ^ rrr 

( C ) zdV = 4 zdV ( D ) ocyzAV = 4 xyzdV 

JJJ J^L 

n i A fl i ^2 

解因为区域仏关于 _2 Cfe 面对称，又关于 3 Cfe 面对称，区域《0 2 恰是的 f ，但被积函数 

中只有 f ( x y y t z ) = z 是既关于: tCfe ： 面、又关于 ^ Cfe 面对称. 

故应选 ( C ). 

【 882 】有界闭区域 D 由平面 : c + ：y + z + 1 = 0, :c + ：y + 2 + 2 = 0及三个坐标面围成，设 

HT (TC 

h = [ ln ( j ： + ) + z + 3)] 3 drd ： vdz ， I 2 = (x + y + z ) 2 dj ： dydz , 不计算 J lt J 2 的具体值， 

n 

利用三重积分的性质可知_ . 

( A ) I ^ I 2 ( b ) i ,> i 2 

( C ) U 2 的大小不具体计算不能进行比较 
( d ) v / 2 的值计算不出来，故无法比较它们的大小 

解在 内有0< Cln ( j ： + y -\- Z +.3)] 3 <1 及 1<( y + z) 2 « 所以有 Ii ^ I 2 - 
故应选 ( A ). 

利用对称性计算三重积分 

【883】设 D 是由曲面: r 2 + /< l, z = l ，：^0 所围成的闭区域，则 
[ e z tan (: r 2 ： y 3 ) + 3 ldV = _ . 

I 

( A )0 ( B )3 tt ( C)n ( D )3 

rrr 3 rrr 3 rry 

解 tan (^ V ) + 3 ]dV = e : tan ( xV ) dV + 3 dV = + I 2 . 

n ^ ^ 

对于 A ， 由于被积函数 / tanU 2 ： y 3 ) 关于 y 为奇函数，而积分区域关 于;^ 面对称，所以 h =0； 
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而 i 2 



dV = 3 tt 


故应选 ( B ), 

【884】设 D 为： r 2 + ： y 2 + U - 1) 2 <1，则 



： 2 -3 )dV 


解 



: 2 - 3 )dV 



(l + ^ 2 ) dV -3 



dV = J ! + J 2 . 


对于 A ，由于被积函数 x(l + ：^ 2 ) 关于 x 为奇函数，而积分区域关于:面对称，所以1=0;而 


一 3 




dV = - 47 t . 


故应填- 

【885】设 J 



fix 2 + y 2 + z 2 )dV 9 是由 |: r | = a, | ^ | = a, \ z \ = a 所围成的正方体， 


则 J 


( A ) 



/(3 x 2 )dV 


( B )3 



/( x 2 ) dV 


( C )3 dr dy f ( x 2 )dz ( D )8 dr f ( x 2 ^ y 2 ^ z 2 )dz 

Jo Jo Jo JO Jo Jo 

解 因为 /(: r 2 + y 2 + z 2 ) 关于都是偶函数，又 n 关于 oQy 面、关于面、关于 



面都对称，故由对称性 可知: 


S dx dy fix 2 + y 2 + z 2 )dz 
Jo Jo Jo 


故应选 ( D ). 


在直角坐标系下计算三重积分 


【886】设 D 由 + / 与 z = l 所围区域在第一卦限的部分，则 



f(x ， y ， z)dV^ 



( A ) dz dx 
Jo Jo Jo 


f { x , y y z )6 ,y 



( B ) dr 
Jo Jo 


rx 十 ： y 

fix ， y ， z)dz 
Jo 


rl rl 

( C ) 2 dff dr ^ f ( rcos 0 $ rsin 0 9 z)rdz 

JO Jo j r 



⑼ J 0 H 




f ( x ， y , z)dz 


I 4 


解 因为关于 2 的积分上下限分别为 1 和: r 2 +/. 
故应选 ( B ). 


【887】 



(2 + 7 + ^^,其中0为由平面1 + ：> ) + ： 2 = 1与三个坐标面围成的区域 


解 



,1 rl-x fl-x-y 

x 十： y 十 z ) dV — dx dy I (x 十： y + 2)dz 

Jo J o Jo 


dr 


y)z 


Zl 1_ " 

2 J o 




dx 


工”卜(工”) 2 + (1 二1'逆]办 





(x + ^) 2 (z 十 : y) 3 (l- jc - y) 


dx 




6 12 


(1 - x ) 4 

24 


- l 

J n 


[ 888 ] 



(l + x + y + z) 


$ dV ， 其中 D 由平面 x + y + 2 = 1 与三个坐标面围成的区域 


解 



-jr 


(177^7^ io^Jo d "io 


(l + x + y + z) 


dz 


.1 r\-x 
dx 

o Jo 


-z-«y 


-x 


2(1 + x + y + z) 


= 


1 : v 

- 2(1 + jo + y) 8 」 o 

X . (x ^ l) 2 . 1 , 、 

7 + ^^ + T ln(1 十 x) 


dr 


，l • 

J o - 


dx 

o J o 


2(1 +x + y) 


dy 


2(1 


TT)]^ 


ln 2 


5 

16 ' 


[889] 



dV , Cl 由平面 z = 0 9 x ^ y^z = Q 9 x - y-z = 0 Rj ： = l 围成的区域, 


解将 D 区域投影到 A 面上得平面区域如图 889 所示. 



dV= dx dz ^y 2 dy 

J 0 J 0 J - {x-z) 


•i f x ^ 2 - 

dr ~ 2:)3 dz 

0 J 0 L j -I 


•1 

Jo 


x 5 ^ X 6 

~rdx — 


36 I o 36 • 


【抑0】计算三重积分 



ycosix + z)dxdydz 


其中 0 为由平面 ： y = x ,5： = 0, y = 0 y x + z = f 所围成区域 
解如图890所示. 



图889 


^ X 


dr dy 
0 Jo JO 


ycos(x + z)dz 


dr y(l - sinx ) 
o Jo 


x 2 (l - sinx)dr 


i 


I 2 x 2 sinrdx 

Jo 


iri 

48 


K 

T 


[891] 



dv,a 为 x 2 + y 十 2 2 <：l 


解设 n 在第一卦限的区域为，由于三个坐标面均对称， 


同时，函数 


关于:都为偶函数，所以 



e xi dzdydz 



drdydz 



e^dxdydz ， 


由于仏在^轴上的投影区间为 [0，1]， 在上的截面区域为 D : 

y >0, z ^0 9 y 2 ^ 2 2 <1 - X 2 . 


X」 


图890 


所以 
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/ = 8 dr 

Jo 



•i 1 广 1 

dydz = 8 e x # " Ttt (1 - x 2 )dx = 2 k e x (l 

Jo 4 Jo 


)dr = 2 k . 


[892] 



^ V 2 z 3 dV t Cl 是由马較面 z = xy 与平面 y = x,x = l,z = 0 所包围的空间区域. 


解 



xy 2 z i dV = dr xy 2 z ^ d ： 

Jo Jo J 0 


0 H ? Vd3； 


— x 12 dr = — 

o 28 364 


柱面坐标系下计算三重积分 


【893】 



+ 是由曲面 4 2 2 = 25 U 2 +： v 2 > 及平面2 = 5所围成的区域 


解 在柱面坐标系下， 



( X 2 十: y 2 )dV: d $ rdr , r 2 dz = ln ^ (5r 3 - ~r 4 )dr = 8 tt . 

Jo Jo J 子 r Jo 乙 


【894】 计算 J 



u 2 + /) dv \ 其中 d 为平面曲线 I y 绕 z 轴旋转一周形成的曲 

ix = 0 


面与平面 z = 8 所围成的区域. 
解法一 在柱面坐标系下, 


. 2死 


r4 r8 

d 汐 rdr 2 r 2 dz 
J 0 J 


2丌 〆 S 

Jo \ 


dr 


1024tt 


解法二 采用“先二后一”法, 


dz 



(x 2 + 


「8 

Jo 


8 rlK 广 / 
dz dd 

o Jo Jo 


rdr = 


1024tc 


<2z 


[895] 



zdv ，其中是由球面:*: 2 + / + 2 2 = 4与抛物面 x 2 + 


32 所围成. 


解 




zdV = dd rdr 

Jo Jo 


zdz 



r(4 


)d 


13 

T 


【896】 计算 



Pdm 是由 


/- a ： 2 "- /，0：>0,>^0和2>0所围成的区域 


解在柱面坐标系下化三重积分为三次积分计算 




-^ cf t a r %/a-r 

+ y ^ dV = 2 d 0 rdr rdz 

Jo Jo Jo 


0 K f a 


a 2 - r 2 dr 


a sint 


it a 4 s \ r ? tco^tdt = 7 ta 4 

Jo Jo 


sin2^ 


dt 


na 4 rf 1 — cos4t , 7ta 4 

tJ 0 ~^ 卜 t 


sin 4 r 


TCV 
16 • 


【897】 计算 



z 2 dxdydz 9 其中区域是由 


2 + V + z 2 <R 2 
■ 2 + y 2 + (z-R) 2 <R 2 


所确定, 




解法一利用柱面坐标，得 


图897 



2 ?r 


z dxdydz 




d 沒 rdr 厂 5~^ z z dz 

o Jo Jr-V R -r 


yjr ^ r[(R 2 - r 2 )2 ~ (R- /^: r 2 ) 3 ]dr 
f 2R r[_ 2 {R 2 - r 2 )f + 3 R 2 (R 2 - r 2 ) 2 - 4 R : 


59 


3R 2 (i? 2 -r 2 )2 -4i? 3 + 3i^ 2 Jdr = ^7ti? 5 


解法二利用球面坐标，得 


dxdydz 



•2 tc rf fR 

dd dw 
0 Jo Jo 


2 2 f 2 « rf r2J?<x)6 ? 

： o^ 9? • r sin95 dr + J ^ d<p r 


siny 


?<pdr 


2 tt 


cos <p 


:令 


cos <p 


59 


R 5 


解法三利用“先二后一”法，得 



z 2 dxdydz 


z 2 dz 



dxd ^ 


2 dz 


drd ) 


x 2 + y Z ^ ! R i -z 2 


: 2 + /<2 ftn 2 


nz 2 (R 2 - z 2 )dz + 2 z 2# 7t # (2Rz - z 2 )d. 

Jo 


59 


nR 5 . 


点评比较上面三种解法可见，对这种类型的积分采用“先二后 


法比较簡单，特别是先 


算的二重积分都分别表示某个圓的面积，利用圓的面积公式，便可很容易算出所给的三重积分， 

在球面坐标系下计算三重积分 

【 8 98】 将三 重积分 Iff /(P + WV 化为球面坐标系 下的三 次积分，其中 fi ::c 2 + y + z 2 < 

«JtX 


l , x >0，： y >0, 则 



f(x 2 + y 2 )dV 


解 



f(x 2 + y 2 )dV 


d 疔 sinpdp /( r 2 s\r?cp) r 2 d ： 




第九章重积分 


§ 2 . 三重积分 


故应填 I 2 d<9 


0 


0 


sin^d^ /( r 2 sin 2 9 ) 

J 0 


【899】计算 



sin 


x 2 + y 2 + z 2 

十夕 2 十 z 2 


dV, fl = { (jc ， y f z) \ x 2 + y 2 ^- 2 2 <l,x^O t : y>0, z>0} • 


解在球面坐标系下, 



[ ? s — d 9 f 1 ^- r 2 dr 
J： 2 + y 2 ^ Z 2 Jo Jo r r Jo r 2 


2 • 2 sin©d©• sinrdr = *~ •(- cos©) 2 •( — cosr) = + (1 — cost). 

o Jo Jo 2 o o Z 


【900】计算 



( x 2 + y 2 )dV^ 是由不等式 0< V x 2 ^ y 2 ^ 2 2 <A, 所确定的区 


域. 


解在球面坐标系下, 



2 y 2 )dV= 1 d& 2 sin^d^ r 2 sin 2 ^) * r 2 dr 

Jo J 0 J a 


d9 m sin 3 ©d© • r 4 dr = 2n # (cos 2 © — l)dcos© • ~ 
0 Jo J a J 0 ^ 


2n 


cos ^ 


(A 5 


15 


n(A 5 -a 5 ) 


【901】计算 



x 2 dV , 其中 D 是由锥面 


i 2 十 y 与球面 


R 2 


所围的空间 


闭区域. 


解在球面坐标系下 D 可表示为子于是 



2 dV= dd d<p r 2 cos 2 沒 sin 2 r 2 sinrdr 

Jo Jo Jo 


2n j cos 2 ^ sin 3 j r 4 d ； 



f "4^1 - 


[902] 



jyzdV % Q = {{x,y,z) \x 2 + y 2 + 2?<,l y x y y, z^O } 


解法一在球面坐标系下化三重积分为三次积分计算 



r *2 r 2 fl 

xyzAV— Ad &<p rsin^? co&$* rsin^psin^* rcoetp * r 2 sin^pd ； 


2 2 1 
sin^cos^d^* sin 3 ©cosa>d© * r 5 d 

0 Jo Jo 


sin 2 汐 


sin (p 


48. 


解法二在柱面坐标系下化三重积分为三次积分计算 





*2 「1 r V 1 -r 2 

Ad rdr rcosO 9 rsm6 • zdz 

0 Jo Jo 





A —^ 

2 sin ^ cos ^ d ^* 

rl 

r 3 dr 

， V 1 - r 1 

zdz = ~ sin 2 ^ 

2 

• 

J 0 w 

0 ^ 

o 2 

0 • 


2 


r 3 ( l - r 2 )d 


2 2 


4 


6 


4 6 


48, 


[903] 


jj 

n 


2 


xe 


a 2 dV ， Q = {(x, y,z) I x 2 + 3^ 2 + z 2 ^a 2 9 x 9 y, 2^0 } 


解在球面坐标系下化三重积分为三次积分计算 




x + y ^ z 

r JL 

2 

2 . 

a 2 dv = 

% 

dd 

0 j 

d© 

0 J 


Z 0 

rsirupcosd • e a • r sin^d 


2 


0 


cos 汐 d 夕 


2 


SlTL ， < pd < p % 


3 e a dr 


JL 

4 


3 


a dr 


0 


4 


t dt — 0 

0 O 


•(卜 l ) e r 


4 


0 


8 


【904】计算 


U + ：y + 2) 2 dV , 其中 D 是 : r 2 + y+ z 2 <R 2 的球体 . 




解由对称性知 


xydV 




jjj 


yzdV = 


XldVy 


JJ 

n 


2 dV 


y 2 dV 




2 


dV , 


JJJ 


^ + ^) 2 dV 




2 dV + 


iU 


: y 2 dV 十 


jj 


： 2 dV 


^rydV + 2 




3 &dV + 2 






3 


： 2 dV=3 


r2n 




uj 

rR 


I simpd ^) 



r 4 cos 2 ^>dr = 6 兀 


sin9cos 2 ^d9 


’% 4 dr 二+兀 R 
0 -> 


含有三重积分的箅式的求导问题 


【905】设函数 / U ) 连续， + [ z 2 + f ( x 2 + y 2 )] dV 9 

^ p k0 

求^和 lim ，. 1 

分析 A 中 A 是常数， f 是变量， A 是一个变半径的圆柱,故积分是一个含参变量 t 的三重 
积分，参变量/含于积分域中，化成累次积分时参变量 r 必将反映于积分限.另外，由于被积函数 
没有具体给出，因此不可能完全积出后再求导和极限，显然要利用变上限的定积分的性质，考虑 
到被积函数和积分域的情况，化三重积分为累次积分时，采用柱坐标系为好. 

解 F ( t ) = [ z 2 + f ( x 2 + y 2 )] dV = dd rdr [ z 2 + f ( r 2 )]dz 

•4 } Jo」oJo 





I 第九章重积分 

LJ | §3, 霣积分的应用~ 


2n 


h 3 + hf(r 2 ) 


rdr 


故得 S^ 27t 


^ h 3 + hf ( t 2 ) 


又因为 lim 2兀 


o 


h 3 + hf(t 2 ) 


rdr = limF ( r )=0( 因为被积函数连续，所以 FU ) 连续 


且有 F (0)=0) ，所以，1叫^是“音”型，利用洛必达法则，有 




2kI 


k ^^ hfit 2 ) 


2t 


h ^ hf ( O ) 


( 因为 / U ) 是连续函数，所以， lim /( r 2 )=/(0)). 


【906】设 / U ) 连续, /(0) = a , 函数 F (0 


[z + fix 2 + y 2 + z z )] dV 9 其中 iQ ：0^ z ^ 




A 2 - x 2 -/ 及 / x 2 + y\m 


.Fit) 


irrv 


解在球面坐标系下化三重积分为三次积分，得 


F (0 = 


[z + f ( x z + y 2 + z 2 )]dV 




2 k 


dd 




sin^d^ I [ rcos^ + /(r 2 ) ]r 2 dr 


2 n 


o 


sin ^ cos ^ d ^ 


r 3 dr + 


o 


,4t 

sin ^ d^p 


o 


f ( r 2 ) r 2 dr 


2 n 



故 F ' U )=2 n 


-4 


i -^) fU 2 ) t 2 


/( r 2 ) r 2 dr 


【907】设 / U ) 具有连续导数，求 lim 


Kt 



/( v ^ + y 2 + z 2 ) dxdydz . 


解 


lim 


nt 


/( V x 2 + y 2 + z 2 ) dV=hm 




nt 


2n 


0 


dd 


0 


sin ( pd(p 


0 


fir ) r 2 dr 


27 r • 2 


lim 


o 


/(r)r 2 d ； 


TZt 




r ( o ), 若 /( o ) 


47 Tf 


3 


00 


若 /(0) 关 0 


§3. 重积分的应用 

l .计算面积 

(1) 平面闭域面积为焱= ( Tdrd ^. 

* i 

(2) 设曲面2的方程为2 = /(^)，5在:平面上投影区域为 D ,/( x ， 30在 D 上存在连续 
偏导数，则曲面5的面积为 

m / n \ 2 ~/ ^ \ 2 


A = 





2 .计算体积 

(1) 曲顶柱体的体积设柱体上顶是连续的曲面2 = /(^30((^)€0，/(^，>0>0)，下底 
是平面2 = 0,侧面为以区域 D 的边界曲线为准线而母线平行于。轴的柱面，则此柱体的体积为 


v= 

JJ 

(2) 已知边界曲面的空间区域 D 的体积 


f(x,y)dxdy. 


V 


dxdydz 


UJ 


3•静力矩和重心 


(1) 占有平面域 D 且质量密度为 〆 x , 30的平面薄片质量 M 


fX^Xy y)dOy 它对 J ： 轴、: V 轴 


的静力矩为 



y ) dcr , 


My 


：^( x y y ) dff . 




D 的重心坐标为 


M ， 



y 


M • 


(2) 占有空间域 n 且质量密度为 〆 的空间物体的重心坐标为 


-1 

X= M 

— 1 

一 1 
Z= M 


: /u(x, y y z)dxdydz 


UJ 


yfx{x y z)dxdydz 


JmXJ 


zfx(x y z)<Lcdydz 


UJ 


其中 M 为 n 的质量 


M 


^( jc 9 y y z ) dj ： dyd ： 




基本题型 


利用二重积分求平面图形面积 

【908】由曲线 : y = laz 与两直线: y = ( e + 1) - : r 及 y = 0所围成的平面图形的面积是 
▲ • 

解先求出曲线 : y = lru ： 与两直线 y =( e + l )- x 的交点坐标，再利用积分求所围平面的面 

f y = lixr 

积，由 ， 、知交点坐标为 ( e , l ) .故所求区域 D 的面积5为 

h=(e+l) -x 

J *1 re+l-y rl ^ 

drdy = v dr= (e+ 1 - ^ ~ e y )dy = ^r. 

^ J0 Je JO ^ 

故应填 f . 

【909】求闭曲线 U 2 + /) 3 = a 2 U 4 + /) 所围图形的面积.（其中常数 a >0) 

解设 A 为0的第一象限部分，由对称性知 






第九章重积分 


§ 3 -重积分的应用 


T r*? Ca v sin^ d^rcos^d 

D = 4 da=4\ 2 66 rdr 

JJ J o J 0 


4a 2 2 ~(sin 4 ^ + cos 4 ^)d^ = ^rita 2 . 

Jo l 4 


利用二重积分求空间立体体积 


【910】求曲面 


x 2 + /+ l 上点 M e ( l ， -1,3)处的切平面与曲面2 = 1 2 + ^所围空间区 


域的体积 V . 

分析由于空间区域是由已知曲面和平面所围成的，所以要确定它们的交线在坐标面上的 
投影曲线及其所围成的平面区域，然后应用重积分求该空间区域的体积. 

解曲面 2 = x 2 + y 2 + 1 在点 （ 1, - 1,3 ) 处的法向量为 


r 一 ，之二 — 1 






{2， - 2， - 1 


切平面方程为 


2 (x — 1) — 2 (：y + l )-(2-3) = 0， 即 


2 x — 2 y — 1 . 


_ 之 . 2 1 

:一 y : 在: tQy 平面上的投影曲线为 

Z = X 1 ^ y 1 


( x - l ) 2 +(^ + l) 2 =l 


其所围区域设为 D 


V 



[(2 x -2 y - l ) - ( x 2 + ^ 2 ) Jdrd ^ 



[1 一 （ a ： — l) 2 —（: y + l) 2 ]djcdy 


令 


t + rcos ^ 

一 1 + rsin 沒 


V 


，则 



2n 


(1 - r 2 ) rdrd ^ = • (1 - r 2 )rdr = 27： — 

Jo Jo \ 2 


r 2 r 4 


利用三重积分求空间立体体积 

[ 911 ] 求球面 jc 2 + y 2 + z 2 = 4a 2 和柱面 x 2 + y 2 -2 ar 所包围的且在柱面内部的体积 
解设仏为0的第一卦限部分，由对称性知 


V 



_， 疒 2acos0 

dV = 4 d 沒 rdr 

Jo J o 


4. 2 ^, 2 


% 2 r 2 acos 6 - - 

dz -4 d $ V 4 a 

^ 0 ^ 0 


rdr 


f a3 |o (1- 如 3 _: 管。 3 ( 兀 -+). 


[912] 求曲面 _ z 2 + ： y 2 二 az 将球面：^ + 7 + 2； 2 = 4似分成两部分的体积之比（《>0). 

解如图912所示，先求球面之下，旋转抛物面之上部分的立体体积％.将％向#平面 


投影，即求交线 


x 2 + y 2 ~ az , 

J： 2 + y 2 + z 2 = Aaz 


向:^平面的投影曲线方程，由联立方程解得 

z 2 = 3az , 即 


0, 


3 a 







得投影柱面方程为 


j ： 2 + y 2 = 3 a 2 


即％在 jQv 平面上投影域为 D : x 2 +/<3 a 


2 


故 


v, 


ldV 






JJ 


_2a + 



Aa-ix^y 2 


丄 ( A / 


Ids 


利用柱面坐标计算得 


V ! 


2 k 


0 






0 


rdr 


'2a + -v4a- 


2 


dz 


•2 k 

0 ， 



0 


2 a + y 4 a 2 - r 2 - 一 r 2 rdr 


图 912 


2 tt 


or 


2 


3 


(4 a 


2 


• 2 )2 


r 


4 


a 4 - 


[/la 


0 


2 n 


3 a 


3 


9 


8 


3 


4 


3 


a 


37 

6 


7T<2 


因为球体体积为 V = fiz (2 a ) 3 = Y ^ 


故 V 2 = V-Vj 


27 
6 


7 ca 


Vj ： V 2 = 37：27 


[913] 曲面 x 2 +/ + d = 2 2 与 P + y = 2 2 所围成并包含点 （0,0,1) 的立体体积等于 


( A)l ( B)tt ( C)yTr ( D )2 tt 

解用球面坐标系进行运算，有 


V 


_2 w 


0 


d 沒 


4 

0 






0 


2 

r sin^>dr = 2k 


•f • 8 

sm © # 
o 


3 


3 


^> d<p 


^TTCOSV 




故应选 （ B ). 


[914] 计算由曲面(: r 2 + / + z 2 ) 2 = a 3 z 所围成的立体体积(其中常数 《>0). 
解因为立体关于 3 Cfe , : rft 均对称，2^0, 

外表面方程化为球面坐标系下的方 程为： 

由对称性知 


V =4 



dV =4 


2 

0 




0 


•aJ 


CC6f 


sin^d^ 



求空间立体的质置、重心 


[915] 一 半径为2的球体，其密度与点到球心的距离成正比，已知球面上各点的密度等于 


2,试求该球体的质量. 

解选球心为坐标原点，则球面方程为 





第九章重积分 


§3. 重秩分的应用 


因为 ( x ， y ， z ) 


x 2 + y 2 + z 2 = 4 

x 2 + y 2 ^ z 2 , 又在球面上~=2,因此 A = l ， 从而 ( x , y y z ) 


^ TTT ?, 于是球体的质量为 


M 



, - r2n fir r2 

x 2 + jy 2 + z 2 dV = dd d ^> r sin^dr = 16 tt . 

Jo Jo Jo 


【916】设有一半径为 R 的球体， Po 是此球的表面上的一个定点，球体上任一点的密度与 
该点到距离的平方成正比（比例常数& >0)，求球体的重心位置. 

解记所考虑的球体为13,以 D 的球心为原点0,射线 QPq 为正 x 轴建立直角坐标系（如图 
916所示），则点的坐标为 （ R ，0,0), 球面的方程为 

x 2 + / + 2 2 = _R 2 . :本 


设 n 的重心位置为 ( U ， S ), 由对称性，得 


0, 



X • 


k[( 


2 = 0 , 

K ) 2 + / + z 2 ]dV 



k [( 


R ) 2 + y 2 + z 2 ]dV 


而 



t(x-i?) 2 +y+2 2 ]dv 


n 






Po 



( x 2 + 3^ 2 + z 2 )dV + 



R 2 dV 


dd 


^ fR A 

d<p r 2 * r 2 sin^>dr + ~7 cR 

o Jo 3 


5 


32 

15 


nR 



x [( x - R ) 2 + y 2 + z 2 ]dV 



图 916 


： r (: c 2 十： y 2 十 z 2 ) dV -2 尺 



2 dV + R 2 



xdV 


-2 R 



z dV 


2 R 

3 



( x 2 + ^ y 2 + z 2 ) d V 


15 


izR 6 


故 


4 


R 


因此，球体 D 的重心位置为 

计算引力 

【917】求面密度为 常量… 半径为 R 的匀质圆形薄片，位于 x 2 + ： y 2 < i? 2 ，z = 0 上，求该薄片 
对于 z 轴上点 M Q (0,0, >0) 处单位质量的质点的引力. 

解由于圆形薄片的对称性及匀质性知引力 F 在 j ： 轴、: y 轴上的分力 F x = 0, F y = 0, 而 


F z 


Kajx 


U 2 +： y 2 + a 2 ) 令 


da 


•2ic 

Kafx dd 
Jo Jo 


( r 2 + a 2 )t 


dr 


Kna/n f ( r 2 + a 2 ) " 2 d ( r 2 + a 2 ) = 2 Knafz 


$ 

R 


故所求引力 


F = IKna/a 


丄 


$ 

R 





【918】设有一高度为 A (0(? 为时间）的雪堆在融化过程中，其侧面满足方程 


h(t) 


设长度单位为厘米，时间单位为小时），已知体积减少的速率与侧面积成正比（比 


/l ( Z ) \ a=ci/— r- uu 'j ’ m j ，、 ^ah ^ 

例系数为 0.9 )， 问高度为 130( 厘米）的雪堆全部融化需多少小时? 


解 记 V 为雪堆体积, S 为雪堆的侧面积，则 


hit) 


V 


dz 



drdy 


hit) 


K[h 2 (i ) - h(t)z]dz 


^ h 3 ( t ) 





+ (^x ) 2 + (zy) 2 dxdy 


y 2 ^ 


: 2 ” 2 為 


I 6( x 2 + y 2 ) 
h 2 ( t ) 


dxdy 


由题意知 f 


2 ;r 

h(t) 


h ( t ) 

' y~i 

• 0 


[h 2 (t) + 16r 2 ]Vdr= l37r ^^ 
以 d ^ f 1 = 因此 h{t) 


13 

10 


由打（0) = 130得 h(t) 


13 

10 


+ 130 


令 0 得 i = 100( 小时） • 

因此高度为 130 厘米的雪堆全部融化所需时间为 100 小时. 

点评本题考查用三重积分表示体积，用二重积分表示侧面积，根据 VU ) 的形状，采用“先 
二后一”法计算最简便. 


§4. 综合提高题型 


与二重积分有关的极限问题 


[919] 


气 t 亡 S § 


,2 • 作 

I sin — 


In 


解 


由二重积分定义及函数 x 2 s iay 在区域上的连续性可知 




sin 


s )] 


2 n 



• r 2 sin ： ydxd：y 


o«i 




•i f f 

x 2 dx sin ^ d ^ 
o Jo 


【920】 设闭区域1)^ 2 + ：^ 2 <%：1；>0./(^：，30为0上的连续函数，且 


/( x , y ) 


求 / U ，30. 


1 一 x 2 — y 2 一 一 /(m, v)dudv 

D 



解设 / U , zOdttdt ; = A ， 在已知等式两边求区域 D (如图920所示）上的二重积分，有 



f ( a: f y)dxdy 



一工 2 — y 2 dxdy — 


SA 


cLrd ： y, 



第九章重积分 


§4 . 结合揋离题型 


从而 A 
所以 


1 一 x 2 - y 2 dxdy - A 


2A 


^ rsin$ 

2 d$ 

0 Jo 


1 一 r 2 • rdr 


(1 一 cos 3 沒 ） d 汐 


1 jr _ 

T \ 2 



故 


A 


7T 2 

T" 3 


于是 f(x y y) 


x 1 - y 1 


A JL 
3;r\ 2 


点评由二重积分的定义知 f(u > v)dudv 是常数，且 f(x,y)dxdy 

JJ 



图 920 





样就把求 /(D) 的问题转化为求 Jj/U,y)dr<^ 的问題 . 

D 

一般地，若连续函数 /( ： E, 30 满足 


f(x, y) = g(x f y) + h(zy y) f(u,v)dudv, 



又 g(i ，： y),A(U) 为已知，则可令 A 



(w, v)dudv 9 从而有 



/(x, y)dxdy 



g(x^ y)dxdy + h(x ， y)dxdy m f(u y v)&u6v y 


即 A 



wv 

g(xy y)dxdy ^ A % h(x ， y)dxdy , 可解得 A. 


[921 ] 求 



! 1 77 2 + >0(1(7,其中0是由圆0： 2 + 3^4和(^ + 1) 2 + /=1所围成的平面 


区域 ( 如图 921(1) 所示 ）, 


解法一 



x 2 + y 2 + y)do 



工 2 十 >2 + -y)d<7 - 



: r 2 十 y 2 + y)d<J 


圆 


D 小困 



J ：2 + ： y 2 十 y)d<j 


，大圔 



x 2 + y 2 da + JJ ： yd(7( 据对称性 ) 


0 大 



. 2 死 r2 ^ 

d 汐 r 2 dr + 0 

0 Jo 


16 


兀， 


图 921(1) 



x 2 + y 2 + y)dcr 



x 2 + y 2 da + yda 



d /MH 



& 小 


r-2cosd O/') 

M ^ + ° = 9 





所以 



16 


x 2 + y 2 + y)da = —(3 tt -2). 


解法二如图 921(2) 所示，由积分区域对称性和被积函 


数的奇偶性 yd<y - 0. 


原式 


y^da + 0 



2 


y 2 d<r 


D hi 



2 


: y 2 d <?] 


r rf rl 

2 dd r 2 dr + 
1 - Jo Jo 


^ A ,(A 16 
2 L 3 叫 9 


D ±2 


d 泛 



2 cosd 


dr 


图 921(2) 


16 


(3 n — 2). 


点评在枳分及化蘭问題中，函数的奇偶是非常重要的，对于 / 



/ U ，： y ) d ( y ， 苦 D 关于 


x 輛对称，那么 （1) 当 /( 工， -： y )=/ U ,： y ) 时，有 



/( AWdLDi 是 D 位于: y >0 的部分. 


(2) 当 / U , -: y ) 


/ U ,30 时，有 1 = 0. 


【922】计算二重积分 



U 2 +： y 2 -l | 心，其中 D = Ux ， y ) |0< x < l ，0<： y<lL 


解如图922所示，将 D 分成1^与1) 2 两部分. 


\ X 2 + — l \ da 



2 + y=l 




(1 一： r 2 一 y 2 ) d(j + ( x 2 ^ y 2 - l ) d < r , 



由于 



x 2 - y 2 ) d<y 


dO ( l - r 2 )rdr 

o Jo 



(x 2 nJ>fy^u 2 ” 2 


l ) d ^ 


f 2 


Vj 十誓 - ： V) 1 

o 3 . 


dx 


l - 


•l • 

• o _ 


+ + 音 d -工 2 ) 2 


2 )2 ]dz 


f ( 


图 922 


X 2 -~)dx+\ f (l-^ 2 )2dr 
o f 5 Jo 


如， 


其中 


1 


0 


(1 


- x 2 )2 dx — 5im f f cosUdt 

Jo 


3 1 

■•■I ♦ 

4 2 


37 T 

16 



(: r 2 + y - l ) d < r = - 冬 + 孑 


L + = JL _ 丄 

3 3 16 8 3 




第九章重积分 


• 繚合檯离屋型 



因此 



^： 2 + jy 2 - 1 | dtf = ~ + -|- 


K 1 

4 3 


点评被积函数中含有绝对值时，一定要先去掉绝对值符号，将区域 D 分成若千个小区域 
分别积分.积分时，要根据积分域的形状来选择在直角坐标系下或是极坐标系下计算， 


023】设 D 


y)\ X 2 + y 2 ^Jl 


大整数.计算二重积分 [ 1 + x 2 + y 2 l [ dxdy , 

^4 


解法一 


: cy [1 + x 2 + y 2 ] da：dy 

J % 


2 


0 


d $ 


Vi 


r 3 sin^cos^[l + r 2 ]dr 


o 


r^2 i / rl 

= sin 汐 cos 沒 <40 r 3 [l + r 2 ]dr = r 3 dr 十 

Jo Jo 2 \ Jo 

解法二记 Di = {( x ，3») I x 2 + 3 ,2 <1» x ^0, >»^0}, 

D 2 = { y ) I l ^ x 2 + y 2 ^/ l f x ^0 f y^O }» 


VI 


i 


2r 3 dr) 


3_ 

8 


则有 


[l + x 2 + y] = l,(x,^)€D 1 , [1^ x 2 + y 2 ] ^2,(xyy)^D 2 . 


于是 


xy[l + :c 2 + y 2 ]dxdy 

X 


pi 

d 汐 r^sindoxOdr 

. n 




xydxdy + Ixydxdy 


+ 


d 汐 2 r 3 sin ^ cos 0 dr 

j 1 




点评根据 [1+/+/] 的定义将积分区域分为两块进行计算，然后在极坐标系下化二重枳 
分为二次枳分计算. 

【924】设函数 / U ) 在区间[0，1]上连续，并设「/(：0心=/4，求 fir f /( x )/( y ) d ^. 

Jo Jo j X 

解更换积分次序，可得 


dx f(x)f(y)dy = /(:c)/( ： y)dr = f drf f{x)f(y)dy , 

0 J x Jo JO JO Jo 

dr f(x)f(y)dy = dr f(x)f(y)dy + f dxf f(x)f(y)dy 

0 j X Jo Jo Jo J X 


l^fU)f(y)dy 


0 


/(:r)dr f(y)6y 


0 


[jy ⑴心] 


2 




所以 



f(x)f(y)dy 



[925] 


计算 J 


mini x, jy I e 


djcdy . 


解 


dy 


xeT x dr + 


e' x 




4 +f 


-2x 


6 x 


r-r 2 

dr ye^ y dy 
J -00 

[ e 士 d 

J -OO 


作换元， 4 x = f，dr = 专，有 



dt 


J ~2 k 

~1 T 





ypln 


Jf - 


(其中泊松积 分 _ 

4 


dt 



点评若二重积分的积分区域无界，或被积函数无界时，称此时的二重枳分为广义二重积 


分，它的重积分定义 为：若 fT /( o :, y ) d ^ 为广义积分，则取 〆 ，使 D ' CD 并且 \[ fU , y)da 为一般 


的二重积分，则 



/(ar,3-)da = jim J/Cx, 3 , ) d ( T , 


事实上当广义重积分可积时，其计算方法与一般二重积分基本相同. 

[926] 设函数/(1,))、&(： 1 ：，30在有界闭区域0上连续，且奴： 1 ：，30彡0,试证必存在点（芒， 
7 )€ D ， 使 




fix , y ) g { x , y)&a = f (安、 rf ) g ( x , y ) d < y . 


证因为 f { x , y ) 在有界区域上连续，所以/( X ，: y ) 在 D 上有最大值 M 与最小值 w , 且因 

g (: r ,： y )>0, 故有邮(了,7)</(：1：，30客(工,30<]\^(：1：，30积分得 


g { x , y ) da ^ f ( jc 9 y ) g ( x , y ) d < r^：M g ( x , y)da 





当尽(*3：，7)>0时， g ( x ,^) d ( T >0, 于是有 

4 ^ t 

fix, y)g(x,y)da 

~ jzr - — 

\sioCy y)da 

D 

从而由二元连续函数的介值定理，必存在一点 （$， 7 )€ D ， 使 


/(M) 



f { x , y ) g { x y y)da 



( x 9 y)da 


即 



f ( x , y ) g { x , y)Aa =/(《，▽) g ( x 9 y ) da . 



当 g ( x , 30=0时，所证等式显然成立. 

【927】设 / Or ) 为 [0,1] 上的单调增加的连续函数， 证明: 


0 


af 3 (x)dx J / 3 ( x)dx 

f f 2 ( x)dx 


o 


证 由于 


[ a / 3 ( x)di f 2 ( x)dr - / 3 ( j：)dr \ a / 2 ( x )6 x 

Jo Jo Jo Jo 




^jf 3 (x)f 2 (y)dxdy - |J/ 3 (j ： )3!f 2 (> , )dj ： cl. 

JJ/ 3 (x)/ 2 (3 , )(x - : y)drd：y 


同理可得 


f 2 (jc)f 3 (y)(y - x)dxdy 


将①、②相加，并注意到假设及 




故 
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( 工 - y)f 2 (^)f 2 (y)[f(jc) - f(y)]dxdy^O 


即由此可推知命题成立 . 


[928] 假设 /U) 在区间 [0 ， 1] 上连续，证明 


。如 1 dy y f(x)f(y)f(z)dz = ^j-( j* 。 / ⑴ ch) 3 . 


第九章重积分 


§4_ 镎食提离题型 


① 


② 


分析 等式左端是三次累次定积分，对三个变量地位等同，因为 / 未知，对哪个变量也无法 


实 现第一次积分，但因 /(x) 在 [0 ， 1] 连续，故它 有一个 原函数 FU) 
算左端的累次积分 . 


/(0 山，从而可逐次计 


解设 FU) 


/U) 山，则 F 乂 : c)=/(:r )- 故 


f{x)6x f f(y)F(z) I y dy = 


/(x)dx f(y)dy f(z)dz 

JO Jx Jx 

f{x)djc [F(_y) - F(jr)]dF(y) 

0 J x 


fix) 


■ 

F 2 (y)^F(x)F(y) 'dr 

J X 


o /U)Lfi^l)-FU)F(l)-(fF 2 U)_F 2 U))」dr 


•1 

Jo 


yF 2 (l)- FU)F(l) + yF 2 (x)j dF(x) 


f_F 2 ⑴ F(*r) -+F 2 (:t)F ⑴ 


F 3 (x) 


F 3 (l) 


yF 3 (l) + ^-F 3 (l)) - 


fF 2 (DF(0)- yF 2 (0) F ( l ) + 古 F 3 (0) 


赤 F 3 ⑴- L 2 F2(1)F(0) 


■ 

^ F \0) F (1) + ^~ F 3 (0) 


因为 F(uc) 


f(x)dx 9 F(l) 


/U)dr ， F(0) 


/(x)dz = 0 9 


故 


o 


dr J dy \ f(x)f(y)f(z)dz = ^F 5 (l) = ^ } 


j~( j /(x)dLc) 3 . 





【929】设 F ⑴ 


。4叫/(咖，其中连续，试把 


F (0 化成对2的定积分，并求 


解设 F ⑴ 



/(2) dV . 把 G 区域投影到&面上得平面 


区域如图929所示.把原积分改变积分次序得 


F(t) 


dz dx f ( z)dy 


f ( z)dz 


z)dx 



(t 


z ) 2 f ( z)dz = ~r ( t 2 ~2 tz + z 2 ) f ( z)dz 

Z JO 


图 929 




.: z2 ’( z)dz ’ 


F y (t) 


f ( z ) dz + - [ sf ( z ) dz - + 

0 ^ Jo 乙 


F ^( t ) 


f(z)dz— sf(z)dz y 

Jo 




f ( z ) dz . 


故 FL /(0. 

【930】设函数 /( x ) 连续且恒大于零， 


fix 2 + y 2 + z 2 )dV 


fix 1 + y 2 )da 


F(t) 



fix 2 + y 2 )da 


G (0 


/(x 2 )dr 


其中 D (0 二 {( x , y , z ) \ x 2 + y 2 -^- z 2 ^ t 2 } , D ( r ) = { ( x , y )\ x 2 + y 2 ^ t 2 }. 
(1) 讨论 F (0 在区间 (0, 十 oo ) 内的单调性； 


(2) 证明当 DO 时 ，削 々⑴ • 


(1) 解因为 


F(t) 


•2?t 

JO 


d^j d^J /(r 2 ) r 2 sin9?dr 

\ 2lt dd^ f(r 2 )rdr 

Jo Jo 


2 J / ( - 2) - 2d - 

f/(r 2 )rdr 


F ' ⑴ 


[f /(r 2 )rdr" 


)d 


2 


所以在 (0, + w ) 上 + OO ) 内单调增加 


Ul 证因 


G(t) 


/(r 2 )rdr 

Jo _ 

fV(r 2 )dr 


要证明 i > GB 寸， F ⑴〉 1 g (0 ，只需证明 f >0 时， F ⑴- 2 g ( O >0, 即 





第九章重积分 


§4. 缭合提髙思型 


^/(r 2 )r 2 dr |* 。 /( 厂 2 )€^- [ j* 。 /(r 2 )rdr] 2 >0. 

令 g(t)= J o /(r 2 )r 2 dr j^/Cr^dr - [ J Q /(r 2 )rdr] 2 , 


则 〆 G)=/(r 2 ) f(r 2 )(t 

Jo 


) 2 dr >0, 故 g (0 在 (0, + oo ) 内单调增加 


因为 g ⑴在£二0处连续，所以当 r >0 时，有 gU )> g ( o ). 

又 g (0)=0, 故当 z >0 时，莒⑴>0,因此，当 <>0 B ^, F ( f )>— G ( r ). 

K 

点评本题属于一道蜍合题，考查了球面坐标系下将三重积分转化为三次积分，极坐标系 
下将二重积分转化为二次积分等多个知识点.在本題 (2) 的证明中，也可使用柯西积分不等式 


/(J ： )g(x)cLcJ ^ (" f 2 (x)dx f g 2 (x)dLr. 

J a J a J a 


取 /( x ) 


/(r 2 )r, g(x) 


/ P ) 便可证得结果. 





第十章曲线积分与曲面积分 



1,对弧长的曲线积分 


.对弧长的曲线积分的概念(又称第一类曲线积分) 


J f ( x 9 y)ds = /(^ i » Vi^ s 


如果函数 /( U ) 在曲线 L 上连续，则 / Or , 30 在曲线 L 上对弧长的曲线积分 f ( x f y ) ds - 

JL 

定存在. 

上述概念可以推广到空间，如果/(1，％幻是定义在空间中分段光滑曲线 L 上的有界函数， 
则函数 /( X ， J ， Z ) 在曲线 L 上对弧长的曲线积分是 


f ( x , y , z)ds = [ im ^ /($,，％，匕)△: 


2.对弧长的曲线积分的性质 


性质1 
性质2 


Ifi ( jcyy ) ± f 2 ( jc , y)]ds = f t ( x f y)ds ± f 2 ( x , y)d 

•乙 ，乙 

kf { x . y)ds = k f / U ，： y ) d S ， 其中是为常数. 

L J L 


性质 3 若 L = M + L 2 ，则 

f(x 9 y 9 z)ds = 

J L JL X 

3 .对弧长曲线积分的计算法 
(1) 设函数 / u , w 在平面曲线 


f ( x , y , z)ds + 


f ( x 9 y , z)ds 


\x = x ( t ) 

L 七”⑴ 


上连续， 〆 （0,，（0在区间[«,沒]上连续，则 


fix, : y)ds 




如果曲线 L 的方程为 : y = ： y (: r >, U <: c <6) 且: y ^ x ) 在区间 [ a ,6] 上连续，则 


/( jt ， y)ds 


f [ x 9 y ( x )] 


+ [y ^ ( x ) ] 2 dx . 


(2) 设函数 / U , y , 幻在空 间曲线 


L ： 


x{t) 

yit ) 

z ( t ) 


上连续，在 [ a ,0] 上连续，则 





第十章曲线积分与曲面积分 


§1.对弧长的曲线积分 


fix , y y z)ds 


Ax{t) y y(t) t z{t)V yu' ⑴ ] 2 +[ ，⑴ ] 2 +[/(0 ] 2 山 


基本 


m 


型 


使用曲线积分的性质计算 

[931] 设平面曲线 L 为下半圆周>= - 则曲线积分 f ( a : 2 + y 2 )ds 

J L 

解由于在 L 上: r 2 +/= l, 所以 

• /% 

(x 2 + y 2 )ds — ds = n 
J l J L 

【932】设 L 为椭圆 f + ^- = 1, 其周长记为 a， 则 f l (2^y + 3a： 2 + 4^ 2 )d5 =. 

解原式 = ( 2 xy + 12 )ds =2 (f xyds + 12 C ) ds =2 (t xyds + 12 a - 

J l J l J l J L 


由对称性知 


jyds =0. 故原式 = 12 < 2 . 


故应填 12 a . 

点评 （1) 与定枳分、重积分不同的是曲线积分的积分区域是关于 x ，： y 的等式，因而被积函 
数中的： r ，： y 满足枳分曲线 L 的方程，可直接代入化简积分式子. 

(2) 第一类曲线积分有关对称性的结论 

若曲线 L 关于 x = 0 对称，1^是1的 x >0 部分，则当 / U ，： y ) 关千： r 为偶函数，即 /(-： r ，： y ) 
= / U ，： y ) 时， f ( x , y)ds = 2 当 / U ，）） 关于 1 为奇函敷，即 /( — U ) = - f ( x ， y ) 

J 乙 J 

% 

时， f ( x f y)ds = Q . 

J L 

若曲线关于 : y = 0 对称， L 2 是 L 的 y >0 部分，则当 /(: c ，; y ) 关于： y 为保函数，即/(工， - y ) 

• 产 

= /( U ) 时， f ( x , y)ds = 2 /( J ：，： y ) ds ; 当 /( U ) 关于 : y 为奇函数，即 /( x , - y ) = - f ( x , y ) 

JL J Lj 

时， /( x , y)ds =0. 

J L 

直角坐标系下计算第一类曲线积分 

【933】设 L 是由点 0(0,0) 经过点 A (1,0) 到点 B (0,1) 的折线，则曲线积分 (^^ y)ds = 


解 


(x + y)ds 


(X 

J CA 


y)ds 


% 

J^B 



0 


xdr + >/ 2 [x + (1 ^ x ) ]dx — ~~ 十 >/5 

Jo 2 


故应填 t +力. 


[934] j^：r 2 3fed s , 其中 r 为折线 ABCD， 这里 A、B、C、D 依次为点 （0, 0, 0)、（0, 0, 2)、 


(1,0,2)、（1,3,2). 



解 


AB 


x 2 yzds 


0 # df =0, 


BC 


ysds 


O.dz = 0, 


a ? 


3 ^d5 = 2 t v l + 0 + 0di 


9, 


故 


yd 


AB 


CD 


3& d 5 = 0 + 0 + 9 = 9 


【935】计算 I 


解 L 为工 


:其中 L 为双曲线一从点 (T ， 2) 至点議弧段 
， K ： y <2, 以： y 为积分变量易得： 


xds 


1 + {xYdy - 




dy 


叫7 


1 - 
9 - 


+ / 


3 






^7 




72 _ /17 
2 8 

Jl J\1 

2 ~ 8 


2 y 


dy 


In 


IT ? 

4+ /17 

i 十 


/2 JTl 

2 " 8 




dy 2 


点评 本題若以: r 为积分变 f ， 则对/ 直 接积分不容易，此时还需作代换 
积分，读者可以自己试试. 

参数方程懦况下求第一类曲线积分 


[9361 


^ ( i 2 + ： y 2 ) n ds ， 其中 L 为圆周 j : = acosZ ， ：y = asiiU (d^t^ln). 


解 





_2穴 


( a 2 cos 2 i + a ^ sii ? t) n J ~{ 一 asin ^ ) 2 + ( acosf ) 2 dt 


2 n 


2n 


l dt = lna 2n ^ 1 . 


，即为 以上 


1937] 求摆线 

Mjm dr 

Wf 士 = sin^ 9 


1 一 cost 


sint 


拱 (0</<2 tt ) 的弧长 


ix 

dt 


1 - cos 【，所以 


ds 


\T^t + (1 — 


COS ? 


) 2 dt 


2(1 — cost)dl = 2sin ^~d/ ( 0 ^i^ 27 t). 


从而 


2 sin ~6 t = 8- 
o 2 


点评对孤长的曲线积分的计算方法是把它化为参变量的定积分计其.具体步骤为 ； （1) 画 

出积分路径的 困形； （2) 把路径 ^ 参数式写 出来： ¥? G )，： y = 卢； （3) 将 ds 写成参 

变量的积分式，即 l '/( x ,^) ds = f /[?>(0, 0(0] J ~ cp f 2 ( t ) + ^( t ) dr . 注意参数大的作为上限, 

J L - J a 

小的作为 下限. 当曲线是用直角坐标 ： y =/( x )， a < x <6 表示时，把 j ： 作为参数，则 ds = 

dr ; 当曲线是用极坐标= 表示时，化为以沒为參数的參数 方程： 


戶（汐） cos 沒， 


p ( d ) sind > a ^： d ^： 卩， 





则 ds 


p 2 ( e ) + p / 2 ( e ) dd . 


[938] 


: y 2 ds, 其中 L 为摆线的一拱 7 = — sim)，：^ a(l - cost) (0<i<2?c) 


解 


y 2 d 


•2it 


a 2 (l - cost) 2 V [a(r - sintY ] 2 + [a(l - cos?)"] 2 dt 


，Zn a 2 (l ~ co & t ) 2 / 2 a ( l ~ co ^ t ) 2 dl ^ Jla ? (1- cosi)ldz 

0 J 0 


l J ~2 a 


•2霣 


4v^sin 5 ^rdt 
o ^ 


8 a 3 sin 4 +sin 

Jo Z z 


•2k 


— 16 a 


♦ 

1 一 cos - 


cos 


256 

15 


【939】 （文 2 十: y 2 ) ds , 其中 L 

J L 


为曲线 


a (cost + tsint )， 


a(sint ~ tcost) (0^t^2n ). 


解 ds 


tX + ( d i ) ^ 


{at cost ) 2 + (atsint) 2 dt — atdt 9 


•2n 


( 工 2 十 y)d 5 = [a 2 (cost + tsint) 2 + a 2 (smt - tcost) ]atdt 

L Jo 


•2n 


a 3 (l 十 t 2 )tdt = 2i^a 3 (l + 27T 2 ), 


【940】计算卜 

限中所围图形的边界. 

解积分曲线如图940 所示. 


d 5 , 其中 L 为由圆周 j 2 十 : y 2 = a 2 , 直线: y 


及: r 轴在第一象 


ds 


Q\ 




鲁 

.BO 


其中 Q4:：v = 0, 




ABix- acost, y= asinty 


/ l ( a ,0) 


BO：y = Xy 


图 940 


所以， / 




e^dr 


e a adt + ^ X y/2 dx 


^ _l + fae fl + e fl - l = 2( e a - l ) + 于 ae ' 


点评上題主要是对积分弧段进行分段，并把每一段的表达式写出来 


【似1】计算/ 

0变到2的这 段弧. 


r x 2 + y 2 + z 2 


ds ， 其中 r 为曲线 :r= e^cos/^ = e'sim, 2 ：= 上相应于 f 从 


解 


o e 2f cos 2 f 十 e 2t sin 2 1 + e 


Y t -/ (e l cost - e 、 in0 2+ ( e l sint + e^cost) 2 + e 2t 


~J3 e l dt= f ="y(l-e^ 2 ). 

1 Jo l ^ 


o e 2t co^t + e 2t sir?t + e 2 



极坐标系下计算第一类曲线积分 


【 942 】 求心形线;一 
解 r(d)= - asind 9 


a(l + cos (?) 的全长，其中 a >0 是常数 


ds 


r 2 + (〆 )^d6 — a J (1 + cos 沒 ） 2 + ( — sin 汐 ） 2 d@ = 2a 


利用对称性知，所求心形线的全长 


d 沒 


2 2a cos —dO = 8a sin 
Jo 2 2 


8a 


§2. 对坐标的曲线积分 


l . 对坐标的曲线积分 ( 又称第二类曲线积分 > 

« n 

P(x 9 y)dx = \imy] P ( 乞，％ ) 知， 

JL A-ofrf 

疒 n 

Q(x,^)dy= lim^ Q(^, rji)Ay iy 

JL 

如果函数 P ( u )、 QU ， jO 在有向曲线 L 上连续时，上述积分都存在 
类似地，在空间有向曲线 r 上对坐标:的曲线积分 

f y^z)dx = [\my] P(^i» Ar it 
Jr A - ofr 7 

r n 

Q(x, y,z)dy^\\m^] △ 乂， 


r _ 

R(x, y, z)dz = lim^ R (疼 i ， ％， 


2 .对坐标的曲线积分的性质 


^6 


Pdx 十 Qdy 


Im 


Pdx + Qdy ^ 


3 .对坐标的曲线积分的计算法 

(1) 设函数尸 U ,>0、 Q ( x ,30 在有向曲线 L 上连续, L 的参数方程为 


jc ( t ) 

y(t) 




且 x ( i),y 乂0连续，而 f = a 时对应于起点 A，t = /? 对应于终点 J 3, 则 




P(x 9 y)dx 


P[x(t) , (t)dty 


p 

， Q(x,y)dy 

JAB 


Q[x(t),y(t)]y '(t)dt. 


(2) 如果曲线 L 是由方程 y = ： K ： c ) U <： r <6) 给出，曲线 L 的起点 A 的横坐标为 
B 的横坐标为函数： vU ) 具有连续的一阶导数，则 


_ 

P(x, y)dx 

J AB 


P[x 9 y(x)]dj ： 






第十章曲线积分与曲面积分 

§2. 对坐标的 i 线^分 


\^QU,y)dy 


b 


Q[x f y(x)]y f (x)dx. 


(3) 如果曲线 L 是由方程 : r = ： r (30 ( c <： y < cO 给出，曲线 L 的起点 A 的纵坐标为终点 

s 

B 的纵坐标为 : y = d , 函数: r (30 具有连续的一阶导数，则 


^P(x,y)dx= P[x(y),y]x(y)dy, 

J i4B J c 


AB 


Q ( 工， y)dy 


Q[x(y),y]dy. 


(4)对于空间曲线积分，如果函数户(^0、0(工，3%2)、只(^0在有向曲线/"上连续， 
r 的参数方程为 

x = x{t) 

j y = y(t) 

^ Z ~ z (0 

而⑴连续，且 f = a 对应于起点 A，i = /3 对应于终点 B , 则 


r/J 

P(x, y 9 z)dx - P[jt ⑴， : y(0, 工⑴ ] 工 ’ ⑴士， 

J a 


Q(xy y,z)dy= Q[x(t),y(t) > x(t)]y \t)dt, 


R(x, y,z)dz= R[x(t)f y(t) f x(t)]z (t)dt. 

J r J a 

4 .两类曲线积分的关系 

(1) 设平面上有向曲线 L 上任一点 M ( i , _ y ) 处与 L 方向-致的切线的方向余弦为 


cosa 


cLr 

ds f 


则 


Pdz + Qdy 


(Pcosa + Qcosp)As • 


(2) 设空间有向曲线 r 上任一点;处与 r 方向一致的切线的方向余弦为 


cosa = _= 营， 


cost - J 


则 


Pdx 十 Qdy + Rdz 


争 

(Pcosa + QcosB + Rcosy)ds 
J r 


基本题型 


直角坐标系下计箅第二类曲线积分 

【943】设 L 是由原点 O 沿抛物线 : y = x 2 到点 A ( l ， l )， 再由点 A 沿直线^ 


到原点的封闭 


曲线，则曲线积分 


y 

arctan — dy - dr 

L 工 


解设由原点 O 沿拋物线 J = ： C 2 到点 A ( l , l ) 的一段曲线为 h ，由点 A 到原点的一段直线 


为1^ 2 ，则 


L 


y r y 

— dy ~ dx= arctan — dy 一 dr 十 

工 J L. 工 


arctan — dy - dr 
x 




1 r 0 / tt 丨 

(2 x * arctanx 一 l)dr + ( ~ 一 1 ) dr 


_7C 


[( 工 2 + 1) arctanx - 2x] q | 1 - 


n 


故应填 


71 


-i. 


[944] 计算^ l ^ ldr + Md >>， 其中 L 是以点焱(1，0)，_6(0，1)及 C ( - 1，0) 为顶点的三角 
形的正向边界曲线. 

解因为 L = ；^ + & + ^， 函的方程为: y = -： r + l ,： r 由1变到0;互^的方程为 y = x + l,：c 
由0变到 - 1 ; 巧的方程为 ：y = 0,： r 由_ 1变到 1. 

如图944所示，于是 y i 


y dx + x 


B (0，1) 


是 


_b|dx + |xldy + J_bidx + Uid y 


CA 


I ：y 丨 dr + I ar I 


r0 r-1 

[(一 工 + 1)—: r]dr+ [(jt + 1) - x]dx = — 1, 

J l J o 

【945】设 L 为取正向的圆周: r 2 +/ = 9, 则曲线积分 


解若令 GTJ： 0 脱 ，则 


(2 xy ^ 2 y ) dx J r ( x 2 - 4 x)dy 


C (- UO ) 


^(1,0) x 


图 944 


(2 jy — 2 y)dx + ( x 2 - 4 x )6 y 的值 


= [(18cos 沒 sin6 — 6sin0) ( — 3sin 汐 ） + (9cos 2 ^ - 12cos 沒 ）（ 3cos 汐） ] d 沒 

Jo 

二 - ISk . 

故应填- 18 k , 

点评当积分路线为简单闭曲线时，对坐栝的曲线积分的计算也可使用格林公式，即 


(2 xy ^2 y)dx + ( x 2 - 4 x)dy 



一 2 dxdy - 一 2 k • 3 2 = — 18兀 


: r 2 + /<9 


参数方程慵况下计算第二类曲线积分 

【946】设 L 为正向圆周/ + / = 2在第一象限中的部分，则曲线积分 f xdy ~ 2 y <^ 

J L 


解正向圆周： r 2 + y 2 = 2 在第一象限中的部分，可表示为 


X 


— J 2 COSO 

= v /2 sin ^ 


. 于是 


xdy — 2ydx 


E/2cos^*>/2cos^ + 2V2sin^ %/2sin^ ]d^ 






第十章曲线积分与曲面积分 

I §2.对坐标的曲线积分 


n 


2sin 2 細 • 
0 2 


故应填营. 


点评用化为参數的定积分的方法计算对坐标的曲线积分时，首先要写出积分路径的参数 


表示式，特别要注意的是参数的起点对应曲线的起点，写成定积分表示式时积分的下限对应参 


数的起点，上限对应参數的终点，下限不一定小于上限，囡为对坐标的曲线积分与方向有关.如 


果曲线方槎是用直角坐标或极坐标表示时，可先化成參数方程然后再计算. 


【947】 计算曲线积分 


L 


(: y 十 2xy)dx + (x 2 + 2x + y 2 )dy f 其中 L 是由点 A(4,0) 到点 


0(0,0) 的上半圆周 : y 


v 4 jt 一 x 2 


解曲线 L 的参数方程是 


x 


2 + 2cost 


y = 2sinx 


：0 


TC 


故 




{[2sini + 2(2 + 2cosi ) ♦ 2sini ] (- 2sint ) 


o 


[4(1 + cost ) 2 + 4(1 + cost ) + 4sin 2 t ] # 2cos? } dt 


o 


( 一 20sin 2 t — 16sin 2 /cosi + 24cosi +24cos 2 f)ck = 2 tt . 


[948] 



L 


卜 + | >1) $一 （ ，- * ^办 ,其中[为圆周1 2 + >> 2 = ^(按逆时针方向绕行) 


解 l 的参数方程为 


x — a cos 之 


: 0 — 2 ?t 


y = a sint 


(x + v)dr - (x - y 



L 


x 2 + / 


f [(a cost + asmt)(acostY — (a cost - asint)(asintY ]dt 

a 1 Jo 


In 


I (- a 2 )dt = - 2tt. 


【949】 


r 


:r 2 dz 十 zd;y - ydz f 其中 f 1 为曲线 j = i^，;y = acosO ， z = asind 上从汐 = 0 到 6 ~ Tt 


的一段弧. 


解 


jc dr + zdy - ydz = 


o 


[( k 6 ) 2 (kdY + asind(acosdY - acos ^ Casin ^) 7 ] d ^ 


(k l Q 1 - a 2 )d6 = 了 7T 3 务 3 - 兀 a 

o j 


[950] 


: rdr + ： yd：y + (x + y ^ l 〉 dz ， 其中 r 是从点 (1， 1， 1) 到点 (2, 3, 4) 的一段直线 


X 


解 r 的参数方程为 iy = l + 2 t , t ：0^\ 



z 


l + 3 i 


r 


xdx + ydy + (jt + ：y - l)dz 






[(1 + 之）（ 1+?)+(1 + 20(1 + 2 之 ）/ + (1 + 〖+ 1 + 2 之 — 1)(1 + 3 豸）]山 


[951] 


(6+ I 4 t)dt = 13. 

如-办+ 3^2，其中厂 为有向闭折线 ABG 4, 这里的 A 、 B 、 C 依次为点（1,0,0)、 


(0，1，0)、(0,0,1), 

解如图951所示. 
L = + BC+ 


_ dx ^ dy + ydz = [1 - (1 - xY ]dr = 一 2, 

J ab J1 

一 dz 一 d：y + ydz = [ [一 (1 一 z)^ + (l 一 z’z'Jdz 
J bc Jo 


o>__ 


o(2-z)dz=i 


_ dr — d：y + ydz = 1 • da ： = 1 • 

CA JO 


图 951 


所以 


ir 一 dy + ydz 


(1 


AB 


BC J CA 


dx - dy + ydz 


- 2 + y +1= i 


用第二类曲线积分计算变力作功 


【952】 一 力场由依横轴正方向的常力 F 所构成.试求当一质量为 m 的质点沿圆周 2 + y 

R 2 按逆时针方向移过位于第一象限的那一段弧时场力所作的功. 

$ 

解由题意知，场力所作的功为 


W 


| F | dr , L ： x 2 + y 2 = R 2 , ‘t 从 R 变为 0. 


所以 W 


iFldx^JjFidx^-iFlR. 


【953】设 z 轴与重力的方向一致，求质量为 m 的质点从位置 A ) 沿直线移到 （ x 2 , 
力， 9) 时重力所作 的功. 

解 F = {0* 0, mg } ， 令 々( x ! ，: y !， q )， B ( x 2t 3^2* ^ 2 ) - 

则 W" = — Odr 十 0 d_y 十 wgcb: = wig (2:2 - z i) ■ 

J/ffi 

【954】设有一平面力场，其场力的大小与作用点向径的长度成正比，而从向径方向按逆时 

针旋转^■角为场力的方向，试求当质点沿曲线 L 从点 AU ，0) 移动到点 B (0， fl ) 时场力所作的 
功，其中 L 分别 为： 

(1) 圆周+ # = 在第一象限的 弧段； 

(2) 星形线在第一象限的弧段. 

分析此题是变力沿曲线作功问题，是第二类曲线积分中的应用题，首先要把力正 
确表达出来，再由对坐标的曲线积分写出变力作功的积分表达式. 

解设作用点为 P ( u )， 向径$= >逆时针旋转 f 角，得向量 < -3^}，单位向量为 




,}■■ ^ i 由题意场力 F 大小为 \F\ Jx^+y 2 

J x 1 七 y 1 


所以 F = k Jx 2 + y 2 


J x 2 + y 2 


{ - y y x) = k { ^ y 9 x) y dr = idx.dy) 


因此所作功为 W 


dr = k 一 ydx + xdy 

L JL 


(1)L 的参数方程为 


x — acosd 
y- a sind 


e：o 


7 C 

2 


则 W^k 


% 2 


a 2 (siT?d + cos 2 0)dd = 

o 2 


(2)L 的参数方程为 


x = a cos ， 


: y 


a sin 3 i 


：0 


Jt 

2 




则 W = k \ 3a 2 (sin 4 fcos 2 ? + cos 4 Zsin 2 f )dt = 3ka 2 


0 


'f 

o 


SI 


in 2 cos 2 2 df 


4 


ha 


2 


1 一 coeAt 


o 


2 


dt = 


2 


点评 这一类问题的解决关键是要把实际问題转化为数学问题，需要 掌极第 二类曲线积分 


的物理意义. 


使用两类曲线积分之间的关系解题 

【 955 】设 u(x,y)=x 1 -xy + y l i L 为拋物线 ：y = ： c 2 自原点至点 A(l ， 1) 的有向弧段， n 为 L 


的切向量顺时针旋转 f 角所得的法向量为函数《沿法向量 n 的方向导数，计算 
分析 利用两类曲线积分 的关系 ，把第一类曲线转化成第二类曲线积分问题 . 

解 设 L 的单位切向量为 { cosa , cos/9 } , 


I 


du 

dn 


ds 


顺时针旋转 f 得单位法向量 n= icos^ 


cosa 


由于 dr = cosads, 


du 

dn 




du du 

dx y 3y 


> fids y 


nds 


I * { cos/3ds, - cosa ds } 


一 f^dx 十 |^d：y = f (x-2y)dx + (2x - y)dy 
l d y jl 

[(: r - 2x 2 ) + (2x - ： r 2 ) •2x]dr = I ， 

o j 



3. 格林公式及其应用 


1, 格林 (Green) 公式 

设函数 P(u) 、 Q (: r ， 30 在平面区域及其边界线 L 上具有连续的一阶偏导数，则 


丰 Pdbc + Qdy : 




9Q 9P 
dx dy 


)dj ： dy. 


其中 L 取正向 . 





2 . 平面上曲线积分与路径无关的条件 

设函数 P (: r , y )、 QU ,： y ) 在平面单连通区域 D 内具有连续的一阶偏导数，则下面四个命题 


等价， 


命题 1曲线 L ( AB ) 是 D 内由点 A 到点 B 的一段有向曲线，则曲线积分 


Pdr + Qdy 


与路径无关，只与起点 A 和终点 B 有关. 


命题 2在区域 D 内沿任意一条闭曲线 L 的曲线积分有 

()Pdr + Qdy = 0. 

J L 

命题 3在区域 D 内任意一点 （ u ) 处有 

9Q dP 
dy ' 

命埋 4 在 D 内存在函数《(^>，使得 fMx + Qd ： y 是该二元函数^(1，>0的全微分，即 


du = Pdr 十 Qdy 


3,已知全微分求原函数 


如果函数 P (: r ， y )、 Q (: td ) 在单连通域 D 内具有连续的一阶偏导数，且 I 9 

ox 


U ， 则 pax 


+ 


Qd ： y 是某个函数 w U ， y ) 的全微分，且有 

m ( x , y ) 


9 y ) 


( 工 0, ’0) 


Pdr + Qdy 


其中(別，％)是域 D 内的某一定点 ，（ x ,： y ) 是 D 内的任一点. 


基本题型 


利用格林公式计算第二类曲线积分 

【 956 】计算 f _2办 - > 2 )cLr - (2：cy + z 2 - _x)dy， 其中 L 是以（0, 0)，（1，0)，（1， 1), 
(0，1)为顶点的正方形的正向边界线. 

分析若通过化为定积分求 J 的值，共有四部分组成,较麻烦，所以考虑使用格林公式.易 
验证此题满足格林公式条件. 

解令 2” - y 1 ， Q(x, = - (2ay + x 2 - 工 〉 . 

易得 ~ - { 2 y + 2x - 1), ^ ~ 2 x ~ 2 y , 

% 

所以 / = 0 ( — 一 : y 2 )dr_ (2 办十工 2 一 x)d：y 

0 L 

'I i^~^) dxdy== II t ~ + - 1 ) - ( - 2^: - 2>； ) ] da:dy 

D D 

= 1• dxd ^ = 1 • 

【 957 】计算 a ( e x smy - my )< b :^ (/⑽） -w)d：y， 其中 ABO 为从点 AU，0) 到点 0(0,0) 

J ABCj 




的上半圆周： T 2 十/二 a 
解如图957所示 


ABO 


(e x sin 夕一 my)dz + (e x cosy ~ m)dy 


(e^sinjy 一 my )dr + (e^cos^ — m)dy 


+ — (e T smy — my)djc + ( cosy ~ m)dy 
j /o 



[e T cos：y — e x cosy + 



十 — (e x siny - my)dr 
J fiO 


(e x cosy - m) 


第十章曲线积分与曲面积分 


§3. 格林公式及其应用 



图957 


=m da+ 0dr=^a 2 . 

Jj J a b 

[958] 计算曲线积分 J^U + e sir ^) cb -) dx ， 其中 L 是由位于第一象限中的直线段 

: r + ：y = l 与位于第二象限中的圆弧 ： r 2 + ; y 2 = l 构成的曲线，其方向是由 A (1，0) 到 B (0，1> 再到 
C (-1，0).( 如图958所示）. 

分析所求积分直接用参数方程计算比较困难，所以可考虑用格林公式，不过此题中积分 
曲线不封闭，可增加辅助线使得 L 为封闭曲线. 

解作辅助线由格林公式得， yk 


_ (x 十 e^)dy - y~ — \dx 

L + G 4 \ Z / 


5(0,1) 


mam 

M 


dCx + e ^ 





dxciy 



[1 一 （一 l)]drd^ 



2 9 dxdy 


2 D 


丌 


JL 


十 1 


所以 


L + C 4 


CA 


(x + e siny ) - 士 ) dr 


7C 




dr 


而 


C (一 1，0) 


J (1，0) a 


图 958 


_( a : + e s ^) d ^-(^- y)dr 


dr = 1， 


因此 I = ^ + l-l = ~ 


点评在格林公式的条件中要求 L 应为封闭曲线 ，丑取 正方向.但若 L 不是闭曲线，则往往 
可引入辅助线，使 L + h 成为取正向的封闭曲线，进而采用格林公式，然后再减去 M 的曲线 
积分，因而 M 的选取应尽可能简单，既利用 Li 与 L 所围成区域计算二重积分，又要利用 h 计 
算曲线积分，还要保乜 L 与1^所围区域满足格林公式条件， 





【959】设 I 


^ (e x 一: y 3 )dr - （x + co6y)6y, 其中 AB 是 : y = kcosx{k >0 ) 上自 A (- 寻 ， 0) 

AB 丄 


至 ，0) 的一段弧，试问 常数& 取何值时， J 取极值，是极大值还是极小值. 


解由格林 公式: 


Si 


B 4 



(一 1 + 3/) 心, 


所以 



(1 一 3 /)dcr 


AB ： y ^0 


fkoxs 

dr 

4 Jo 


2 

( l -3 y 2 )dy + 2 2 e x dr 

Jo 


2 k ~- jk 3 + 2 


dr, 


令 


dJ 

dk 


2 '从 2=0 ,得驻点卜为’而 s 


一 84<0, 


故 4 时’屬 极值，且为极大值. 


【960】计算曲线积分 J 


其中 L 是以点（1，0)为中心， i ? 为半径的圆周 （R 

l Ax^ + y L 


>1)，取逆时针方向. 


解 P 


则 


9 P 


4 x 2 + y 29 

y 2 - \ x 2 


Q 


3 Q 


Ax 1 + y 2 

,( U ) 关 （ o , o ) 


办一（4乂+/) 2 一 心’… 

( x — 

2 ( e €[0,2? r ]， (：取逆时针方向），于是由格林公式有 


8sin8 


xdy - ydx 
l+c~ 4 x 2 + y 2 


即得 


xdy - ydj ： 
l 4 x 2 + y 2 


xdy — ydx 


_ 2 « 




^ J l 4 x 2 + y 2 ' Jc 4 x 2 + y 2 Jo 占 2 -- 

点评 应用格林公式时， L 应是封闭曲线，且取正方向，若取的是负方向，格林公式中应加 

$ 

负号.当 L 不是封闭曲线时，可引入辅助曲线 Li ，使 L + b 成为取正向的封闭曲线，进而采用格 
林公式，然后再減去 M 的曲线枳分，因此 M 应尽可能简单，既要有利于在1与1^所围成区域内 
计算二重积分，又要有利于 M 上计算曲线积分，还要保证 L 与1^所围区域内满足格林公式的条 
件.另外应用格林公式时，要注意 P (: r ，： y)，Q (: r ,： y ) 在区域 D 上是否有逄续的一阶偏导数.例如 


AB 


考虑积分 


x 2 + y 2 {xdy + : ydz ), 其中 L 是区域 D 的边界曲线，于是 

ay dx 





•如 


果 D 包含原点，那么_与 g 在原点不存在，更不可能连续了，这时就不能直接用格林公式了， 
或者说要在挖去原点的复连通区域上用格林公式. 


[961] 计算 


(x + y ) dj ： - (j 一 y)dy 


，其中 L 是沿 : y = Ttco&r 由 A (? r ，- «) 到 B ( - k , • 7 t ) 的 


曲线段. 






第十章曲线积分与曲面积分 


• 格林公式及其应用 



解如图961所示， 


P { x , y ) = 

则 

dy dx 

故由格林公式 




Q ( a ： 9 y ) 




% (x + v)dr — (j — ^y)dy 

Jl x 2 + y 2 

f (jt + y)dr — (x "- : y)dv 

J m x 2 + y 2 

+ X, (j + y)dx - (x - v)dv 
J cm x 2 + y 2 


所以 


y^ncosx 


图 961 


• + ~ (j ： - y)dy _ 

• l x 2 + y 2 . 

(z ^ y)dx - (x - v)dv y 
•范 x 2 + y 2 


{x + y)dx 一 （jt 一 y)dy 


(x± y)dx 一 （x — y)dy 




a ： 2 + y 


x 2 + y 


c 


(: r + y)dz 一 （j 一 y)dy 
逆 jc 2 + y 2 


^ x - k A 一， f ff 1 」 

2 2 CL2T 一 2 兀 y y cLz? 

J n X + K J 0 X + 7T 

=Rcost 
=Rsint 


所以 


2n (Rcost + Rsint)( - Rsin^) 
o R 2 

r- _ 3 


Rcosf — i ? sin ^) Rcost 


dt = 一 2 ?r 


利用曲线积分与路径无关的条件计算曲线积分 

【962】已知点0(0,0)及点 A ( l ， l )， 且曲线积分 


— ( axco&y - y 2 sinr)dr + ( bycosx - ^ 2 sinv)dv 
CH 


与路径无关，试确定常数 a , 6,并求 J . 

解令 P ( x , y) = or cosy - y 2 s\ nx y Q( x f y) = bycosx - x 2 siny 


dP 


axsiny 一 2 ：ysiar 


iQ 


bysinz - 2 xsmy 


由题意知^ 2 


所以 


— 被值 n 

办一办，解得 a 
r ( U ) 

Fdr + Qdy 


2, 


(0 t l ) 


Fdr + Qdy = Fdr 
(0,0) J (0,0) 

1 rl 

Q (0, + P ( x , l)dr : 

0 Jo 


Qdy 


( i,D 

( 0 , 1 ) 


Fdr 十 Qdy 


2 ydy 


(2 xcosl — sitix)dr ^ 2 cosl - 


点评苦则我们可以得到两个结果 : 


rB ( x ., y x ) 

(1) Pdr + Qdy 

▲ j \ 


A(J o，V 


x o 


. 夕 1 


Q ( ii ， y ) dy ; 


(2) ^)^(11+ Qd;y = 0. 






_ _ 线积分 L [胃 -/ W ] f ㈣ X ) ㈣ 只分路径跋 ^ 


计算 L 始点为 A (1,0)、 终点为 B (7 T ，7 C ) 时曲线积分 i 的值. 


解 


由 ! H ? 得办”士 = 广从整理得厂(工 )+ 士几小 T 


解此一阶线性非齐次线性方程得 


/ U ) 


li 


dx 


sinr 




dr + C 


■ 广 

% 


siru : 


• xdx + C 


(一 


COSJC 


+ C) • 


由 f ( n ) = 1 得 C = 71-1， 故 f { x ) = — (7 T — 1 — co & r ), 

X 

广 （ K, n) 、， 


I = [siax - f ( j：)]^dx f ( x)dy = OdLr + f (7 r)dy = n 

J a f o) x J t Jo 

【964】 设 L 是由点 0(0,0) 到点 A ( l ， l ) 的任意一段光滑曲线，则曲线积分 


(1 一 2jy - y 2 )dx - (x + y) 2 dy 


解设 Pk ， y ) = 1 -2 办 -： y 2 , Q ( x ，： y ) = — ( jc +： v ) 2 , 则 

f=- 2U + y ) = f 

ay ax 

上述两个偏导数在 A 面上任一点处均存在且连续，故所给曲线积分与积分路径无 


关.现取积分路线为由点0(0,0)经点 B (1，0) 到点 A ( l ， l ) 的折线，则 


(1 — 2 办 一： y 2 )dr — （x 十 ： y) 2 d：y = dr — 


: (1 ”)2办十 亨|: 




故应填 




【965】 设函数/(幻在（- co , 


)内具有一阶连续导数， L 是上半平面 （^>0) 内的有向分 


段光滑曲线，其起点为 U ，6), 终点为 Ud ). 


记 J 


L7 [l + //(^)] cb : + J [ y /(^)^ l ] d ^ 


(1) 证 明：曲 线积分 J 与路径 L 无关; 

(2) 当妯时，求了的值， 


证 （1) 因为 


dy 


[1 + y 2 f(jy)] \ =f(xy) 


^ ocyf ' ixy ) 


dx 


[y z f(xy) - 1 ] 


在上半面内处处成立，所以在上半面内曲线积分 / 与路径无关. 

(2) 解法一 由于 J 与路径无关，故可取积分路径 L 为由点 U ，6) 到点 （ C ， M 再到点 （ c ， d ) 
的折线段，所以 


a b 


[1 + b 2 f ( bx)]dx 


b y 


[ y 2 f ( cy ) - l ] d ^ 


6/( hx)dx 


c 




c _ 


a 

T 


靡 + j :/ ⑴ & 






第十京曲线积分与曲面积分 


§3. 格林公式及其应用 


a 

b 




当 = oi 时， f(t)dt =0 ,由此得 I 


a 


解法二 u — ㈤ 七以 ㈤ 办， 
设 FU ) 为 / u ) 的一个原函数，则 


dx 工 dy 


dx 一 x( ^y _c 

v v 2 d 


a 

T y 


yf(xy)6x + af(ay)dy 


f(jy)d(ay) = F(cd) - F(ab). 


所以当 ab = cd 时， F(d) - F(a6) =0, 由此得 J 


6 • 


点评 当 I s = ¥ ，且区域单连通时，曲线积分与路径无关，因而可找一条最简单的路径计 

ox dy . 

算曲线积分 ，一 般可取平行于 I 轴、: y 轴的折幾.如果曲线本身是封闭的，则可找另一条更简单 
的封闭同向曲线，只要两条封闭曲线不相交，且在它们之间的区域内满足= 则两条曲线 

ax oy 

上的积分值相等，因此可利用被积函数的性质找一条易于计算其上积分的封闭曲线.当 P ， Q 及 
它们的偏导数在某点不连续时，常用此方法挖去这一点.另外如果被积函数能凑成某二元兩数 
的全擻分，则此曲线积分与路径无关，且有类似于定积分中的牛顿一菜布尼兹公式，即曲线积分 
结果为原函数在两个端点函数值之差. 

求 P(x 9 j)djc + 2(x,3 ? )d3 ? 的原函数 

【％6】验证下列 P ( jc y y)dx + Q ( jo , y ) dy 在整个： cQy 平面内是某一函数 m ( jt , : y ) 的全微分, 
并求这样的一个 《( u ): 


(2 jo + 2：y )dLr + (2 工 + 3.y 2 )d^. 


分析若 p ( u ) 和 QU ，30 在 D 内具有一阶连续偏导数，且 g = 则满足 Pdx + Qdy 

是某函数 M u ,： y ) 的全微分的条件.在求原函数 u ( x y y ) = Pdx + Qdy 时，一般选取从 

V 

Uo ,%) 到 Ud ) 的平行于坐标轴的直角折线，或者可以用积分法或凑全微分法求原函数， 


解 




du 


所以 


® du=Pcb：+Qd ^ 

« = (* (2-r + 2y)dr = jr 2 + 2xy + 史 (>0, 其中 〆>■) 为待定函数 . 


由此得 |^=2:c+ <p’ （ y) • 

又 m 必须满足 = Q(x ，： y) =2x + 3y 

d y 


，故 3 ： v 2 = 〆 (: y )， 从而 <p(y) =y + C 


所以 


2xy + y 3 + C. 


【967】 选取》，使 


(x "- y)6x + (x ^ y)dy 

(^ 2 + yr 


为某一函数〃的全微分，并求 uU . y ). 


解财(^) 二 ( j”v qu ’步 







则 


dP 


一 1 


2n(x - y)y 


9 Q 


2n (x + y)x 


为使 


(x 2 + y 2 ) n (x 2 + y 2 ) n ^ 19 dj ： ( x 2 + y 2 ) n (x 2 + y 2 ) n ^ 1 

( x " y ) ^^ ( J ^ y ) dy 是 „ 的全微分，须有 g 二且 P + /关0,由此得 

-x 2 - y 2 - 2nxy + 2ny 2 = x 2 + y 2 - 2nr 2 - 2nxy f 


即 2 r ?(: r 2 十 : y 2 ) =2(: r 2 十: y 2 )， 因此 w = 1, 由 


du 


(•r 一 y)dx + (x + y)dy xdx + ydy — ydjc + xdy 




x 2 + y 2 


(x 2 ^ y 2 ) 


2 d 


(jc 2 + y 2 ) 


1 d(x 2 + y 2 ) 

2 x 2 ^ y 2 


得 


u(x y y) — ~ln( j: 2 + y 2 ) + arctan - H C . 

2 x 


【968】已知 

( A)—l 


x + a ： y)dr 十 ydy 


+ 30 


为某函数的全微分，则 a 


( B )0 


( C)l 


( D )2 


解 p= u + /) 2 ’ 石 、: t 

故应选 ( D ). 


孕得 p 2. 


§4. 对面积的曲面积分 


1.对面积的曲面积分的概念（又称第一类曲面积分) 


JJ*/(x, = Ian /(?,, Tjit t)AS t , 

2.对面积的曲面积分计算法 

设光滑曲面2的方程为之二以^^^^:在:^平面上的投影域为^^函数^^:^:^:^具有 


一阶连续的偏导数，被积函数 /( U , z ) 在2上连续，则 



f(x 9 y 9 z)dS= f{x,y,z(x^y)] 

W\ 


dz 

dx 


dz 


dxdy 


当光滑曲面 2 的方程为 x = ： T (3^> 或 y = ： vU , d 时，可以把曲面积分化为相应的二重积分 



f(x 9 y f z)dS= \ Ax(y y z) y y,z] 

Jv 


l + [ d fy ) 2 


d fS dydz ' 


或 



f(jc,y, z ) dS - I f[x, y(x, z). 


ix \ 2 

dxi 


dz 


dzdz 


其中仏和分别为曲面 2 在 A 面和 ^ Qr 面上的投影域. 





第十章曲线积分与曲面积分 


§4. 对面积的曲面积分 


基本题型 


对面积的曲面积分的计算 


【969】设2是平面 : c + y 十$ = 4被圆柱面 P + y 2 = l 截出的有限部分，则曲面积分 \ydS 



( A )0 




( C )4 v ^ 


( D)tc 


解这是对面积的曲面积分的计箅问题，要求读者熟悉积分公式 



fix , y , z)dS 



y , z ( x 9 y )] 


Bz \ 2 ^ i dz \ 2 




本题中 D ： j 2 + z = 4- x-^ f f ( x , y , z ) 


因而 



ydS 



1 + 1 + \dxdy — Jl > \ydxdy 



2 k 卩 1 

sin ^ d ^ • r 2 dr = 0. 

0 Jo 


故应选 ( A ). 

【970】计算曲面积分 ( I : zdS ， 其中 2 为锥面 z 



PTp 在柱体 x 2 + / <2 x 内的部分 


解： S 在：^ 平面上的投影区域为 D : x 2 十: y 2 <2 工, 


dS 


dz 

dx 


fj ) da 


于是 



zdS 



+ y 2 \TlAo =Jl 

4 


• 广 2cos0 

d 沒 r 2 dr 

A 

2 J0 


%/2 \ 2 cce 3 (9d(9 = ^ 
o Jo ^ 



【971】计算曲面积分 



+ 21+^沾，其中芝为平面| + $ 


的部分. 


f = 1在第一卦限中 


解2为 :z = 4〜2 :c 


: y (如图971所示） • 



(z + 2 x + ■~ 3 ; )dS 






dxdy 


4/61, 



[972] 计算曲面积分（2办 - 2： r 2 - x + z)dS 


其中 2 为平面21 + 23 ^ + 2 二6在第一卦限中的部分. 

解2:2：二 6-2 x -2： y 及其在: cQv 面上的投影区域 

如图972所示. 


I 


图971 






dS 


+ ( - 2) 2 + ( - 2 ) 2 6 xdy = 36 xdy 



{2 jy - 2 oc 2 


z)dS 



(2 xy ^ 2 jt 2 - jt + 6 - 2 x - 2 > 0 . 3 dxdy 


*3 r3-x 

= 3 dx (6 - 3 ：r - 2 x 2 + 2 jy - 2 y)dy 
J o J o 

r3 

= 3 (3x 3 -10j： 2 + 9)dr 

Jo 

… 22 

4 • 

【973】设曲面 2 是 f y ( x 2 + 〆 ) 被平面 z = 2 所截下的有 



图 972 


限部分，则曲面积分 sdS 



解设2在 A 平面上投影为即 



jt 2 + : y 2 <4 


xy 


由之=十(文 2 ” 2 〉有！^工，宕1， 


dz 


dz 

dx 


dz 


1 + X 2 + y 2 


所以 


zdS 



(: c 2 + y 2 ) J 1 + j ： 2 + y 2 dxdy 


Ik rl f - r i 1 

d 沒 r 3 V 1 + r 2 dr = k — (1 + r 2 ) 2 - 

o Jo L D 


2 J o 


^(2575 + 1). 


^ il 2 

(… 2 ) 2 」lo 


故应填 _(25 v ^ + l ). 


[974] 计算 



(l + x + ^) 


dS , 其中 2 为平面 x + ^ +2=1 及三个坐标面所围立体的表 


ffi. 


解2如图974所示. 

记2在三个坐标面的投影部分分別为 D #， 化，以，斜平面 


x + y + z = 1 上的部分为, 




(1 + X + y ) 2 


dS 



( 1 ^ x + y ) 


jdxdy 


OJ _ 


_1 r\-x j 

o^Jo (l + x ”) 2 办 


dx 


In 2 


h 



2 ， 

i rl rl-z i 

- - r^dS = dz — - T^dy 

(1 + j ： + y) 2 Jo Jo (1 + ^) 2 


图 974 








第十章曲线积分与曲面积分 

§4. 对面积的曲面^分 


0 


1 一 


2 - 


Z 


dz=l — ln 2, 


h 


D 


r 1 

-—— L ~ ~,6 S = 

"i r 

djc 

J (l + x + y ) 2 J 

0 J 


x 


(1 + x ) 2 


dz 


cr 


\ - X 


0 (1 + X) 


dx 


2 


X 


一 ln(l 十 


1 一 ln 2, 


为 ：z 二 1 - x — ： y ， dS 


~ 十 （P drdjy 二 y^dxd) 
ox \ ay 


故 j 


4 


1 


(l + X + 汐） 


2 


dS 


1 




(1 + j: 十： y) 


j/3 dr d^=y3(ln2 


2 




所以，/ =/ 1 + ；2+ J 3 +/4=(/3- l ) In 2 


3-/3 


2 




2 


[ 975 ] 设 2 为椭球面 y Y + z 


2 


1 的上半部分，点汽尤^^:^^:”为了在点尸处的切 


平面， (0(：?：, ： v ， Z ) 为点 0(0,0,0) 到平面 7 T 的距离，求 


Z 


2 


p ( x , y , z ) 


dS 


解设 ( X , y ， 幻为 Tt 上任意一点，则 7 T 的方程为 


T + T + zZ = 1 


从而知 p { x y y , z ) = (~ J r ^ J rz 2 )^ l . 


2 


由 


2 


dz 

Tx 


X 


2 ./ l -( y + y ) 


dz 

dy 


_(* + |)，有 

一 y 


2 J 1-( 




于是 


所以 


dS 


dz 

3 x 


2 


dz 

d y 


2 


d<r = 


JA- X 1 - y 1 


2 / 1 - 


2 v 2 
t + y 


da 


zdS 


/>/% 


I 


p ( x , y , z ) 4 


(4 一 ： r 2 一 y 2 )d(T 


D 


4 


.2 x 


0 


de 



(4 - r 2 )rdr = ^TK. 
0 L 


点评对面积的曲面积分的计其方法是把它化为投彩区域上的二重积分进行计算.具体步 


骤为：（1)画出曲面2; (2) 由曲面2的方程，例如 


z 




Z ( X , >0写出其曲 面徵分 dS 


yi + 4 + 4 drd ： y ; (3) 计算投杉区域上的二重积分，即 


f ( x ^ y f z ) dS = f ( x 9 y , z ( x % y )) + z 2 x + z 2 y < brc \ y . 


z 


mV 


曲面积分与曲线积分一样，积分区域是由积分变量的等式给出的，因而可将 I ：的方程直接 
代入被积函数表达式，若曲面2的方程是由参教方程形式给出的，例如 ：r = ： j ：( M , Ty)，：y = ： y ( M » 
v ) y z ~ z ( u , v ) f ( w , t ;)€ iD ， 则 




f ( x 9 y f z)dS 


f ( x ( uyv ) 9 y ( u 9 v ) f z ( u ^ v )) v A 2 + B 2 + C 2 dudv 


2 


D 



' d ( u ， V )’ d ( u , v ) 

利用对称性计算对面积的曲面积分 

【976】设2 : x 2 + y 2 + z 2 = a 2 ( z >0). X 1 
( A)「[rdS = 4 (I xdS 〔 


/ + 2 2 =^( 2 >0)，2 1 为2在第一卦限中的部分，则有 


( B ) vdS = 4 I xdS 




( C ) zdS 



xdS 



( D ) xyzdS = 4 1 xyzdS 



解 


a 2 -x 2 


?> dS 


z 2 x + z^<Lcdy 


- x 2 ^ y 2 


dxdy — — dxdy 



选项 ( D ) 不对，因为 xy^dS = a jcydxdy = 0( 由对称性），而 scyzdS ^ O . 



选项 ( A ) 不对，因为 xdS 




^ Va 


-x 2 - y 2 


dxcly = 0( 由对称性），而 I xdS 9^0. 



同理，选项 ( B ) 不对.由排除法知，本题应选 ( C ). 

故应选 ( C ). 

点评若曲面2关于 Jt = 0 对称， A 是2的: r >0 部分，则 


当 /( — X ， ： y , z ) = -/(心 >， 2 ) 时， 1 /( x ， z)diS = 0; 



w% 

当 /( — x ，： y ， z ) =/( x ，： y ， 2 ：) 时， f ( x 9 y 9 z)dS 

4^4 



f ( x ， y ， z)dS 


若 2 关于 : y = 0( 或 


0) 对称， / 关于: y (或 2) 有奇、偶性时，有类似的结论. 


【977】计算曲面 积分： 


解 


I = x 2 dS , 2为圆柱面: r 2 ^ y 2 = a 2 介于 z = 0 ^ z = h 之间的 部分. 

VC 

S 

由 2 的方程知， x 与： y 地位相同，所以 L 2 dS = J ]> dS T 所以 



x 2 dS 



( x 1 + y 2 ) dS = — a 2 dS = — a 2 dS = | S I = ita^h 



【978】计算曲面积分 （: c + ：y + 2 ：) dS , 其中 5 为球面 a ： 2 + ： y 2 十 z 2 = fl 2 上 z>h (0< h < a ) 


的部分. 


解2为 ：z = 厂 a 


?， 


2在^面上的投影为故 


dS 


- 2 x _ 

a 2 ~ x 2 - y 1 


-2 y 


dxdy 



Ja 2 -x 2 -y 2 
(x + y + z)dS 


drdy ， 





第十章曲线积分与曲面积分 


§4 . 对面积的曲面积分 



x + y+ y a 2 - x 2 - y 2 ) 


a 2 - x 2 - y 2 


dxdy 


对称性 


adxdy 


—a = na( a 2 ^ h 2 ) • 

jy 

对面积的曲面积分的应用 


【9791 设半径为只的球面 I ： 的球心在定球2： 2 = a 2 (a >0) 上，问当 i? 取何值时，球 
面2在定球内部的面积最大？ 

解 设球面 2 的方程为 x 2 + /+“_ a ) 2 = i ? 2 , 其中 0< J ?<2 〜 则球面 2 在定球内部部分 


的方程为 jR 2 - x 2 - y 2 . 


由 


dz 

T x 


从方程组 


jm 

x 1 + y 1 + z 1 = a l 
•r 2 + ： y 2 +(2 ： 一 a) 


dz 

By 



R 2 - x 2 - y 2 


，得 


Bz 

dx 


M 也 


R 


3 y 


R 


2 - R 2 


中消去2,得两球面的交线在: cQy 平面上的投影为 


: r 2 + y 2 


且 

2 a 


4 a 2 - R 


因此，球面2在定球内部的面积为 


S ( R ) 



dS = 



R 

R 2 ::r 2 : p 


drd^ 


r2n ri 

R dd 
Jo JO 


R 

2a 


4a 2 -R 2 


R 2 


dr = 2 nR 2 


7tR 3 


于是 


S^R) =47ti? R 2 = 7ri?( 4 -—r) , 


令 S ' ⑻ =0,得 p 含 w 而矿 O )= -如<0, 故函数 S ⑻在含 a 时取得极大值，且在 

定义域内仅有此惟一的极值，所以当 R = 时，球面 I ：在定球内部的面积最大. 

【980】 设2为抛物面==1 2 + /位于 2 <1内的部分，面密度为常数 P ， 求它对于 z 轴的转 
动惯量. 

分析 题目中给定的是一光滑曲面以及它的面密度，求曲面对于坐标轴的转动惯量，转化 
成数学问题，是一求曲面积分的问题. 


解由题 意知: 


h 



( jc 2 + y 2 )pdS 



(x 2 + y 2 ) V1 + (zy) 2 dxdy 



{ x 2 + y 2 ) 71 + (2 x ) 2 + (2^) 2 dxd ^ = d 汐 

Jo Jo 


r 2 7 l + 4 r 2 rdr 


x f I : r2d(1 十 4r2)f = ^ 2573 + 1) ， 


[981】 试求密度均匀 （// = 1)， 半径为 K 的球面对离球心距离为 aU >_ R ) 处的单位质量的 




质点为 A 的引力. 

解取球心为坐标原点，单位质点 A 在正 2 轴上，建立右手 
坐标系如图981所示，由对称性知 





F v = 0, 


^•cos6»dS 








其中6是万有引力系数, / i ( = l ) 是面密度， m ( = l ) 是单位 
质量， r 是球面上任一点 MUdd ) 到点 A 的距离 


V X 2 + y 2 + (z - a) 


2 


2是球 面：: c 2 + ： v 2 + 2： 2 :_ R 2 . 

换成球坐标 ，: r = Rsin ^ cos ^, y = Ksin (9 sin 9?, z — RcosB 



dS = R ^ sin 0 d 6 d < p 9 r = J R 2 + a 2 — 2 Ra cosO y 


则 



r2n 


0 


d<p 


>7r , (Rcosd - a ) R 2 sinddO 一， , ^2 

(K 2 十 a 2 -2Ra C o5〜 /2 = 27 ^ 


>7T ( R cosd - a ) sin 沒 d 汐 

o (f? 2 + a 2 — 2Racos 没 ） 3/2 


令 K 2 


2 Ra cosd 


t 2 - R : 


=? 2 , 则 sin^d^ = _ ， Rcosi9 二 ， 

Ha — 2a 

当 （ 9 二 0 时， z 2 二尺 2 + a 2 -2i^ 二 （ K-tf) 2 ，r = fl —RU>70 ; 
当没 = 7 r H 寸，？ 2 = 尺 2 十 a 2 + 2 Ra = ( i ? 十 a ) 2 , r = i ? 十 a . 


a 
2 


2 


R 2 


2 


故 b . =2 nkR 


TCkR 


2 



— 2(2 

— a 7 ^ 

t 、 nkR 

rai-R 

( R 2 - a 2 A 

• a 


，二 ^ J 

a-R 

^ ~ l ) 


a 


2 


( R l - a 2 ) 


R 


-R 


4 nkR 


2 


其中负号表示力指向坐标原点， 47 TR 2 是球面的质量 h = l )， a 是质点 A 到球心的距离，故均 
匀球面外部一点受到球面的引力，与集中球面的全部质量于球心时所受到的引力相同. 

点评 当单位质量的质点位于球内时 （a > R )， 质点受到球面引力的表达式如何建立，作上 
述变量置换时 d 的积分 f 艮如何？具体的 P ； 应等于多少？ 


§5. 对坐标的曲面积分 

1.对坐标的曲面积分的概念（又称第二类曲面积分） 

有向曲面通常遇到的曲面都是双侧的，规定了正侧的曲面称为有向曲面. 

设2为光滑的有向曲面，以^2)、0(工^^)、尺（^，幻都是定义在1：上的有界函数，将 
曲面2任意分成 n 个小曲面 ASKf = 1,2, …，? 0,在每个小曲面上任取一点匕），曲面2 
的正侧在点处的法向量为 

rti = cosai i + cos /3, J •十 cosy , k 

有向小曲面在: cQy 平面上投影为 AS , cosh , 如果当各小曲面直径的最大值 A —0 时, 

♦ 

n 

和式 L R ( t ， Vi ， AS ,，# 的极限存在，则称此极限为函数只 （n d 在有向 曲面 : S 的正侧上 



第十章曲线积分与曲面积分 


§5 .对坐标的曲面积分 


对坐标 U 的曲面积分，记为 R ( x . y . z ) dxdy.W 



V* 一 •一 

R(j：, y, z)(Lcdy = lim^] R(t ， Vi ， 

2 >1 

类似地，函数 P ( u , z ) 在有向曲面 2 的正侧上对坐标: y , z 的曲面积分 



♦ • 

P{x y y, z)d^d 2 ： = lim^ P(^ i9 ^ )AS, 


其中 AS, 


AS‘cosa, • 


函数 QU ，： y , z ) 在有向曲面 2 的正侧上对坐标的曲面积分 

rr n 

Q(x f y, z)dzdx = lim^ rj iy ^i)AS i% 


其中 AS , 



iCosjSi. 


2 , 对坐标的曲面积分的性质 

若2表示有向曲面的正侧，该曲面的另一侧为负侧记为则有 



Pdydz + Qdz<bc + Rdxdy 



Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 


即当积分曲面改变为相反侧时，对坐标的曲面积分要改变符号. 

3.对坐标的曲面积分的计算法 

设光滑曲面2是由方程 z = 所给出的曲面上侧，角7是曲面芝的法向量《与 z 轴的 

夹角，此时 cosy >0,曲面2在#平面上的投影区域为1^，函数 2 = Hu ) 在仏上具有一阶 
连续偏导数，被积函数在^上连续，则 


T?(x, y, z)dxdy 



K[x ， y f z(x,y)]dxdy 


如果积分曲面取在 Z 的下侧，此时 cosyCO , 则 




R(x y y,z)dj ： dy= - R[x f y,z(x f y)]dj ： dy. 


当曲面2是母线平行于 2 轴的柱面 FU , >0=0时，此时 cosy 


f =0,则 



R(x, y 9 z)dxdy 


类似地有 


P{x, y, z)dydz 


P[^c(y,z),y f z]dydz, 



Q(jc f y y 2)dzdr 


Q[xj y(x y z )， z ] dzdr , 


4 .两类曲面积分之间的关系 

设曲面2上任一点 ( x ，： y ,2) 处法向量《的方向余弦为 


；/9 >cosy 则有 


Pd^dz + Qdzdj ： + Rdxdy 



(Pcosa + Qcos/9 + -Rcos/)dS 






基本题型 


利用直接投影法计算对坐标的曲面积分 


【982】计算曲面积分 


X 


2 


2 drd ： y ， 其中2是球面 + / + = 的下半部分的下侧 


2 


解 I ： z= VR 2 


X 


2 


/，下侧. 


艺在^ Qy 面上的投影区域~ 为：: r 2 + y 2 < R 2 . 


x z y zdxdy 


I 


jj x 2 y 2 ( - JR 2 - x 2 - y 2 )djcdy 


D 


xy 


rl^K 


0 


d (9 




4 


?6 sm 2 6( - VR 2 - r 2 )rd 


8 」 


^2n rR 

sin 2 20 d 0 

0 Jo 


[( r 2 - R 2 ) + R 2 ] 2 J R 1 _ r 1 d ( R 2 - r 2 ) = ~~ 5 KR 


z 


【983】计算曲面积分 zdxdy + xdydz + ydzdx y 其中 2 是柱面: c 2 + ： y 2 = l 被平面 z = 0 

2 

3 所截得的在第一卦限内的部分的前侧. 


解2在: cQy 面的投影为一段弧，所以 


2drd^ = 0 


- S 在 3O 面上的投影为 {( JS 2) |0<3<1，0< Z <3}， 此时2 为: 


X 


1 - : y 2 , （: y， z)^ ： D yz , 


所以 


xdydz = 

V 1 - y 2 dydz = 

「3 

dz 

%) m 

I D 

i 

o • 


7 t 


o /I37d^3j o /Wa^3x 4 


yt 


2 在 2 Qr 面上的投影区域为此时 2 可表 示为: 


: y 


V 1 -X 2 , (x, z)^ ： D a 


所以 


3 


4 


7 T 


ydzdx = 

V 1 - jc 2 dzdjc = 

r 3 

dz 

I D 

J 

0 . 


71 — x 2 dx = 3 


o 


o Vl - x 2 cb : = 3 X ^ 


3 


4 


7Z 


因此 


I 


•3 3 3 

zdxdy + xdydz + ydzda ： = 0 + "^冗 + ■ yw . 


【 9 84】求 aydydz + xzdzdx + yzdxdy ^ 其中 2 为圆柱面 


2 


: c 2 十 : y 2 = R 2 在3^0,2>0两卦限内被平面 2 = 0和 Z = H 所截 

下的部分的外侧. 

解如图980^^,2 = 1 + 22， 



xy^ydz + ^zdzdx + yzdjcdy 




图984 






第十章曲线积分与曲面积分 


§5 . 对坐标的曲面积分 


xydydz + xzdzdx 





xydydz + xydydz + azdzdx 



R 2 - y 2 ydydz - 


0< 


y<R 

r<H 



R 2 - y 2 ydydz 



xzdzdx 


( l < y<R 

0< z<H 


0 «H 


2 HR 3 
3 • 

【985】计算曲面积分 



xdydz 


dxdy 


x 2 + V 2 + z 1 


，其中 2 是由曲面: c 2 + ： y 2 = K 2 及两平面 z - R f z 


__ R ( R >0) 所围成立体表面的外侧. 

解如图985所示，设 2 i ,2 2 ,2 3 依次为2的上、下底和圆柱面部分，则 




xdydz 
x z + y z + z 2 


记2 2 在:平面上的投影区域为则 


xdydz 
x 2 + y 2 + z 2 



z 2 dxdy 

•2 + ： y 2 十 z 2 



R 2 dxdy 
x lj ry 2 + R 2 



( - R) 2 dxdy 
x 2 + y 2 + R 2 




- A ： v u [T 也办 

之 3 ， 2 — U. 

JJ x lj ry 2 ^z 2 

^3 

记； 在 # 平面上的投影区域为％,则 

(T xdydz 




jc 2 ^ y 2 + z z 

%/ R 2 - y 2 dydz 
""" R 2 ^ z 2 ~ 



R 2 - y 2 dydz 


R 2 + 





S 3 


S 2 


图 985 



^ 2 ~ f 2 d3 > d z -2 T jR 2 - y 2 dy f R ~~ 
R z + z l J -r J - rR z + z 




R . 


所以， 



xdydz + z 2 dxdy 


x 2 + y 2 + z 2 


7^ R . 


【986】求矢量场 A =/( x)i + g ( y)j ^ h ( z)k 流过平行六面体 0< x<g ；0< y < 6 ;0< z < 
的外表面 2 的通量，式中 /( x )、#( y )、 AU ) 为连续函数. 


解所求通量为 


<P 


§ 


A.d5 



f ( x ) dydz + g ( y ) dzdj ： + h ( z)dxdy 


因为积分式的三项情况完全类似，所以只要计算其中任何一项积分,则其他两项积分可以 


类似地写出来.例如，下面计算 



h ( z)dxdy 


由于六面体有四个面垂直于@平面,故这四个面的积分为零，从而有 






h(z)dxdy 



h ( c)dxdy 


h(0)dxdy = abc 


h(c) - h(Q) 




ooo 


类似地可得到 



/(： r ) d ： yd2 ： 及 



g ( WcLrck 的值，于是所求通量为 


&*「 /( 小 /⑹ + + 

a b c 


利用对称性计算对坐标的曲面积分 


【987】计算曲面积分 



azda:dy + aydydz + yzdzdx 9 其中2是平面 x = 0 ,：y = 0,2 = 0,:?: + 


: y + Z _ l 所围成的空间区域的整个边界曲面的外侧. 


解如图987所示, 


2 = 2 x 


2 + ^3 + 之4, 


故 



jzdxdy 






h 


h 


0 十 0 十 0 十 xzdxdy 




Z A \x + y + z = 





Dxy 


^2 



x(l 一 o : 一 y)(Lcdy 


图987 


= xdx (1- x- y)dy = tt 
Jo Jo 24 


由积分变量的循环对称性可知 



jzdocdy + jydydz + yzdzdx = 3 x 


24 


利用两类曲面积分之间的关系计算 

【988】计算 


[/(•r, y, z) + x]d：ydz 十 [2f{x, y, z) + y ] dzdx + z) + 2 ]drd ： y ， 

其中 / U ， y ， 幻为连续函数 ,2 为平面 + Z = 1 在第四卦限部分的上侧. 

分析2为平面 X-y + 2 =1 在第四卦限部分，所以2的法向量的方向余弦是定值，因此可 
利用两类曲面积分的联系把 f 转化为对面积的曲面积分进行计算. 

解平面2上侧法向量的方向余弦为 


cos or 


2 之 个 


75 ， 


cos /? 


z y 


73 


cosy 


1 + z l 2 + z [} 


则由两类曲面积分之间的关系，得 


{ [/(^yy 9 z) + x]cosa + [2/( 工， y } z) + y ] cos^ + [f(x, y, z) + z]cosy } dxdy 







75 


[f(jc y y y z) + x - 2f(x, y,z) 一： V+ /(x ，： v ， z ) 十 z]dS 


73 


(x ^ y + z)dS = 


/3 


dS 


x 


73 


73 2 2 ‘ 


【989】 计算曲面积分 ( 


X 


dydz 


y 


3 


dzdr + "T dxdy ，其中 r = v x 2 + y 2 + ^ 是球面 


2 


x 2 + y 2 + z 2 ^ a 2 的外侧表面. 

解法一 本题组合积分中的三个积分在所考虑的积分域上具有轮换对称性，故三个积分只 
需计算 其中一个然后3倍即可，即 



X 

"T 


y 

dydz + ^jdzdx + ~^dxdy 




= ( 


T xdydz + : ydzcLc 十 zcLrd：y 


) 


(.r 2 + y + z 2 ) 


2 


z 


1 


dxdy 


2 ( x 2 + y + 2 2 ) 2 


z 


2 上 (尤 2 + y 2 + z 2 ) 


^dxdy 


z 


下 


(x 2 + y 2 + z 2 ) 2 


2^dxdy 


3 


U 1 - 工 1 - y 1 


3 


d(j + 


D ； x 2 + /< a 2 


J a 2 - x 2 - y 2 


(- d (?) 


Dtx 2 ^y 2 <a 


a 


3 


y a 2 — 工 2 — y 2 da = = 4«. 


• i _-3 


3 3 


Djx +y 

点评这里将闭球面 2 分成其中 


2 


J Z 


J a 2 -: c 2 - y 2 , dxdy = ducQy 平面的投名域为 D; 


2 - x 2 - y 2 y dxdy= - cLr,:cQy 平面的投影域为 D, 


2 下 ： z= - v a 

解法二 设曲面2的外法线向量 的方向 余弦为 cosc ^ cos /^ cos ?% 由于曲面是球面，其外法线 
矢量的方向余弦却为 cosa = I ， cos /?= 1, cosr =丄，而 dydz , dzdx , dxdy 是有向投影，即有 

r r r 

dS* cosff — dydz 9 dS • cos/9 — dzdr, dS • co&y = drdy • 

因此本题可以利用两类曲面积分之间的关系，将对坐标的曲面积分化成对面积的曲面积分来计 
算，即 


( 


) 


x 


d ^ d ： 


^jdzdx + -ydrcl^ 


( 


( 00 ^ 0 + cos 2 p + cos 2 y)dS 




( 


)-TdS 



dS = 4 K - 


§6. 高斯公式通量与散度 

1 . 离斯 ( Gauss ) 公式 

设空间闭域 D 是由分片光滑的闭曲面2所围成，函数 P ( U ， 2 )、 Q (: r ，3^)、_ RU ， y ， z)ft 
a 及其边界曲面 2 上具有连续的一阶偏导数，则 





( 


)Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 




Bx 


dxdydz 9 


或 


I 

)(Pcosa + Qcos /3 + Rco & y)dS 




dP + dQ^dR 
dx dy dz 


dxdydz 


其中 2 取外侧， coscr ， cosj 3, cos / 是 2 上任一点 ( x ，： y ， z ) 处法向量的方向余弦, 


2.通量与散度 

设向量场 


A ( x , y 9 z ) = P ( x 9 y 9 z)i + Q ( x , y , z)j + R ( x 9 y 9 z ) k y 


其中 P ， Q , 尺具有连续的一阶偏导数 ,2 是场内的一个有向曲面，则称 




A-dS 




PdyAz + Qdzdr + Rdrd^y 




为向量场 A 通过曲面 2 的通量（或流量）. 


H 称为向量场 A 的散度，记作 divA , IP 

dlvA = 万 + 式 + i 

有了散度的概念，高斯公式可写成 


V A.dS 



divA dV , 


其中2是空间区域 D 的边界曲面的外侧, 


基本题型 


利用高斯公式计算封闭曲面上对坐标的曲面积分 

【990】设 D 是由锥面 2 = 与半球面 2 = 围成的空间区域，2是 D 的 

整个边界的外侧，则 O xdydz + ydzdx + zdxdy = _ • 

解由高斯公式 


( 


):cd ： yd 2 十 ydzdx + zdxdy = 


3 dV 




2K de f 4 d<p 

0 Jo 


r 2 sin9?dr = (2 -V2)nR^. 


故应填 (2 _75)7^ 3 , 

【991】设 I ： 为球面 7 + y + 2 2 = 9 的外侧面，则曲面积分 Ldxd ^ =_ . 

VC 

I 

解当积分曲面是封闭曲面时,对坐标的曲面积分一般应用高斯公式计算，设是由闭曲 
面2所围的球体，则 


zdxdy 


dxdydz 


4 


3 3 = 36 tc . 


uj 

n 


【 99 幻 设 S 为曲面工 2 十: y 2 十 z 2 = l 的外侧，求车） x 3 d>rd 2 + ^ 3 d^dx + z 3 ±vdy. 

2 

解应用高斯公式 



第十章曲线积分与曲面积分 


§6.离斯公式通釁与败度 



(x 2 ^ y 2 + z 2 )dV= 3 d6 sin©d© r 4 dr = 

Jo Jo Jo J 



【993】 计算 （{> 2xzdydz + yzdzdx — ，其中 



是由曲面 


工 2 + / 与 


2 - x 2 -/ 所围立体的表面外侧 . 


解因 p = 2 jz 9 Q = yz y R 


dP 

d x 


2z 


- z 2 , 故 


根据高斯公式, 



2azdydz + yz&zdx ^ z 2 dxdy 



zdjcdydz 


CK f 4 fl/ L 穴 

d 沒 sinc > cos © d © r 3 dr = ~. 

o Jo Jo 2 



【994】设 2 是圆柱面: r 2 + ： y 2 = l 与平面 2 = 04 = 3 所围成的封闭曲面的外侧，则曲面积分 

(jt 一 y)dxdy + jr(y 一 z)dydz =_ • 

解设曲面2所围的空间区域为 D ， 则由高斯公式有 



(x - y)dxdy ^ z(y - z)dydz = 



(y-z)dV 


k 2n fl r3 「 2n rl I g \ 

d 汐 rdr (rsin^ - z)dz= dd I r 3rsin^ - ~ dr 

o Jo Jo Jo Jo \ Z / 


s\nd 


JL 


dd 




故应填 




n. 


利用高斯公式计算非封闭曲面上对坐标的曲面积分 


【995】设2是锥面 z 


(0<2<1)的下侧， 



则 xdydz + 2ydzdx + 3(2 ： - l)dj：dy 


解补2，; 


x 2 + y 2 


法线与 2 轴正向一致将圆锥封闭，则 



jodydz + 2ydzdx 十 3(z 一 l)dxd：y 




m am I 

Vv 


dP ^ dQ^BR 

dx dy dz 


dV+0 



( l+2 + 3) dV =6~7 r = 2 J r 


故应填 2 tt . 

[996] 计算曲面积分 



2x 3 d3^(ir + 2y^6z6x 十 3(z 2 〜 l)dxdy 


其中 2 是曲面2：=1-0： 2 -/(2：>0)的上侧, 





解 取&为#平面上被圆 i 2 + ： y 2 = l 所围部分的下侧，记 D 为由2与&围成的空间闭 


区域，则 



2x^dydz + 2y^dzdsc + 3( 之 2 — l)dxdy 



2a:^dydz + 2y^dzdx + 3( z 2 — l)<Lcdy 


1 + 2 


由高斯公式知 


2x 3 dydz + ly^dzdx + 3( z 2 _ l ) drd ^ 



6(x 2 + y 2 + z^)dxdydz 


广 rl rl-r 

6 rdr (z+ r 2 )dz 

Jo Jo J o 


12tt 


•i " 

4 0 — 


r(l 一 r 2 ) 2 十 r 3 (l 


)dr = 2n f 


而 



2 : r 3 clyd2 十 ly^dzdx 十 3( z 2 - DcLrd ^ 



(一 3)dxdy = 3 tc 


/ <i 


Blth / = 27 t -3 jt = 


7T. 


点评本题 选择义 时应注意其侧的选择，要保 i 正与 2 围成封闭曲面后同为外侧或内侧.在 
上投影枳分时，要注意符号. 


【997】 计算曲面积分 （2 :r + z)dydz + zdxdy 9 其中2为有向曲面; z ： = x 2 + : y 2 (0< z < l 〉， 



其法向量与=轴正向的夹角为锐角. 

解 以 A 表示法向量指向2轴负向的有向平面2=1 U 2 + y < l )， D 为 A 在 ： cQv 平面上 


的投影区域，则 



(2x + z)dydz + zdxdy 



(一 l)dj：dy 


设 D 表示由2和&所围成的空间区域，则由高斯公式知 



(2x + z)dydz + zdxdy 




(2 十 l)dV= —3 


•2ti rl rl 

d 没 rdr 2 dz 

0 JO Jr 


_6 兀 £(r —r 3 )dr=— 6 兀 ( 香 - 令 )j: 




因此 , {2x + z)dydz + zdxd：y = 一 ~rn 一 (一 tc) = - ~ 

JJ 乙 L 

1 


【998】 计算曲面积分 



2(1 - x 2 )dydz + Saydzdj ： — 4zrdzdy t 


其中2是由 oQy 平面上的曲线 : r = P (0< y < a ) 绕: c 轴旋转而成的旋转面，它的法向量与1轴 
正向的夹角大于 

解法一 作辅助平面2 1:> 3：=6%方向和：1：轴同向，则旋转面与辅助面构成一个方向为 
外侧表面的闭曲面(如图998所示），于是 




第十章曲线积分与曲面积分 


§6.商斯公式通置与败度 



2. S. 




5 + S. 


其中 



2(1 一 x 2 )dydz + Sxydzdz - 4 zc<Lcdy 


2+2 


利用高斯公式，得 





( 一 4 r + 8 .r — 4 x)dV 


图 998 


2 + 2 


而因为， 



= e u ， dzdx = dzdy = 0,所以 

2(1 - x 2 )dydz + Sxydzdx - 4 zvdxdy 



2(1 — e 2a ) d ： yd2 = 2( 1 _ e 2a )7 ra 2 




故 



%!% 

0 

X ^2 


0-2 a 2 ( l - e 2 a )7 r = 27 ra 2 ( e 2a - 1). 


解法二 因为 


f + 笋 +笋二 - 4jc + 8 r 4 x = 0 

ax oy dz 


故积分与曲面形状无关，由此，得 



2( 1 一 x 2 )dydz + 8 j^dzdx ^ 4 zrdxdy 



2(1- X 2 )dydz + Saydzdx - 4 zrdxdy 


2(1 


2a 


)dydz 


a 

x— e 

2^ 2^ 2 
y +2 


A 心: 


2 a 2 ( e 2 " 


【999】 计算 

为大于零的常数. 



gjcdydz + (z + a ) 2 dxdy 

~u 2 +y + y ) i/2 


其中 2 为下半球面 2 


^一工 2 


: y 2 的上侧 ， a 


解 



axdydz + ( 2 : + a ) 2 dxdy 

(x 2 + V + Z 2 )" 2 



axdydz + (2 + a ) 2 drd ^. 


( 工 2 + 2 

补一块有向平面 2 T : ，其法向量与 z 轴正向相反，从而得到 

^z — O 

/ =丄 （:） axdydz^ (z+ a) 2 dxdy ^ axdydz + (z + a) 2 dxdy\ 

A L Jj JJ 」 





(3 a + 2 z)dV + [ a 2 dr < iy ], 



其中 《 为 2 + y 围成的空间区域，1>为 2 =()上的平面区域工 2 十 y < a 2 .于是 




2Tca 4 —2 



zdV + 7 ta 4 


rln fa 

Ka 4 - 2 I rdr 

Jo Jo 


2 2 
a -r 


zdz 


JL 




[1000] 设 《( H 幻在闭区域 0 上具有二阶连续偏导数， 2 为 n 的边界， g 为以幻 


沿 X 的外法线的方向导数，并引用拉普拉斯算子 △ 


3 2 , 3 2 , 3 2 \ >-r H0 



u ~dS 

on 



[(努 


S ) + ( g ) MS 


mk 

dj：dydz 

4^ 



nAudxdydz . 


分祈本例左端是沿闭曲面 2 外侧的对面积的曲面积分、而右端则是在2所围区域打上 
的三重积分，只有以对坐标的曲面积分为桥梁、才能把它们联系起来.因此，解题时应先用两种 
类型曲面积分之间的关系把左边的曲面积分化为对坐标的曲面积分，然后利用高斯公式使之化 
为三重积分. 

证 



u-^dS 

on 



u \_~ co & ( n , x ) ^^cos ( n , y ) + ( n , z)~\dS 



u *^ r L dydz + u • z~dzdx + u • ^ r^dxdy 


dx 


dy 


dz 





du 

dx 




3 u \ 2 

dx) 

du \ 2 

dx ) 


du 

3 y 

3 u 

dy 


d I du 
3^1 U '^y 

r +( s ) 


dz 


w * J J dxd^dz 


2 


_ 

drd^y 


dz + 



d 2 


9 d ? U ^ J ? 


S +w .|^] 砂心 


~ j dxdydz ^ 



uAudxdydz . 


求通置及散度 

[1001] 设 2 是圆锥面 2= 与平面2 = 2所围成封闭曲面的外侧，则向量场4=3 


十 yf + zk 通过曲面2的通量少 


解 <P 


至 ) A 'dS 



(: cdjydz 十 ydzdx + zdxdy ) 



rln r2 r2 r2it r2 

3 d 汐 rdr dz = 3 d 6 r (2 - r)dr = 6 n ( r 2 

J 0 JO J r Jo Jo 


(l + l + l)dV 


T } ir 87z ' 



dV 


故应填8穴, 


[1002] 求向量场 A 


的散度，其中 


od + yj 十 zk 


r I 


解 


Ir| 






令 F 


+ y 2 + 之 2 


Q 


x 2 + y + z 2 


R 


x 2 十 y + z 2 


divA 


d P 

dx dy dz 


y 2 ^~z 2 | z 2 + x 2 | x 2 + y 2 

( x 2 + y 2 + z 2 ) 2 ( x 2 + y 2 + z 2 ) 2 ( x 2 + y 2 + z 2 ) 奮 





第十章曲线积分与曲面积分 


7 .斯托克斯公式环流量与旋度 



2^ 


X 1 + y l + z 2 


【 1003 】设数量场 u = In J~x 2 ^ z 2 y 则 div(gradu) 


解 


du 

dx 


则 


gradu ^ f ^ 


div(gradu) 


2x 

JC 2 + + z 2 

d fj^ d tr~ 


x 2 + y 2 + z 2 
: d + yf + zk 
y 2 + z 2 


du 

3 y 


y du _ Z 

x 2 + y 2 + z 2 ^ a z x 2 + y 2 + z 2 


+ J- y ^ x 2 + y y 2 +z 2) + f z ( x 2 十 - z 2 


J ： 2 + + 2 2 


J ： 2 - y 2 十 z 2 


X 2 j ry 2 


(x 2 + y 2 ^ z 2 ) 2 (x 2 + y 2 + z 2 ) 2 (x 2 + y 2 + z 2 ) 2 X 2 + y 2 + z 2 


故应填 


y 2 + z 2 9 


【 1004 】设 


工 2 十 J 2 + z 2 ，则 div(grad r) 


(1，-2,2〉 


解 gradr 




dr dr 

57 + P 




x 2 + y 2 + z 2 


+ y 2 + 


div( gradr) 


(1，-2,2) 


dx 


工 2 + >2 十之2 




W+z 2 3z JH 十 l 2 



(!• —2,2) 


故应填 


x 2 + y 2 + z 2 ' (!• - 2 , 2 ) 
丄 


2. 

3 


§7. 斯托克斯公式环流量与旋度 


1. 斯托克斯 (Stokes ) 公式 

设函数尸 (^, 2 ) 、 <3(^ ， 2 ) 、尺 (^,^) 在包含曲面 5 的空间域 0 内具有连续的一阶偏导 


数， L 是曲面 2 的边界曲线，则 


dydz dzdx dxdy 


Pdx + Qdy + Rdz 



d 

P 


3y 

Q 


d 

di 

R 



COSO 

dx 

P 


cos/? 


cosy 


dy 

Q 


d 

dz 

R 


dS 


其中 L 的正向与 2 所取的正侧符合右手法则， cosa, co&fi ， cosy 是曲面 S 的正侧上任一点 （ x，：y 
幻处法向量 /» 的方向余弦 . 


2 .环流置与旋度 
设向量场 


A(x, y,z) = P{x, y,z)i + Q(x ， y 9 z)j + R(x, y,z)k 


L 是场内的一条有向闭曲线，则称 





r 


A # dS 


Pdr + Qdy + Rdz 


为向量场 A 沿曲线 L 的环流量，并称向量 


,9 R 

为向量 A 的旋度,记作 iotA , 即 


f)i 

OZ 




rotA 




•AAA 

dx 3 y dz 


P 


Q R 


有了旋度的概念，斯托克斯公式可写成 


A • dr 



rotA • dS 


其中 dr 



i + dyj + dzfe , 


dS = dydzi + dzdjj + dxdyk 


基本题型 


使用斯托克斯公式进行计算 

[1005] 计算曲线积分 | ( 2 


y ) dr ^( x - z ) dy ^ (工-30如，其中 r 是曲线 


^ c 2 + y 2 


y ^ z 


，从 2 轱正向往 2 轴负向看 r 的方向是顺时针的, 


解法一令 


于是 


cosdy y = sinA 则 


2 - x + y 


cosd + sin 没. 



(z - ： y)dr + ( x - z ) dy ^ { x - y)dz = 


2n 


[2(smd + cos 沒〉一 2cos2 汐 - l]dd 


= - [ 2 ( - cos 没十 sin 夕）一 sin 2(9 - 0 ] = 一 2 tc, 

2 jt 

解法二设芝是平面 y +s = 2 上以 厂为边 界的有限部分，其法向量与 2 轴正向的夹角 
为钝角 . D # 为2在@面上的投影区域. 

记 F = (z - y)i + (x ~ z)j + (x ~ : y ) jt , 则 


rot F 


3 x 


JL 

d y 


dz 


2 k 


z - y x-z x 


利用斯托克斯公式知 


F - d / 




(rot F ) 0 dS 



2 dxdy 



2 dxdy = - 2tt- 


[1006 ] 计算了 


(^ 〜 z 2 )dr+(22 ： 2 - ： r 2 )d：y + (3:r 2 - ： y 2 >d z ，** 厂是平面 x + ：y + 


与柱面 + 1^1=1 的交线，从 2 轴正向看去， r 为逆时针方向. 



解 记2为平面 X 十 J + Z = 2 上厂所围成部分的上侧， D 为2在: rQy 坐标面上的投影，由斯 


托克斯公式得 


(一 一 4z)dydz + ( 一 2z 一 6^)cLrdz + ( 一 2x 一 2y)dxdy 


/3 


(4r + 2 夕 + 3z)dS 


(x - y + 6)dx6y 


= 一 12 dxdy = - 24. 

D 

点评斯托克斯公式連立了对坐标的曲面柄分与以此面的边界为曲线的对坐标的曲线积 
分之间的联系，有时计算对坐标的曲面积分可能更容易，例如 可以用 高斯公式或直接由曲面的 
几何意义获得.关键是報据给出的空间曲线适当地选取以此曲线为边界的曲面，大多数情况下 
可选空间的平面的一部分. 


【1007】汁算 


aydz + z 2 dy + zrdy y 其中 r 为锥面 2 


• 2 + y 2 与柱面 X 2 + y 2 = lax 


U >0) 的交线以2：轴看逆时针方向. 

分析积分曲线 r 用参数方程表示也比较麻烦，因此若用对坐标的曲线积分的计算法计算 
J 不容易，又被积函数均满足具有一阶连续偏导数的条件，所以可用斯托克斯公式把〖化成曲面 
积分进行计算. 

解设2为锥面被 r 所围的上侧，则 


dy dz dzdx dxdy 



iL 

dx 


d _ 

dy 


dz 





2zdydz + zdzdx + xdxdy = — 



[2 之(一 z x ) + 2 ： (一 z y ) + x]dxdy 



2z ~r ^ ~- 2 + 之 ~rf~2 + 
sf x 2 + y 2 y/ x 2 + y 2 

A 

卜 y)<Lcdy, 


X 在: cQy 面上投影 0^:1 2 +夕 2 <2 



(jr + y)dxdy 


rla cosfl 

r(cos6 + sin^)rdr 

f Jo 


8 a 3 f ? 


(cos 4 ^ + sin 汐 cos 3 汐 ） d 沒 


16 a 


3 r? 


cos 4 沒 = na 


旋度的计算 

【1008】已知向量场 A = (2z - 3y)i + (3 x - z)j + (: y -2 i ) fc ， 则旋度 rotA 

解 








k 


tocA 


3 


dx 


d _ 

3 y 


dz 


2 z 一 3 y 3 x 一 z y — 2 x 


2 i +4 j + 6k 


故应填 2 Z + + 6 无. 

【1009】设有向量场 A = x(l + x 2 z ) i + y(l - x 2 z)j + 2(1 - x 2 z)k 


(1) 求 A 通过由锥面 VP + y 与平面 2=1 所围闭曲面外侧的通量 

(2) 求4在点 M Q (1,2, - 1) 处的旋度. 


解 （1) 边 


O x(l x 2 z)dydz + )(1 一 x 2 z)dzdx + z(X — x 2 z)dxdy 


( 1 + 3x 2 z 十 1 — x 2 z + 1 一 2 x 2 z)dV — 3 




n 


dV 


K 


(2 )rotA 


• 

l 

♦ 

J 

$ 

it 


♦ 

♦ 

i 

f 

J 

k 

d_ 

d_ 

d_ 


d 


d 

dx 

dy 

dz 




dz 

P 

Q 

i 

R 


x(l + x 2 z) 

7(1 一 x 2 z) 

z{\- x 2 z) 


所以 



x^y i + (2az 2 + 工 3 ) •/- 2a^Jc. 

2 i + y + U , 


§8. 综合提高题型 


曲线积分的计算 


[1010] 计算 


(12 ^y + e y )dx - (cosy - are y ) d ： y ， 其中 ADB 为由点 A (- 1，1〉沿曲线>^ 


x 


2 


到点0(0,0)，再沿直线 > = 0到点 5(2,0) 的路径 


解如图1010所示, 


\2 xydx 




coeydy 




e y dr 


xe y dy 

h ^ h 



/"n \2xydx = 12 r\ : cvdx 十 12 
A3B J JO 


r^xydx 

OB 



rO 


12 


_2 


h 


h 


x^dx + I Odr = 一 3 ， 

o 

， 「 u , o ) 

广 s cos^d^ = - d(sin^) 

/CB J (-1, 

f(2,0) 

d ( xe y ) = xe y I =2+ e . 

J (- 1 , 1 ) 


图 1010 


-1,0 

( 2 , 0 > 


sin ^ 


( 2 , 0 ) 

(- 1 , 1 ) 


sinl, 


(- hi ) 


所以 / — 2 + e + sinl 一 3 = sinl + e — 1 • 







第十章曲线积分与曲面积分 


§8 . 综合提高题型 


【 1011 】计算 f 一 [/(^)e"-3^]dx + [ 厂 （ : y) e i-3]d;y ， 其中尸 （ 30 连续， ^ 为连结点 

J AnB 

A(2,3) 和点 B(4 ， l) 的任意路径且与线段围成的面积为 5 ， ^ 在直线 AB 的一侧 . 

解如图 1011(1) 所示： 

% Jk 

[f(y)e x -3y]dx+ - 3]dy + _ [f(y)e x -3y]dx + [/'(y)^ ^ 3]d^ 

J AnB J BA 


[f(y)e x -3y]dx^ [f / (y)e x -3]dy 



Lf r (y)e x -f'(y)e x ^3]d 



da= -15, 


而 _ [f(y)e :z -3y]<h: + [f / (y)e x -3]dy= _f(y)e x dx + f'(y)e a dy - 3 _ydx + dy 

J BA J B4 J BA 


r r (2 3) f3 

一 d[f(y)e x ] - 3 —：ydr 十 d：y =f(y)t x \ -3 y + l)dy = e 2 f(3) - e 4 /(l) + 6 , 

J BA 」 B4 ( 4 ，D J 1 


乂 （2 >3) 




B(4 ， l) 


d(2,3) 




5 C 4 J ) 


x 


X 


图 1011(1) 


所以 


图 1011(2) 


-15 


BA 


[f(y)e x -^y]dx + [f'(y)e x - 3]d^ = e 4 /(l) - e 2 /(3) - 21 


如图 1011(2) 所示 : 


/-N [f(y)^ x ~^y]djc + t/ / ( 3 , )e' r -3]d^+ _ [f(y)e x -3y](h: + [f r (y)e x - 3]d3» 

J AnB J BA 


[f(y)e x -3y]dx^ [f / (y)e x -3]dy 



d(T = 15, 


所以 


15 - L [/( 於 3 咖 + [厂(於 3]d 尸 ev ⑴-她 


【 1012 】求 I 


点 A(2 a ， 0) 沿曲线 : y 


{e x siny — 6(x + y))dx + (e x cosy 

v^or -: r 2 到点 0(0,0) 的弧 . 


)d ： y, 其中 a, 6 为正的常数， L 为从 


解添加从点 0(0,0) 沿 : y = 0 到点 A(2a,0 ) 的有向直线段 


L\JL. 


(e z sii^y — 6(x + y))dx + (e x cosy - ax)dy 


( e^siny - b{x + y))dx + (e x cosy 


)dy 


由格林公式，前一积分 










(b - a ) d<r — ~ a 2 (b 一 a ) ， 


其中 D 为 LUl 所围成的半圆域，直接计算后一积分可得 


_2a 


— hx)dx — - 2 a 2 b y 


从而 I = I x - I 2 = ^ a 2 {b - a ) 十 la 2 b = + 2、 a 2 b ••• ~a 


【1013】 计算 


(x + y )6 jc - (jc - y)dy 


x 2 + y 


，其中 l 是 


( 1 ) 不包围也不通过原点的任意闭 曲线； 

(2) 以原点为中心的正向的单 位圆； 

(3) 包围原点的任意正向闭曲线. 

解 因为有任意闭路积分的问题，故先验证积分是否与路径 
无关，即验证 g 与 g 是否处处相等. 

dP ( x 2 + y 2 ) \ - y )2 y x 1 - 2 xy - y 2 



ll 


3 y 


u 2 + y ) 2 


( x 2 ^ y 2 ) 


3Q _ (: r 2 十: v 2 ) (- 1) 一 （: y - x )2 x _ x 2 - 2 xy - y 2 


dx 


+ 〆 ） 2 


( X 2 + A 2 



所以在全平面上除掉原点 (0,0) 的复连通域内，有 


3P = dQ 
dy dx 


，故 


(1) 在 f 包围也不经过原点的任意闭曲线 Li 上 


(如图1013所示) 


图 1013 


(x + y)dx - (x - y)dy 


x l + y 2 


0. 


件知 


因为由 L 所围域 Di 是单连通域，且有¥ = |^处处成立，由曲线积分与路径无关的等价条 

dy dx 

£ (x + y)dr - { x - y)dy ^ 

少、 7 T 7 =0 . 

(2 HSL 2 是以原点为中心的单位圆，方向取为正向，由于 L 2 所围的域包围有原点，是复连通 


( nr = cnf^t 

, 0«2 兀， 

3^ = sint 


( j ： ^ y ) dj ： - (x - y)dy 


2k (cost + sinOdcos ^ - ( co&t - sinf )dsini 


x lj ry 2 


cos 2 ? + sin 2 f 


cos /( — sinf ) — sir^t - co^t + cost ♦ sini ]dz 


•2tt 


(- l)dr 


2 ?r 


(3> 如图 1013 所示，由于 L 3 包围原点，故是复连通域，又 L 3 是任意闭曲线（包围原点）直接 
积分不现实.为了除去原点，在 M 和单位圆 L 2 (当 L 3 不能完全包含 L 2 时，在 L 3 内任作一个中 
心在原点，半径为充分小正数3的小圆即可解决）.之间作辅助线 AB (如图1013所示），使连接 
1 3 和 L 2 ，则1/ = 1 3 +而-[ 2 +兩成为一条闭曲线(其中-1^ 2 表示[ 2 的负向闭曲线），这条闭曲 

线不包围原点，所以在以1/为边界曲线的单连通域上，恒有 




第十章曲线积分与曲面积分 


§8. 综含提离題型 


故 


即 


因为 


iP^iQ 

dy djr 


(x + y)dx - (x - y)dy 一 

i 2 ” 2 = 

(x + y)dx - （x - y)dy 一 

x 2 + y 2 

(x^ y)dx- (x - y)dy 
m x 1 + y 2 

(x + : y)dr — (jc - y)dy 


(x + y)dx - (x - y)dy 

j ： 2 + y 2 

(x + y)dx - {x - y)dy 
-u x 2 j ry 2 


M 


+ y 2 


(: r + y)dx - {x - : y)dy 


AB 


B 4 


f (x + y)dx - (x - ( r (x + y)dx - (x - y)dy 。 

所以 、 - 7T7 - + -^7 =0 ， 

P (x + ^)cLr - (x - y)dy C (x + y)dx ~ {x - y)dy 

? l 3 — j - l 2 ""^ 

r (: r + y)(Lc - ( x - y)dy 

" Jl 2 

由此推出了包围原点的任意正向闭路 c 3 上的积分等于包围原点的正向单位圆的积分 


(x + y)dx - (j - y)dy 

X 2 + y 1 

(x + y)dx - (x - y)dy _ 

X 1 + 

(x + y)dx 一 （ j 一 y)dy 
U x lj ry 2 


故 


(x + y)dx - ( x _ y)dy 

x 2 + y 2 


— 2tz 


【1014】设在上半平面 D = {(工，5)|>>0}内，函数/(工，：>0具有连续偏导数，且对任意的 


>0都有 /( ir , o 0 


2 / Cr , J ). 证 明:对 D 内的任意分段光滑的有向简单闭曲线 L ， 都有 


yf { x y y)dx - jf 、 x ， y)dy 



证由格林公式知，对 D 内的任意有向简单闭曲线 L , 


yf (: t ， y ) d：r - jf ( x , y)dy = 0 


的充分必要条 件是: 对任意 U ， 30 e D , 有 

0^ y )) + -~( jf ( x , y ))=2 f ( x , y ) + yf f 2 ( jcyy )^ 

由于对任意的(: t ，>0 GD 及 f >0 都有 


f ( tx 9 ty ) = t ^ 2 f ( jc , y ), 


两边对 £ 求导，得 


^f\(tx,ty) J ryf / 1 (tx,ty)= 一 2 厂 3 /( 工 ， >)• 


令《 = 得 


2/( x ， y ) + af \{ xyy ) j ryfi { x , y )^0, 


即 


f ^{ yf ( oc , y )) + y )) =0 


所以 j l #( X ， 一 J /( J: » 3 ; )d^ = 0 . 





【 1015 】 已知平面区域 D = {( x , y ) 10<: r <7 c ，0<： y <7 r }, L * D 的正向边界.试证 


⑴ '工 


e sinv d^ - ye'^dr 


<D xe' 51 ^ -^e slTir clr; 
L 


(2) 6 xe siny dy - ye 


- sinr 




L 


证法一 （ l ) 左边 


右边 


0 

•IT 

0 


Ke siny dy 


内 o 


7T 


_ - SUIT J _ 

7ie ax 


7t(e siriI + e -siaz )dr 


Ke~ siny dy 


r 0 


7te smr dx 


0 

o 


7r(e siax +e" siax )cLc 


所以 


L 


a ： e siny d^-ye" siaz dr 


CD : ce- 卿 d 〉 一 : ye 順 dx 
L 


(2) 由于 e siar + e _ sinx >2, 故由 （1) 得 


snxyj^, _ 


(p xe 9tllJ, dy 一： ye 
L 




0 


n ( e siTiX + e ^ sinx ) dx >2^ 


证法二 （1) 根据格林公式，得 


L 


xe sxny dy-y^ SiTiX dx 


( e 9 ^ + e ^ sinx ) dff , 


jj 


① xe- sin ^d^->e s,nr dr 

L 


e 


sxny + e sxnx ) da 




因为 D 关于 y 


x 


对称，所以 


( e ^ + e^ ,Tvr )dcr 


e ”i ⑽十 e sinr ) dff ， 




jj 


故 


$ xe ^ dy - ye ' S { nx dj ：^ $ xe ' 8 ^ - ^ e sinz dr 

L 


(2) 由 （1) 知 


(p xe & iny dy - ye'^dx 

L 


(e sin ^ + e ■ silkX ) d(T 




(e 


SIT\X 


e 


inx )da 


jj 




2 d(x = 2^. 


•J 

D 


[1016] 设函数 以： y ) 具有连续导数，在围绕原点的任意分 

段光滑简单闭曲线 l 上，曲线积分 cf + 的值恒 

J l 2x + y 

为同一常数. 


(1) 证明对右半平面 x >0 内的任意分段光滑简单闭曲线 


C , 有 


0 


C 


< p ( y)dx + 2 xydy 
lx 2 + / 


0 


(2) 求函数 ^(30 的表达式. 


yk 


/ 

/ 

/ 

[a 

/ 

\ a 

/ 

y 

\ 

〆 

Q 〜 

1 

1 




图 1016 


证 （1) 如图1016所示，设（:是半平面: r >0 内的任一分段光滑简单闭曲线，在 C 上任意取 


定两点 M , N ， 作围绕原点的闭曲线 AiQNRM , 同时得到另一围绕在原点的闭曲线 M 3 VPM 
根据题设可知 




第十章曲线积分与曲面积分 


§8. 铼合提离题型 


( ： y)dr 十 2xydy 


( y)dx + 2 aydy 




Zr 2 + 




lx 1 + y 4 


根据第二类曲线积分的性质,利用上式可得 


( y)dx + 2 aydy _ 
2 x 2 + y 4 . 

( p ( y)dx ^Ixydy _ 
2 x 2 + — 

( p ( y)dx + 2 x^dy 






( y)dx + 2 xydy 

一 z? + / — 十 

y (: y)Aj 十 2:tyd：y 
2： r 2 十 / 


aSv 


( y)dx + 2 xydy 

lx 1 十？ 




2 x 2 + y 




( y)dx + 2 xydy 

2^ 2 +y~~ 


0. 


(2} 解设 P 


( p ( y ) 

2 工 2 十 y 


,Q 


lay 

2 x 2 + y 


4 


， P , Q 在单连通区域: r >0 内具有一阶连续偏导数，由 


(1) 知，曲线积分 


在该区軸与路径无关，故当^时，总有 IHf . 


3Q 

dx 

dP 

3 y 


2 y {2 x 2 + y 4 ) -4 x % 2 xy 一 4 x 2 v + 2 v 5 


(2 x 2 + y 4 ) 2 


， 


① 


'{ y ){2 x lj r y 4 ) -4< p ( y ) y 3 2 x 1 cp / ( y )^ < p / ( y ) y 4 - 4 o ( y ) y ^ 


(2x z + y 4 ) 2 


(2x 2 + y 4 ) 2 


② 


比较①、②两式的右端，得 


<p\y) = -2y, 

^( y ) y 4 -4( p ( y ) y 3 = 2 y 


5 


③ 

④ 


由③得 (p{y) - —： y 2 十 C _ 


将 f (： y ) 代入④得 2： y 5 _ ACy ^ = 2 y 5 , 所以 C = 0,从而 < p ( y ) = ~ y 2 . 


点评 （1) 中令 P 


(30 


2 x L + y 


、一 n _ 2 xy 

( y)dx + 2 xydy _ 
2 x 2 + y 2 


利用格林公式 


5P 
Bx By 



da 


(2) 中利用 （ l ) 和 = 且 9?( j ) 中不含 尤 得史 （30= - y 1 • 

曲线积分与路径无关的条件 

【1017】设曲线积分 [/( J ：) _ e x ] sin ： ydr-/(dcosydjy 与路径无关，其中 /( jt ) 具有一阶连 

J L 


续导数，且/(0)=0,则 /( X ) 


(A) 


- e x 


(B) 


(C) 


e x + e 


一 1 


(D)l 


e x - e〜 x 


解 P =[/(!) - e:]sin ： y ， Q= -/(\r)cos^ 

由 = 手得 [/(又） _ e x ]cosy = ~ f / ( x ) co & y . 

dy dx 

即 f ' x 、 +/ U ) = e ' 解此一阶线性微分方程得 


fix) 


e:+ Ce 


- X 


由 /(0)=0 得 



, 所以 /( X ) 


e x ~ e 


一工 


故应选 ( B ) 





110181 ⑽ /， y ， 确定 脱 使偏]…(以 ㈣ 径无关，并繼 


(0,0) 到点 （1,1) 的积分值. 

解 （ l ) P ( i ，： y ) = + /( ： r) ]： y ， QO , ： y) = - /(工） ， 则 ^ = e : + /( x ) ， 

dy dx 


一 /'(. r ) •由 


dy dx 


得: 


/’⑴ + f(x) 


e • 


解此一阶线性微分方程得 


/(x) 



d ? 


cLc 


e 2l + C 


把 /(0) 


代 入得： C =1 .故 /( x ) 


e , 


( 2 ) 


( i,D 

( 0 , 0 ) 

(Ul) 

( 0 , 0 ) 


[e^ + f(x)]ydx - f(x)dy 


e" + e^)^dx+ ( ~e'" + ye") dy = 



(1，1) 

( 0 , 0 ) 



2 e _ e 


[1019] 设 /( M ) 为连续函数， L 为平面上逐段光滑的任意闭曲线，证明 


fix 2 + : y 2 )(xdx 十 ydy) =0. 


证 令： r 2 + 


/=〜则<1« = 2(1心+ < >^)，因为/( 1 0连续,所以 F ( u )= / U ) 山，存在 

JQ 


dF(u) = f(u)du =/( 工 2 + y 2 ) _2(xdr 十 


即 


/(x 2 + y 2 ).(j ： dj：+ : ycbO = -ydF(u), 


故 j) 乙 /(工 2 十: y 2 )(xdr 十 ： yd ： y ) = 了 j) dF(u) =0. 

第二类曲线积分求极限 

【腦】 计算 ，， L 取 正向. 

解 从被积分式和积分路径看，将路径以参数方程表示，化成对参数的定积分计算为宜.将 
L 表示成参数方程 如下： 

f :r = *R cost 

L ： { 0^t^2n 

^ y = Rsint 


于是 


xdy- ydx f 2 穴 R 2 cos 2 t + R 2 sin 2 t 


l (j： 2 + ay + y 2 ) 2 


R^cosU + R l sinU 
Jo (R 2 + R 2 sintcost) 2 


2 k 


R 2 


dt 

1 + 士 sin2z 


般来说应先计算积分 


dr 

1 + 士 sin2f 


，再计算极限，但在上述计算过程中，我们已分离 






第十章曲线积分与曲面积分 


§8. 结合提离题型 


出士，而 

K 


^2 n 


dt 已与极限变量尺无关，又因为 


在区间[ 0 , 2 〃]上连 


1 + ~ sin 2 t 


1 + ~ sin 2 t 


续，上述积分一定存在，故我们有 


lim 


xdy - ydz 


•2k 


( x 2 + + y 2 ) 2 r — 


lim 


R 2 Jo 


dt 


1 + ~ sin 2 i 


对坐标曲面积分的计算 

【 1021 】计算曲面积分 (T ( 2 a : + z)dydz + zdxdy , 其中 2 为有向曲面 2 = : r 2 + ^ y 2 ( 0 ^ z ^ l ) 


其法向童与 z 轴正向的夹角为锐角. 

解法一以^表示法向量指向 z 轴负向的有向平面 l (_ r 2 + yO )， D 为 A 在 oQy 平面 

上的投影区域，则 



( 2 x 十 z)dydz + zdxdy 



(- dzdy ) 




设 D 表示由 2 和&所围成的空间区域，则由高斯公式知 



( 2 x + z ) dydz + xdjody 





( 2 + l ) dV = -3 de 


rdr 2 dz 


- 6jt (r — r 3 )d 

Jo 


6k 


ri 


引: 




因此， 



( 2 x + z)dydz + zdxdy 




7T 一 (一 7C 


7t 

T 


解法二设分别表示 2 在平面平面上的投影区域，则 


( 2 x + z)dydz + zdxdy 




(2 


y 2 ^ z ) (- dydz ) + 



(— 2 z 一汐 2 + z)dydz + 



( x 2 + y 2 )dxdy 


一 4 



y 2 dydz 



( x 2 + y 2 ) dxdy . 


其中 



y 2 dydz 


rl rl 

dy 

J -1 J y 


! a rl 2, 

2 V z - y 2 dz = — (1 - y 2 ) 2 dy 

么 3 Jo 


sint 


'^tdt 


4 3 1 7 T 

3 4 2 2 



( x 2 + y 2 )dxdy = 


dd 

0 JO 


rdr 


n 

2 


所以 



( 2 x + z)dydz + zdj：dy = - 4 *~~ + ^ 


2 • 


点评对坐标的曲面积分的计算方法是把它化为投形区域上的二重积分进行计算.例如为 


了计算 


R 


( x ,： y ， z ) cb : cl ： y , 其步骧为：（ 1 )画出积分曲面 2 ,并确定曲面侧是上侧还是下側； （ 2 ) 把 







曲面方移 2 = 2 ( x , ： y ) 代人被积函数中；（3)计算± J ?( jc ，： y ， z ( x 9 y )) djcdy y 其中“ ± ”号分别取决 



于曲面是上侧还是下侧. 


[1022] 计算 

为大于零的常数. 



axdydz + (z + a )^ dj：dy 


U 2 + y 2 ^z 2 ) l/2 


，其中 2 为下半球面 z = 


a 2 - x 2 


的上侧 ， a 


解 



axdydz + ( 2 ： + a )^dxdy 

-U 2 + ： y 2 + z 2 ) 1/2 


1 ff 

axdydz 

Cl JJ 
2 


+ (« + a )^ dxdy . 


f 2 

补一块有向平面 s '. ，其法向量与 z 轴正向相反，从而得到 

I = ~ i ) axdydz + (z + a ) 2 dj：dy — axdydz + ( z + a ) 2 dxdy 
u JJ JJ ■ 




r+s 



(3 a +25：) dV + 


轉 

a 2 dxdy ， 

JJ ■ 


其中 D 为 2 + S - 围成的空间区域, 0为2 = 0上的平面区域: T 2 + /< a 2 . 于是 


a L - 2 jra 4 - 2 



zdV + Ka 4 


7za 


-2 


2k ra rQ 

d $ rdr 

0 J 0 J — 


zdz 


JL 3 
2 a 


梯度的讨论 

【1023】确定常数 A , 使在右半平面 x >0 上的向量 A ( x ，： y ) = 2 a ( x 4 + y 2 ) x i - x 2 ( x 4 + 
3 ； 2 ) A y 为某二元函数《( 1 ， 30 的梯度，并求 u(x,y). 

解 令 P = 2^yU 4 + ： y 2 ) A ， Q- -x 2 (x 4 + y 2 V. 

AUd ) 在右半平面 i >0 上为某二元函数《(4 30的梯度的充要条件是 

此即 4 rU 4 + /) A (；l +1)=0,解之得 A = —1. 

于是，在右半平面内任取一点，例如 （1,0) 作为积分路径的起点，则得 


u ( x , y ) 


2 xydx - x^dy 


( 1 , 0 ) 


x 4 + y 


+ C 




: r 4 + / 


Jo 


7T? d ” c 


y 

arctan ~ + C. 

X 


点评若 P ( U )， Q ( U ) 在某一单连通区域上连续，且有连读的一阶偏导數，满足 ^ 


3 y 


g ， 则存在二元函 K :，30， id M : Pdx + Qcb.M 


u ( x , y ) = P ( x , : y 0 )dx 十 Q ( x ， y ) dy 9 

Jx o 


或 


一 J 

u { x % y ) = P ( x , y)dx + Q ( xq > y)dy 

Jx 0 J >0 


曲线积分和曲面积分的几何和物理应用 


【1024】曲线 


a cost , y = asiru ， z - bt 各点线密度与该点矢径平方相等.试求£从0到 27 c 






第十章曲线积分与曲面积分 


§ a 缭合提商通型 


段的质量. 

解由题意 p { x , y , z) ~ r 1 ^ X 2 y l + - a 2 + b 2 t 2 . 


I 

M = p { x y y , 2：)ds 

負 


2 k 


0 


( a 2 + b 2 t 2 ) J a 1 + b 2 dt 


a 1 + b 2 {2 iza 2 + ~7 t 3 6 2 ). 


【1025】质点 P 沿着以 AS 为直径的下半圆周，从点 A ( l ，2) 运动到点 S (3,4) 的过程中受变 
力 F 作用，如图1025所示， F 的大小等于尸点与原点 O 之间的距离，其方向垂直于线段 QP 且 

与 y 轴正向的夹角小于求变力 f 对质点 P 所做的功. 


解按题意，变力 F 


2 ^y/lco&d 
3十 sin 行. 


yi^ aj 9 
3 it 


圆弧 S 的参数方程是 


5(3,4) 




/ 




变力 F 所做的功 


疵2 )〆 


W — I ^ — ydx + xdy 

JAB 


Pix y y) 


4 


t /2(3 十 y ^ sin 0) sin 5 +\/2(2 +Jl co &6 ) cos ^ ] dd 


4 


2(7T - 1) • 


图 1025 


{1026] 求指向原点的力 ( r = V 

M 2 ( x 2 , Ji ， z 2 ) 所作的功. 

解点 M ( x ,： y ， z > 处力 F 的方向余弦为 


x 2 + y 2 + z 2 ) 将单位质点从点 MJjti , )1， 2^) 移到点 


cosa 


x 


CO&P 




cosy - 


z 

r 


而 F 


= — 




K 


F^ds - ( - K ) ^ r<bc + + -^rdz = d 


K 


TTyTI 2 


所以功 


w 



F m ds 


K 

x 2 + y 2 + z 2 


( x 2 , z 2 ) 


K 






十汐 ? 十 ^ 


【 1027 】在变力 F = yzi + zd ^ ayk 的作用下，质点由原点沿直线运动到椭球面 




4 = 1上第一卦限的点 jVTUo ,%，：^), 问当巧,九，印取何值时，力 F 所作的功说最大，并求出 VT 

C 

的最大值. 

分析本题是一道多元函数的条件极值问题，关键是建立在力 F 作用下，质点从原点出发 
沿直线运动到椭球面上点 MU 0 , 九，印)时，此力所做功的表达式.求解条件极 
值问题的一般方法是拉格朗日乘数法. 

解直线段 CMix - XQt,y = y ^ t . z - ZQt.t 从0到 1. 





w 


yzdx + zrdy + aydz 


之 

3 / x^y^zodt = xojyo 2 o - 


o 


下面求 W = x 0 yoz 0 在条件 




令 F ( x , y , z ) 


2 


C 

2 


( xo ^ O , ^ o ^ O , 初>0)下的最大值 


M a 2 6 2 c 2 l) 


由、 


dF 

dx 

dF 

dy 

dF 

dz 

dF 

dx 


0, 


0 


得 


yz 


2A 

.2 


2A 


X 


y 


< 


0 


0 


xy 


2A 


Z 


c 


X 


2 ■客 


z 


2 


l , 


c 


从而 




2 


b Z 


^ 即得 ㈣ 


1 i 


z 


2 


b 


2 2 
V 


3 


于是得工含 4 


by z=^=c 

73 


即当: = = 时力 F 所作的功 W 最大，由问题的实际意义知 


yr ， 


73 


75 



73 


abc • 






第十一章 


无穷级数 


§1,常数项级数的概念和性质 

1. 常数项级数的概念 

设 有数列 1 I : IM ， M 2 ，…， M „， … ，将其各项依次累加所得的式子 Ml + «2 

oo oo 

(常数项）无穷级数，简称(常数项）级数，记作 f ，即 = … 

2. 常数项级数收敛的概念 n n 


+ 


« » • 


称为 


U n 




设给定常数项级数 




M” = Ml 十 “ 2 




+ 


① 


i£ S n = 2 u i = 十以 2 十 • 


♦鬌 


A 为级数的前《项部分和，若 UmS „ = S (有限值），则称级 


数①收敛;若 limSi 不存在，则称级数①发散. 

n 一② 

3.常数项级数的基本性质 

(1〉级数 i 与 i ； 、有相同敛散性 u 是不为零的常 数）; 


(2) 若级数 5] 〜， S %均收敛，则级数^ 亦收敛，且有 


> i Cu n 土 v n ) — 〉: u n i v n ; 

rt—l n— l n — l 

(3) 在级数中去掉或添加有限项，不会影响级数的敛散性(但收敛时，级数和一般会改 变）； 

(4) 收敛级数任意加括号后所成的级数仍收敛.如果正项级数加括号后所成的级数收敛，则 


原级数 收敛; 


(5) 级数收敛的必要条 件：若 w „ 收敛，则 lim «„ = 0. 

n — 00 

4.柯西收敛准则 

oo 

级数 A 收敛的充分必要条件:对任意给定的正数 e ， 总存在 N , 使得当 《> iV 时,对于任 


意的自然数 


1，2,3, …， 不等式 


1 + i 十 w„ + 2 + ••. + 汉 ” + 办 | 


恒成立. 



基本题型 


利用部分和数列是否有极限判断级数的敛散性 


【1028】判断级数 A + A + …+…是否收敛.若收敛，求其和. 

故 HmS” = l, 

17—CO 

<90 

所以 S , 收敛，其和为 i . 

n(n + l) 

【脚】 腑义判断级数 士 6 +土 + … + ^ferrr …是否收敛. 

分祈用定义判别级数是否收敛，即是判别部分和数列 S „ 是否有极限.注意到级数通项 

可写成两项之差 则& 巾能消去中间各项，剩下首 

尾项，从而 s „ 可求，由此可判定其极限是否存在. 

解 W 项之和 


1 


1*6 6*11 


(5n ^ 4)(5« + 1) 


1 


( 1 — —— | —— —— + …十 

u 6 6 11 5n - 4 


5n + 


(1 


1 


5n + l 


5 5(5n + \Y 


则 lim 氏 =+< 


.因此，原级数收敛、 


n—oo 


点评将通项〜拆成两项之差，以求得前》 项和氏 ，这种方法叫拆项法 . 


【 1030 】 讨论级数 1 


1 


+2 1+2+3 


+ 


1 


1 + 2 + …+ « 


+…的敛散性.若收敛，求其和 


解 


1 


u 


故 


S n 


l + 2+_" + n n(n + 1) 


2(1 - 


n n 


+ 




+ ( 


n n + 


)]=3- 


2 

n 


所以 lim & = 3, 从而级数收敛，其和为 3. 


»今00 


【 1031 】 级数 ( 7 « + 2 - 2 y « + 1 ) =_. 

n = l 

解由于〜 = >/ n + 2 一 X y 7? - 1 = ( V n + 2 一 V n + 1) — (>/ n 十 1 — 〉，所以 


S n = w x + m 2 + ••- 4 - Un 

=[(/3-72)-(/2-7!)]+ C (/4-73)-(73-72)] + '" 

+ [(7n + 2 - V n 十 1) - J n + 1 -/n)] 


= C(/3 -Jl) + (/4 ) + ••• + ( y n + 2 - 


J n + 1) ] - [ </2 -J \) + (/l -75) + … 


+ ( + 1 ->Tn ) J 




_ zA 

n +2 + 




从而 limSn 


V2 + 1 . 


故应填 - 乃 +1. 

【 1032 】根据级数收敛与发散的定义判别下列级数的敛散性 


sinf + S in 謦 +… + S in$ 

6 6 o 


.nit , 
in ~ — K … 


解氏 


S1 nf + S1 n ^ + S in ^ + 

66O 


nn 
sin ~r 
o 


2sin 


7 ( 2sin 芑 sin f + 2sin ~ siny + 2sin 芑 sin 詈 + 
12 


+ 2sin Y^sin ~ 


2sin 


K 

12 


'( cos ^ 


n _cos 12 ) + (coS 12 


S )+(cos S 


77 tv , 

cos-) + 


( COS^TT 




2sin 


n 

12 


12 


2n + 

~ l 2 

2n + 
~12 


n)~ 


丌） 


由于 limcos^^TT 不存在，所以 lirnS n 不存在.因而级数发散 

«—oo 12 n-^°° 


n -»oo 


【 1033 】用定义验证级数冗；是否收敛 . 

n = 1 


解因为 


+ 2 ) — w 


u n 


rz(n + l)(n + 2) 2 n(n + l)(n + 2) 


n(n + 1) (n + 1)( n + 2) J' 


所以 S„ - S 


^ 是 U + l)U+2) 

- (iV 忐) ++ (忐 - 忐) + 




n(n + 1) (n + l)(n + 2) 


2 L 2 (w + l)(w + 2)J 
故 limS„ = 所以原级数收敛 . 

— CO 4 

【 1034 】用定义验证级数 i ] ln(l- ^ 


)是否收敛 


n 


解 因为 〜 = ln(l 


)=ln(l 


)+ln(l 


ln( n + 1) + ln( n — 1) 一 21nn ， 


♦ ♦ 

所以 S„ = S 


U k 


k = 2 


(ln3 + lnl - 2in2) + (In4+ln2 - 21n3) + 


[ln(n 十 1) 十 ln(n 一 1) - 2lnn ] 


ln( « + 1) - Inn - ln2 = ln( 1 + — ) - ln2. 



故 limS n = - ln 2, 所以原级数收敛, 


【 1035 】设级数 D ^ 收敛，则必收敛的级数为 _ . 

n = I 

06 00 0G 00 

( A ) ( _ ” 71 $ ( g ) S w « ⑹ S ( 私 -1 - w 2 J (D) ^2 (w rt + u n + 1 ) 

» = l » = 1 w- 1 n^l 

cc 

解记 E ('+ «„ + 1 ) 部分和为 tr„ ，一般项为 t ；„， 

n = l 

贝！ 1 + v 2 + •，. + = ( IM 十 Ii 2) 十(况 2 + w 3 ) 十 •_• + ( U n + w„ + i) 

=Ml 十 2u 2 + 2«3 + ••• + 2w n + W n + 1 
= 2( W】+ M 2 + ••. + + 一 2^ 一 M„ + 1 


因为 ^ 收敛，所以其部分和 { S „} 极限存在，即 lim^=A ，且 lim 〜= 0, 


从而= 2A - M !， 所以 U (〜十 〜 + !) 收敛 • 

… 刃 =i 

故应选 ( D ). 

已知部分和数列求级数的通项及和 

oo 

2 〜二 


故应《^ 1 ? 2 . 

求级数的和 

【1037】级数的和为 _ . 

n^O 2 

解此级数为等比级数，公比 9 = ^.由等比级数求和公式得 

, In 3 2- ln 3* 

1_ T 


【1036】若级数 U u „ 的部分和序列为& 


2 n 


« + 1 


解由 = S „ - S „ — !，有 u „ 


2 n 2 ( w — 1 ) 


，则 


2 




n 


n 


n(n + 1 ) 


OO CO 

由 2 «K = lunS „ ，可得 S u „ = lim2 . 


故应填 2 」 ii 5. 

点评常數项級数的求和方法为 

( 1 ) 使用等比数列求和公式计算，本題就是采用此方法. 

( 2 ) 直接求出部分和 S „ 的通项公式，然后求极限 limS = S .这种方法可同时用来判断鈒数的 
敛散性. 

oo 00 

(3) 把級数 D 视为幂级數2 当时所得的数项級數，通过求出幂级數 

n~Q n-0 
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§1. 常数项级数的溉念和性质 


2 的和函数 S (: r )， 可得到 D 〜二釗判），这种方法在 学习完 §4 后 使用. 


71 0 


n — 0 


[1038] 求下列级数的和 


Ym +". n + ... 


分析若按常规思路，求 s „ 会涉及到《为偶数与奇数的讨论，由于注意到奇数项的特点与 
偶数项的特点，我们不妨先求出 S 2 „ ，进而求出，当且仅当 s 2 „ 与 S 2 f i 极限均存在且相等 
时， S „ 的极限才存在，级数和 S 才可求. 

解 前项之和 


S 2 ^ i + i + ^ + i 


2 n 3 n 


(士 


2 2 


十. • 


+去) 十 <士+泰 + 


r ] 


n ) 


(1 


1 一 


丄 


2 n 


1 1 _ 3 

2 2 ,?> n ~ 2 


2 n 2-3" 


S2w-1 = 


1 3 1 


3 n 


由于 limS 


2n 


2” 2-3 n 3 rt 

- ±fr 1: 一 O 


Tj-^OO 


Y ， lim S 2ri -1 = > fe lim S M 


3 

_ 2 


于是 S = limS n = . 


点评当求 s „ 有困难时，要采取灵活的策略，最终求出 s „ 的极限即可 

利用级数收敛的性质判断敢散性 


【1039】判断级数敛散性 :1 


1 i 1 1 i 

3 2 9 


1 一 3” 


解此级数由收敛级数+及 S +相减得到，由性质知收敛. 

n = 0 2 —n 3 


n ~0 


[1040】若级数 E (〜十~)收敛，则 


n = 


( A ) 2 « n . S \ 均收敛 


• • • • 

( B ) E E b n 中至少有一个收敛 


n ~ 


n - 


n = 


( C ) 2 E b n 不一定收敛 


( D ) 2 \ a n ^ K \ 收敛 


n ■ 


n = 


n — 


解若级数芝；（〜 + 6J 收敛，不能保证§ 收敛.例如，取 a 


丄 


， b n 


n - 


n = 


71 « 


则 S (〜 十 〜）= 2 。收敛,但级数 D 丄 ， S (-丄)均不收敛 

一一 ％ _， % 71 4 TI 


n * 


n « 


n = 


故应选 ( C ). 

<30 

[1041] 若级数 (Md + w ) 收敛，则 


n = 





( A ) 2 〜 必收敛 


( B ) 2 ^未必收敛 


( C ) lim u n 


n = 


n = 


n 


( D ) S %发散 


ft = 


解级数 U + 是由 ^ 〜加括号后所得到的级数，由 D + 收敛 


n = 


n = 


n — 


不能得出级数 A 收敛.例如 D ( rl )” — 1 发散，且《„关0,但(卜 1> + (1- 1) +…+ (1-1) + 


Tt = 


n — 


冊 

2 ( -1 + «2 n ) = 0收敛. 


n - 


故应选 ( B ). 


【1042】若〜收敛，试证 1] %与 2] (% + %)同时收敛或同时发散 • 


n = 


n = 


n 


证⑴巳知 w „ 收敛，则当 d %收敛时，根据收敛级数的性质知 d («„+%) 收敛; 


n = 


n = 


⑵己知 I «„收敛，若 D 巧发散，则^ u „ + %) 必发散.若不然 ， L (k + 叫） 收敛，而 


n = 


w - 


w = 


n = 


2 ^ + - s 〜，由收敛级数的性质知公％收敛，与已知条件矛盾. 




ra 


n 


n = 


【1043】若两个级数 （1) 一个收敛一个 发散； （2) 两个都发散.问和如何? 
解 （1) 一定 发散； 


⑵可能发散也可能收敛.例如 ， D E 丄发散 ，且(»«十％)= D " 2 ■也 

. _ I ▲▲_， . ^ TI _， _ a Tl 


n = 


n — 


n = 


发散. 


而 2 U n 


1十1 一 1 十 ••• + ( - 1)”= 2 (— I )” 发散， 


n 


n = 


2 叫 = i-i + i -…+ (- 1)「 1 +…2 (- 1)"— 1 发散 


H = 


n = 


但 2 (« n + ^) - 2 0收敛 • 


n 


w » 


【1044】若级数 a „ 收敛，则级数 




( A ) 2 U 丨收敛 


( B ) 2 (- l ) n a n 收敛 


n - 


n = 


(c) 2 ^„ +1 收敛 


( D ) 


U 收敛 


n - 


/?= 


解 


E ^收敛，所以 E 专和 E 


都收敛，由收敛级数的性质知 


n = 


n = 


n = 




a « + 



收敛， 


n = 


故应选 ( D ). 


【1045】已知级数 X ； (- l )^ l a w = 2, 2 ax = 5, 则级 数公〜 




CJn I 第十一章无穷级数 

_ I § 1 常数项级数的概念和石质 

( A )3 ( B )7 ( C)8 ( D )9 

解 解答此题要用到无穷级数的两个基本 性质： 

CO oo 

(1) 若 2 = 是常数，则； 2 Ka n ^KS; 

n = 1 n = l 

CO oo oo 

(2) 若级数 n & ，乏] 〜= s 2 , 则 D (〜 ± - S !± S 2 . 

n a 1 n — 1 n - l 

w go oo 

由题设及性质 (1) 知 2^- flO 再由习 (- ir ~ l a n ^2 t & 2 2 an = 10 并结合性 

n = 1 7i = 1 7? - 1 

质⑵知 

go 00 

2 a « = 2 [2«2n- 1 _ ( _ 1)” ] a n ] ~S. 

n-\ « = 1 

故应选 ( C ). 


利用级数收敛的必要条件判断级数的发散性 


[1046] 判断级数+ + ; + + 

2 72 V2 

解级数的一般项〜 

V 2 




+ 士 + 

ri 


•鲁 


的敛散性 


由于 = l 关0,所以根据级数收敛的必要条件知级数+发散 

«=1 V 2 


11047] 判断级数& +的敛散性- 

n»l V n 


解由于 lim = li 



1#0,所以根据级数收敛的必要条件知该级数发散. 


【1048】判断级数 I ] 


的敛散性. 


+ 


解设 


Un 




.由于 lim 乂 = 1，且1: 


1 


所以 lim 〜=1关0.故级数乏] 


发散 • 


+ 


【1049】设、弇0,且^ 收敛》试判别^ 1的敛散性 

n-l rr = I 

00 M 

解由 I 收敛知 lim u n = 0 , 从而 lim — = 故级数 2 丄 发散. 

n ^i u n 

[1050] 判断级数的敛散性. 

n = l V n 

解由于1如/@= 尹 0, 所以由级数收敛的必要条件知级数2 

co \ n v n-^ n H 


发散 • 





oo 


[1051] 判断级数乏] 


n 


2 


的敛散性 


n = 


n 


解 因为 lirn 


n 


n 


71 


e , 所以 lim *; - 江 


2 




n 


CO, 根据级数收敛的必要条件知原级数发 


n 


散, 


利用柯西准则判断级数的敛散性 


110523 利用柯西准则判别级数$ 的收敛性. 


n = 


分析由于通项中 （- i )" + i 的符号随奇偶项而变化,故需进行奇偶讨论. 
解当/>为偶数时 


U 


U n ^ 2 +••• + « 


n + /> 


(- d b+2 . (-1)” 


n + 


n + 2 


+ 


(一 + 
n + p 


打十 


n + 2 n + 


n 十 p 


n 


1 


_(• 


n 


+ 2 n + 3 


) 一…一 ( 


)- 


n + p - 2 w + p — 1 n + p 


< 


1 


n 


+ 1 


当户为奇数时 


(-i) n + 3 + ( -D n+4 

n + 2 n + 3 


l) n 


+ ••• + 


(一 十夕十 l 

n + p I 


1 


n +1 n +2 n + 


— ( 


4 •♦♦ 


n + p 


n + 1 « + 2 n + 3 

因而对于任一自然数 t 都有 


) 一…一 ( 


n + p ^1 n + p 


< 


1 


n 


«« + l + W«+2+ .•• + U n +p < 


< 


n 


n 


对于任意给定的正数 e , 取 


L e - 


，则当 《 > N B 寸，对任何自然数 />, 都有 


A + 1 + ' + 2 +… + 〜 + /l | < e 成立，故由柯西收敛原理，级数 f 卜 1 + i 收敛. 

点评分情况讨论，使两种蜻况下均有统一的不等式成立，然后找到一个合适的 N ， 利用打 
西准則证 0 月級数收敛. 


§2. 正项级数的审敛法 

CO CO 

设 S %， 1 ] 〜均为正项级数. 

n = 1 n = 1 

1，比较审敛法 


( 1 ) 若 0<、<〜I %收敛，则 I ]〜收敛 



第十一章无穷级数 


§2. 正项级数的审敛法 


(2) 若 2 %发散，则 S 、发散 • 


比较审敛法的极限形式若 lim 


A (0< A < + 00 )，则级数 I 〜与 %具有相同的 


敛散性. 


2.比值审敛法 


若 lim ^ 


3,根值审敛法 


若 lirn ^ fu ^ 


<1， 

则 

« = 1 

»„ 收敛 

>1， 

则 

CC 

S 

n = 1 

U n 发散 

，1， 

则 

争 

CO 

S 

n = 1 

«„ 敛散性不定 

i 

<1, 

则 

f ] 收敛 

n = 1 

>1， 

则 

i : 〜发散 

»=i 

=1， 

则 

oo 

n = l 

in 敛散性不定 


4.对数审敛法 


In 




(1>若存在 a >0, 使当 n > W() 时，^ L > l +«, 则正项级数〜收敛 


In 




时，_^<1，则正项级数 f %发散. 

5.两个重要级数的敛散性 ” 

oo 

等比级数： 2] ^( a ^ O ) 当 jr|<l 时 收敛； 当 | ri>l 时发散 


P -^: S ~P 当/>>1时收敛，当时发散. 


6.正项级数判断敛散性的一般步骤 

n = 1 

(1) 考査〜 >0,则级数 发散； 

(2) 若《„—0,用比值^或根值法判定级数敛 散性； 

(3) 若比值法或根值判别法均无效，则用比较判 别法； 

(4) 若上述方法都行不通时，考虑 S „ 是否有极限. 

从上述步骤可知，比值法或根值法是较重要的判别法，也是较易掌握的判别法. 






基本题型 


使用正项级数的比较审敛法判断级数敛散性 
【1053】 用比较审敛法考察下列级数的敛散性. 

n = \ L n = l ^ « = 1 n ^Jn 

CO 00 2 CX> 

(4) 2 ; (5) 2 7~3； ( 6 ) 2 ~ ^7， U >0,6>0>, 

f^i /n I+ n 3 ^ + b 

oo 1 

解 ⑴由于 sin 吉< 而级数 2 $ 为等比级数，且公比为十< 1 ，从而收敛，根据正项 

2 2 7 , = i 2 匕 


级数的比较审敛法知 2 收敛; 

_ a z 


( 2 ) 由于 0 < 


2+ ( - l) 71 . 3 = n 立 


4 n 


<^,M 2 f 为收敛级数，所以根据 in 项级数的 tb 较审敛法知级数 


2 


2 +(- 1 )” 

V 


收敛; 


1 


(3) 因为 limT ^ = 1，所以 lim 


Tn 


1，即 s 


Tn 


与 I ； 1 有相同敛散性，而 I ； 1 发散，故 




D ，厂 

n^l r\y]n 


发散; 


(4) 因为+>1，而；2 1发散，根据比较审敛法，乏]+ 发散； 

y Tl ^ n = 1 ^ w = 1 V W 

<5) 因为而级数 f i 是发散的，所以级数 i H 也 发散； 

1 十行 3 72 + W 3 n rd n g l + w 3 

$ 

1 

CD OO 

( 6 ) 因为 = 1 参 0 , 所以由正项级数比较审敛法的极限形式知与 y ； 

n-oo 1 a na + b ^ 


同时收敛或同时发散，而调和级数 1 发散，从而 X ； ^ 7 发散. 

n fr { wa + 6 

【1054】用比较审敛法判断下列级数的敛散性： " 

OO 1 oo 

( 1 ) 2 ( a n2 - 1) ( a > l ); (2) y ] T * sin ; 

n=l n -1 ^ 

⑶ 2 7^~n (- >0 )； ⑷ S 

«=i i t a n=2 n 3 

丄 oo 

解 （ 1 ) 因为所以根据正项级数比较审敛法的极限形式知 f ] ( a ^- 1 ) 

OO oo oo 1 

与七敛散性相同，再由 5 ] 七收敛得级数 I ] u ” 2 - i ) 收敛； 

n=l n n=l n n=l 
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^ I § 2 . 正项级数的审敢 f 


⑵由于 2 % S i n J 巧 •(+)' 而级数自 7 t .(+)" 收敛，根据正项级数的比较审 


敛法知 Z 2” . sin 吉 收敛； 

«*i 3 

(3) 当 0< a<l 时，因为 lim 7^ = 1关0,所以由级数收敛的必要条件知级数 发散； 

oo i + a n 

当 fl = l 时，二+关0,所以级数也 发散； 

rt ^*ool 十 a" L 

当 《> i 时，一^<七= ( 丄 r ， 而 i ( 丄 r 收敛，根据正项级数的比较审敛法知级数收 

1 + a n a n 、 a I fr x K a > 

敛； 


\nn 


(4) 因为 li 


lim 


Inn 
0 ， 


CO CO 

0,根据比较审敛法的极限形式知 ^ _与 4 l 有相同收 


敛性，而 E 收敛，所以 1] _收敛. 

n = l 71 71 = 1 n 3 

OO CO I - 

【1055】设 u n > 0 9 2 收敛,证明当 a>l 时 2 J 今也收敛. 

n=l n=l ^ n 

<X> 60 

证 因为 E 〜 收敛 ， E 七当 《> i 时收敛 ♦ 

«^i »=i n 

而 = + ，所以由 S 士 k + 七 收敛得 S 巧收敛 . 

V 7i y n ^ n rt = i ‘ n n = i y n 


【1056】若 lim = a #0, 且证明级数 Y ] 发散， 

n = l 

CO OO 

解由已知得根据比较审敛法知1； ' 与；2丄有相同的敛散 

^°° n 一 co 丄 „ = 1 « = 1 71 


性，而调和级数 H J ■发散，故 D &发散. 

n = 1 打 n = I 

OO <x> 

[1057] 给定两个正项级数 S 〜及2 %,已知 lim & = …当 p 为何值时，不能判断这两 

二 ㈡ n — V n 

个正项级数有相同的敛散性？ 

( A)jO = 0 ( B )|0 = ( C )(0 ~ 1 ( D )p — 1 

OO oo 

解对于比较判别法，当+⑺时，级数«„和乏]%敛散性相同，因此 

n 〜 V n n = l n^l 

CO CO 

选项(6)、(0、(0>是正确的4=0时有可能2]〜收敛而 s %发散. 

n - I n = 1 

故应选 ( A ). 

CO OO 00 

【1058】设级数 S ' 与 S 〜收敛，且〜 二 1，2,…），试证级数 S G 也收 

n = 1 n = 1 ««1 


敛. 






解因为，所以为正项级数，且由正项级数的比较判别法 

71 = 1 

00 

知 L - a„〉 收敛. 


而 


(C„ -〜）+ 〜，由 ( c „- a „) 及、的收敛性及级数的性质知原级数收敛 


【1059】设^为正项级数.下列结论中正确的是 


(A) 若 lim 


0,则级数心收敛 


(B) 若存在非零常数 A， 使得 lim 


A ， 则级数&发散 


( C ) 若级数 〜 收敛，则 lim« 2 a „=0 

”《1 广 °° 

oo 

(D) 若级数 D 〜发散，则存在非零常数 A ，使得 lim 


A 


解取 a ” = 士， 则^似 ” =0 ,但2 S 士发散，排除 (a) ， (d); 


又取 〜 则级数收敛，但 limn 2 〜 = oo , 排除 ( C ), 

nvn n = i 坊 

故应选 (B). 

点评此类题目往往可以使用排除法，方便快捷.当然，也可直接说明正确选项. 
事实上，我们使用比较判别法的极限形式，对于选项 （ B )， 由 

lim na n = lim — 2 " = A 7^0 

n —oo n-^oo 1 


及 2 丄发散知级数 t a „ 发散. 

«»1 71 n^l 

【1060】下 k 各项正确的是 _ . 

<x> ao oo 

( A > 若刃《 2 „ 和刃 d 都收敛，则 ^ U „ + %) 2 收敛 

n = 1 n = 1 n-l 

⑻若 § i . i 收敛，则 i ： 4 与 s 4 都收敛 

n = 1 «= 1 n = l 

00 

(c) 若正项级数 5] 发散，则 u ^ 1 - 

« = 1 n 

(D) 若级数^ 〜 收敛，且 《„» = 1，2，".）, 则级数 f %也收敛 

n = l 

解因为 I | 2 + \ v n | 2 ^2| U n - v n . 

由正项级数的比较审敛法知 f 收敛•所以 f « n •外绝对收敛.即§ ( u n + v n ) 2 

» -1 n=l n ^l 

收敛 • 




第十一 M 尤穷级数 


§2. 正项级数的审敛法 


故应选 (A). 

点评 比较审敛法只速用于正项級数敛散性的判别，因此选项 （ D ) 是不对的.这是任意项级 
数与正项级数收敛性判断的一个根本区别. 

CC CXJ 

【1061】证 明若乂 《 7 »0)收敛，则丄； g 收敛，反之不成立，举例. 


S 


^ = 


解因为 1] 〜收敛，所以 limu„= 0 , 所以存在 M> 0 , 对所有心由 

,=i 一 

而<施„，由正项级数的比较审敛法知 x 收敛，反之不然.例如级数 

co 

^收敛，但级数 X 1发散. 


n = 


oo cc oo ^ 

【1062】证明若 XI ^ XI y 2 n 收敛，则互 ] I I ，乏 ] (W + v) 2 ，U A 分别都收敛 


证 


⑴由+ 根据正项级数的比较审敛法知 E 收敛. 


rf = 


⑵由 U , 十％) 2 二《 2 „十2«/„十4,根据正项级数的比较审敛法知 X u „ + %) 2 收敛 


⑶令 


CO oo 

(d + 七），根据正项级数的比较审敛法及乏]4收敛性，由 


(1) 得^收敛. 


n - 


【1063】设 a 为常数，则级数 


sin( na ) 


(A) 绝对收敛 


(B) 条件收敛 


/~n 

(C) 发散 


(D) 收敛性与 a 的取值有关 


解由 


smv na 


<+，根据正项级数的比较判别法知 


siny na 
2 


收敛，而；2 +发散 

； e = i V n 


— 職 、 p 


< i , 故发散），由无穷级数的性质知，级数 D 


siiH na 
2 


发散 


n = 


故应选 ( c ). 


利用正项级数的比值审敛法判断级数的敛散性 


[1064] 判断级数敛 散性: 


( i ) Sf ；； 


⑵ 2 土 ; 


⑶5,1 


⑷ S 


(n+l)\ 


n 


解 （1) 使用正项级数的比值审敛法，因为 


lim — 

rj-^co U 


lim 


U + l ) 2 3” 


< 1 . 


所以级数 2 t 收敛， 

(2) 使用正项级数的比值审敛法，因为 


iim — 


r 2^ + 1 2«-1 … 

二 2>1 





所以 S 发散. 

(3) 使用正项级数的比值审敛法 


lim 


lim 


D ! 


(w + 1) 


= lim - 
n ! ? j-*co \ n 


lim 


<1 


所以原级数收敛 
(4) 因为 


lim 


(n + 2)! 


.. n n + 2 

7i S^on + 1 ^ + 1 


<1 


所以原级数收敛. 

[1065] 判断下列级数的敛散性 


⑴ E 


2 厂 1)!! 


2 n m n \ 


⑵2 ^ 


⑶ S 


(^!) 2 

(2 n )! 


解 （1) 使用正项级数的比值审敛法，因为 


lim 


lim 


2w + 1) !! 


3 n -»! 


u n 


=3 W + 1 .U + 1)! (2/2-1)!! 


1，• 2 n + 1 2 

i"i^7TT = T <1 


所以原级数 收敛; 


(2) 使用正项级数的比值审敛法，因为 


+ i 十 2) • ( ??十 1) ! n " ,• 


n + 


oo>l 


所以原级数 发散； 

(3) 使用正项级数的比值审敛法，因为 


lim 


(2”M 


™[2 (w + l )]! ( n !) 


r _ \n ^ l / _^ z i 

i ^(2 n + l )(2 n + 2)~ 4 <l ^ 


所以原级数收敛. 


co 

[ io 66] 判断级数 D ^r = fr + 2! 


n ! 


的敛散性.并估计部分和 s „ 代替 s 产生 


的误差. 


解使用正项级数的比值审敛法 


因为 lim 


lim ^ 


co 

1把^^0<1，所以 XI 士收敛 • 


误差 估计〜 


(n + 1) ! 


n + l )\ 


n + 2 (w + 2) (n + 3) 


< 


U + l )! 


9 k 4 


(n + 1) 




(w 十 0! 


1 - 


! • n 




第十一章无穷级数 


§3. 任意项级数的审败法 


利用正项级数的根值审敛法判断级数的敛散性 

oo 

【1067】证明 D 七收敛 • 


证 使用正项级数的根值审敛法，因为& 




― ► 


0 U — CO )， 所以原级数收敛, 


【1068】判断级数的敛散性： 


，其中 


a (72 — ^°)，《„，6,<3均为正数 


解 = iim 


立 


故若6<心则级数 


收敛; 若 6> a , 则级数2 

\ (2 


±\ n 


发散 


利用对数审敛法判断正项级数的敛散性 

oo 

11069] 判断级数敛 散性 ： g 


In 


解 


inn 


lndnw 

\nn 


[nn 9 lnlnr ? 
Inn 


lnlnn 


In 


取 n Q ^ e e y 存在 a = — >0, 使得当 n > m 0 时 ， = Inlnn > Inlne 

根据对数审敛法知原级数收敛. 


2>1 


§3. 任意项级数的审敛法 


1. 交错级数的菜布尼兹判別法 

CO 

若 u n > Q . u n > u n ^ u limu „ = 0, 则交错级数 2] (-1 广 

tr 一的 n = ^ 

2. 任意 项级数绝对收敛与条件收敛 


收敛，其和 S < 


若2〜为任意项级数，且 D |心|收敛，则；2〜收敛，并称 I ；〜为绝对收敛 •，若 

U=\ n=I n =1 n =1 

i ] 心收敛 ，而 i ； 发散，则称 i ； 为条件收敛. 


3 .判定任意项级数 D 的敛散性的主要方法 


若2 |«„|收敛，则 g 绝对 收敛； 若 E 发散，则^ 敛散性判别主要利用 


莱布尼兹判别法”或 


0或求 S „. 




基本题型 


用正项级数审敛法判别任意项级数的绝对收敛性 

CO 

【1070】级数 D (- 1)”（1 - cos — ) (常数 a >0). 

fri ” 

( A ) 绝对收敛 （ B ) 条件收敛 （ C ) 发散 （ D 〉 收敛性与 U 的取值有关 


解因为 lim 


COS 


ft 1 


2 


a 


n 


CO ， CO 

h = 而乂 6收敛，所以 S <- ir(i 

I 一 i 2 7 Z 一 I 




COS i ) 绝对收敛 

n 


故应选 ( A ), 


【1071】求证 2 ^ G >1) 绝对收敛. 

rn n 


证 因为 


smnr 


n 


<七，由正项级数的比较审敛法，因为时 ，； s +收敛，所以原级数 

n , = i n 


绝对收敛. 


co 


[1072] 判断级数 X ； 


n 


sm Y 的敛散性. 


解因为 


tin 


sin 


n 


2 


，根据正项级数的比较审敛法及$ 

^ Y) 


71 


2 


的收敛性知级数 


2七 sin f 绝对收敛. 


【10 7 3】设常数 A >0,且级数乏] 4收敛，则级数(-1广 


a 


( A > 发散 


( B ) 条件收敛 


( C ) 绝对收敛 


〆 +入 

( D ) 收敛性与 X 有关 


解 


(- 1 )” 


a n I 


J n 2 ^ X 


a 




由于级数 D d ， 2 

V — 1 ?J = 1 

故应选 ( C ). 


均收敛，根据正项级数的比较审敛法知原级数绝对收敛 

n + A 


11074] 设〜 >0 U = 1,2,…），且2〜收敛，常数 A 6(0， fO ， 

co 

则级数2 (- l ) I 1 (« ta n - i -) a 2n _ . 

，，： 1 71 

( A ) 绝对收敛 （ B ) 条件收敛 （ C ) 发散 （ D ) 敛散性与 X 有关 

OO OO 

解因为〜 >0,且 Z 收敛，所以 D a 2 „ 收敛. 

rt = 1 77 = 1 

CO 

又 linwmn ^^ A ， 所以级数乏] (_ l )” U，tan 绝对收敛. 

一 n ^ n 

故应选 ( A ). 





第十一芑无穷级数 


§3. 任意项级数的审敛法 


♦八 1 / ♦♦ 

点评若正领级数^〜收敛，且有 lim /;，, 二6存在，则级数 uj ? n 与级数^ (- \) n a } /) 7} 




；； 


)} - 


均绝对收敛.此题不能采用判断交错級数的策布尼茲判别法，因为所给条件不满足该定理的要 
求. 


[1075] SO 


<—U = l ， 2,…），则下列级数中肯定收敛的是 


( A ) Y ] a u 


( B)S 


1)^ 


fl 


(O S 


V 


(d) y; (-i)w 


r} 


n — 


fi - 




可选. 


取^，则喊 〜< T ，此时， 


H (-1 W 


: 


S 


n - 


71 

Sill ~7T 


-1 + 0 


所以 


s,„. 




— 1 + 0 — T 十 


♦ 礞 ♦ • 


2 n - 1 


✓ 螫 



当 


⑺时 ， S 2?! 


CC ， 故 Z (- \ ) n a n 发散 • 


以上通过举反例排除了 （ A )、（ B )、（ C ) 三项，只有 （ D ) 是正确的，丰实上，由比较判别法易知 


( D ) 项正确 ，因为 


(X (-l) n a 2 n \^ 


而 S 七收敛，所以级数 E 


l ) n a \ 绝对收敛. 


n - 


n — 


故应选 ( D ). 




[1076] 判断级数^ (- ir 是否收敛 " 如果收敛，指出是绝对收敛还是条件收敛？ 


u - 


解 lim 


lim 


3 3" 


y 


<i. 


故原级数绝对收敛. 


【1077】判断下列级数的收敛性： 


”！ 2 n sm 7J ? 


n - 


解 U 


;；! 2 \sin 


nn 



?2] 2 n 


lim — 

—OO V n 


lim 


U + l )! 2” 
(n + \ y ^ 


"! 2 ” 


2. lim 


<1 


由正项级数比值审敛法知级数 D 巧收敛，再由正项级数比较审敛法知收敛，从而原 


fi = 


n — 




级数绝对收敛. 


W W ^ 

[1078] 若 A 绝对收敛，则^ ( 1 +丄也绝对收敛. 

7 T ； 7 T ； y » ； 

证因为 + < 3 丨《„|，而2 U „| 收敛，根据正项级数的比较审敛法知 

71 = I 

CO . 

1 +丄^绝对收敛. 

7 TI [ n / 

用交错级数审敛法判断任意项级数的条件收敛性 


[1079] 判断级数的敛 散性： 


nccsnn 


解 U 


n cosnn 

1十 w 2 




因为 lim 1 ^ 二1，而■发散，根据正项级数比较审敛法的极限形式知 (- 1)« 

oo I T YI 


发散 • 


+ n 


而原级数为交错级数，且满足〜= + ， + 1 i 、 2 = 〜 + 1 ， lim ^=0 

1+ n l + (w + l) 

co 

由交错级数审敛法知心收敛，故原级数条件收敛. 


【1080】级数 2 (-D 


\nn 


的敛散性为 




解先考虑级数 f (-1)^ 


\nn 


.由于 


+ OO 


rj =2 


n — 2 


’酿数 S 士发散，由比 


较审敛法的极限形式知， f ] _发散. 


n = 2 “ 

CO 

再考虑级数 U (- l ) nkm . 显然有 li mw „= 二 0,下面证明 〜> M „ + 1 .为此设 / U ) = 

= 2 n n-*<x> ff-^co n 

V u >2)， 于是.当 x> e 时， /' (: r )<0,/ U ) 单调减少，故当7^3时 ，…〉 

x X 


〜 +1 •由交错级数的莱布尼兹定理知乏] (- i) n ^^收敛•即 y ; (-1)”_为条件收敛 

7Ti n I n 


Inn 


n = 2 


n - 2 


【1081】判断级数 2 


( - l) n 

n 一 h\n 


的敛散性. 


解 （1) 因为 0 <n — lnw < n ，所以 【— 

n ^ inn 


从而 2 


L-ir 

n - \nn 


发散 


(2) 莱布尼兹判别法 


1) 由 ln ( l + 士）<1 得 l > in(l + «)- l n «， 从而卜 i n (l + „)> — l n „, 




第十一章无穷级数 


§3. 任意项级数的审敛法 


所以 


(tt 十 1) — ln(l + ") >7? _ \nn ，即 ^ + 工 ^ 〈 ” 二匕 ” 一 I «» + l I < I . 


2) lim -:— 

oo r 2 — Inn 


lim ~ 

- ► + co X 


lur 


lim 


1 一 


Itlt 1 _ 0 


所以2 


n - 2 


( -1)” 
n - lrm 


条件收敛. 


[1082] 设、 


n ^ l ) 


smx 


dr ， 证明级数 X 〜收敛 


rtK 


n — 


解 


» + 1 ) 7T 


、 = 


SIOT 


dr 


令 


nK 


smv nn 




717J ： + 


d £ 


一 1 )”sirU 


dt 


nn 


{~\y r^dr 二 （ -ir ， 

Jo 行丌 + / 


其中 (0,7 t ) 


由交错级数审敛法知(- l) n 


sin 


72 7T 


收敛，从而 D ^ 收敛, 


ti = 


n ― 


【1083】判断级数 ( -1广 


n = 


ln(« + 1) 


的敛散性. 


解因为而 


« = 


发散，从而2 也发散 


而原级数是交错级数，且 w ” 二 I n ( „ + i+y) = M n + 1’ 把 M » 二 J™ln(„ +'l) 
错级数的审敛法知原级数收敛，从而为条件收敛. 


0,根据交 


CO 

【娜 4 】判断级数(- i ) i ^的敛散性. 


?i — 


In 


解因为 li 3 




丄 


ln(l + — ) 00 1 

lim - 1 - n = 1，而 — 

h-cc 1 ^ n 


发散，根据正项级数比值审敛法的极限 


n = 


形式知 g 


n — 


(- D ^ ln ^ 发散. 

71 


而原级数为交错级数，且满足 u n = \ n I ^>\ n n ~- u ri + u lim 〜= 0,根据交错级数审鱗 

71 打十 i ”一 cc I 


法知原级数收敛，且为条件收敛, 


110851 麵级数 s (- 方的敛散性 . 


n — 


解 




7i = 




§ ( - ir ^ + S ( - ir *^ 


iW^n 


由于 ； s (- i >% 士条件收敛 ，； s (- D w •: — ~^也条件收敛 

n = l V n ^1 = 1 (« + 1V ^ 

OO 

故级数 E •士条件 收敛. 

rr! ” 十 1 A 


[1086] 


判断级数^ sin ( n 7 t + ) 的敛散性. 






解 smUTt + r ^) 二 （- 故级数为交错级数. 

inn in?i 


sii 


由 r - Um ⑻，所以 Z 丄同发散性 


In 


)1 ^ 1 


而原级数为交错级数，且满足 ~ = 


1 h^ > S，n InU + l 


" 根据交错 


级数审敛法知，原级数收敛， Ji 为条 ff •收敛. 


[1087] S 


l )" ln(l + 


) ，则级数 


( A ) V 





"] u \ 都收敛 


( B ) 2 u n -} u 2 tl 都发散 


n — 


(C) V Wf( 收敛，而刃 “ l 发散 


( O ) X ； A 发散，而 Z 收敛 


a 


n - 


n • 


it ^ 


解 


U 、交错级数.由 - fliml n (l + 


0 及 In ( Hr ) 的单调性可保证 


>r ♦公 


u - 


1( „ + | - ln(l + 




) < ln ( 1 + -j= ) - u Tl , 


根据交错级数审敛法知 X &收敛 


1\ - 


而 


, 2 


iim 





lim 


•. oo 


故； 4与！] i 同时收敛或发散 

\ I 71 


n 


il - 


由 


发散得2 ui 发散 


St 




故应选 （ c ). 

利用级数收敛的必要条件判断任意项级数的发散性 


【腦】 y ; (- 1)” 


: fn 


解 lim | /" | - 

ft 

故原级数发散. 


n 



1^() 




解 lim 


^ ^ l ) 


lim 


"- ►cc 


n : 


2 2 

7 ( a + 1) - n ， 2?! 

lim - - - = lim — • 

” 一 co 7i+l n-^cc tl 


(« + l )! 2 7j2 




00 






所以 


而 

即… H 


( 发散 . 

n I 

4_, 2 2; i '2.2 2 ” 、 乂 

„ _ r 7 + 1 ^ 2?2 >l 


故原级数发散. 


第十一穿尤穷级数 


§3. 任意项级数的审敛法 


>2^1,则由心=2，得|1/ 2 | >2 2 


u n >2”，从而 lim 〜9^0 . 


利用级数收敛的基本概念及性质判断任意项级数的敛散性 


[1090] 若级数 


1)" + ^ 


收敛，则 a 的取值范围是 


解 W > j 级数 S 


(- D M 


和 S 


一 ir 


均收敛，故 E 




n = 


n 




ti ? - 


(- l ) y? - 


V —收敛，由此可知“ =(). 

故应填 0. 

oc ( ^c 

[1091] 若级数〜收敛，则级数 D d 是 


( A ) 绝对收敛 


( B ) 条作收敛 


( C ) 发散 


( D ) 可能收敛，也可能发散 


解这是基本概念题，若能举出例子则很容易得到 答案: 

w oo 

(1) y 飞收敛，2七也收敛； 

TTi n ^r L n 

co go 

⑵ 2 (- 收敛，但 S 丄发散. 


n - 


V = 


故应选 ( D ). 

[1092] 若〜收敛，且 lim 〜 = l ， 则可否断定%收敛 

irf 一％ fri 


解 若 1] 〜，； 2 %为正项级数，则结论成立 . 


因为 = 所 以存在 iW >0, 使得 ()<'<紙 即 因为2 % 收敛，所以根 

^ 11^ _ . 


据正项级数的比较审敛法可断定乏]%收敛. 


若 E %不是正项级数，不能判定. 


例如，乏]«„ 


s # 收敛 ， E 

v n n = i „ = 


-发散，但 limiM 

n / «-^co U n 


【1093】设已知二发散级数 Y u n 及 Y v u 各项不为负数.问下列级数收敛性如何? 


( 1 ) 2 〜， V v^y 


⑵2 max ( «"，％)• 


tt = 


解 （1) 可能收敛也可能发散.例如，若 








1 + 0 十 


—ir 




v ^ : 1 + o + 1 + 0 + … + 1 — ( 一 i” - 




则 


y ' min ( u ny 


0 + 0+ … +()+••• 收敛， 


而 


V 


<>o 


X ] 5 发散， X ) C 发散 



)1 ~ 


；/ - 


(2) — 定发散.因为 〜 >0 .根据正项级数的比较审敛法知，若 2 发散，则 


n - 


max ( u n , v ti ) 发散. 


n - J 


【1094】设 '乒 ()U = 1,2,3,…），且 lim 立=1，则级数 S 

/? 一 W ，， —， 


ir +i ( 丄 + 




rt - 


«n tl n 


( A ) 发散 


( B ) 绝对收敛 


( C ) 条件收敛 


( D ) 收敛性根据所给条件不能判定 


解由 limi = l 得 Um 手二1，即 n — ⑻时 ，- L 与 J -等价 


n *oo U 




(XJ CO 

所以} ^ ( i )” 1 (丄 + — 1 -) 的敛散性应与； 2 (- ir + i 2 ―致 


Un ^ 


n = 


故应选 ( c ). 


【1095】设〜 >0，^1，2，一，若^]〜发散 ，乏] (- l )”- 1 ' 收敛，则下列结论正确的是 


m = 


?J = 


( A ) 2] 心 .1 收敛， I ； 发散 


( B ) 2 收敛 ，X 发散 


tf = 


7t = 


U = 


；/ = 


( C ) y ； ( a 2 , ; 


^2 


„) 收敛 


( D ) D ( a 2 ，r 丨 _ a 2 „) 收敛 


fl 


n — 


解记 j ] Uh 


(2 2 „) 的部分和为 一 般项为，则 


Jf : 


〜 = + w 2 + …， （ai - a 2 ) + (a 3 - “4) + …+ ( a 2v-\ ~ 〜）• 


由乂收敛知，其部分和数列 { S ，, } 收敛 ， limS „ = S , 从而 limS 2w = S •又 
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- ►CO 


7i — 0O 


S2n — ~ ^2 + a 3 


a 4 


a 2n - l ^ a 2n = 


故 Um 〜= limS 2" = S , 即 y ] ( a 2fi 

” ♦nc 


a 2? J ) 收敛，选项 ( D ) 正确 


n = 


故应选 （ I )). 




第十一 


§4. 幂级数 


无穷级数 


§4. 幂级数 

1.函数项级数的一般概念 

(1) 函数项级数的定义设给定一个定义在区间 U ，6] 上的函数列 


U 2 {x), … ， U n (x)y 


则式子 


Ui ( x ) + W 2 ( I ) 十 ••• + (: T ) + *••， 


① 


叫做函数项级数 


(2) 函数项级数的收敛域对于 E 间 U ，6] 上的每一个值级数①成为常数项级数 

U X ( x {) ) + …+ u n (JT 0 ) + …， 


② 


如果②收敛，则称_^,是级数①的收 敛点； 如果②发散，则称^是级数①的发散点，①所有收敛点 
的全体称为函数项级数①的收敛域. 


(3) 函数项级数的和函数对于收敛域内的任一点 x , 级数①都有一个确定的和 


S(x) = D 

n-l 

是定义在收敛域上的函数，称为级数①的和函数. 

2.幂级数及其收敛域 

(1) 幂级数的定义形如 


a l ( x - j ： 0 ) 


U - J： 0 ) 2 + … 十 - 了 0 广十 


或 


2 

uq + a (X + a2^*^ + …+ a 7 t r rl + 


的级数称为幂级数. 

00 

(2) 阿贝尔 （ Abel ) 引理若^是幂级数 a ， 〆 1 的收敛点，则对子一切满足 Ld < I 巧； 的点 


X ， 幂级数都绝对 收敛； 若 a 是幂级数的发散点，则对一切满足>|邱|的点幂级 


= 0 


数都发散. 


(3) 幂级数的收敛半径对任一幂级数 a ， 〆 ，必存在 •一 t 非负数 R ( K 可为无穷大），使 


M i=0 


得对一切 Ixi < R 的点 x ( 当 R = 0 时， 


0)，幂级数都 收敛； 而对-切 U 、| > R 的点 I ，幂级数都 


发散.只称为幂级数的收敛半径，尺的求法 如下: 


设幂级数 D 若 lim 


则幂级数的收敛半径 


= 0 


0<p< 


0, 


(4) 幂级数的收敛域在幂级数 X ； a〆 1 的收敛区间 （- K ， K ) 上，加上收敛区间端点中的 


n ^0 





收敛点，就得到幂级数的收敛域.若 K 是不为岑的有限数，则其收敛域为以下四种情形 


N-0 


之一： 


( - R . R ), [ - R . R ], 


- R . R ] 


R . R ) 


3 .幂级数的性质 


若幂级数 


的收敛 半径为 R ， 则有 


;; (} 


(1) 和函数3(./0在（ - R ， i ?) 内是连续的•若 Z 在端点 〃•二 R (或 


R ) 处收敛，则和 


„ 一 0 


函数在点1 =尺左连续（或在点 J ， 
(2) 幂级数可以逐项微分，即 


R 右连续）. 


S “〆)，= X U〆 )' 二 S 


na rr r 


G( — R ， R) 


；? =0 


»=() 


；? -0 


荇逐项微分后得到的级数 D 1 在端点 


尺（或 


R ) 处收敛，则逐项微分以前的级数 


« = 0 


在点 、r 二 R (或 . r : - R ) 也收敛， 
(3) 幂级数可以逐项积分，即 


•S ( j ， ） cb. :: ( 7, 

() J (J ^ 


% 

a ft z n ) dj ' = a^dr = T ] + : r 6( - 尺，尺) 

Trji ) w +1 


芯级 iX Y a ,/ 在端点 :r = R (或 


二-尺）处收敛，则积分 h 限： r 可取为 = R (或= 


-♦ U 


R ). 


4.幂级数的运算 

co 

设]^ a /'/ U ) 的收敛半径为 K] ， X 6/ = A ( x ) 的收敛半择为/? 2 ，则对于这两个¥级 


；> • 0 


?) - 


-0 


数可以进行下列四则运兑: 




S ）±( 2 V ”）= S ( a t ! ± b n )^= f ( j ：)± h ( a-) y 


，卜 <1 


)) 


•0 


，/ 二 0 


收敛半径 R = min { Ki ， R2 i 


Y] XI h〆 。 一 S + 


a v d ^) y l = fix) t h ( x ) 
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n -a 


n -0 


收敛半径 R - miniRuRi ) 


，， =(j 

OD 

V 


〜 r 



V 

• (I 




(其中 bo ^ O ) 




-(> 


系数、可由幂级数的乘法 （ ^; 1^)( x ； 


:〆 


S ^并比较同次幂的系数得到.相除后 


^ - 0 


；/ -0 


)1 = 0 


得到的幂级数 y 




的收敛区间可能比原来两个级数的收敛区间小得多, 



第十一 G 尤穷级数 


§4. 幕级数 


基本题型 


讨论函数项级数的收敛域 


[1096] 级数 E ( lxuT 的收敛域是 


解由 


lim 


u n ^\( x ) 
u n (.r) 


lim 


( lnr )^ 1 

( ior )” 


lrtr 


因此，在 I lar 丨<1，即丄<1<6时，级数绝对收敛； 

e 

在 llrLrl >1, 即 I > e 或 0< X <1 时，级数 发散； 

e 

当： r 二 e 或 1 时，级数成为 (: t 1 )' 根据级数收敛的必要条件知级数是发散的.所 

6 


以，级数 2] Onx )" 的收敛域是（- 1 , e ). 


故应填 <: e ). 


利用阿贝尔引理讨论级数的敛散性 


【1097】若 L “ n ( x-ir 在 j 


1处收敛，则此级数在: r 二2处 


( A ) 条件收敛 


( B ) 绝对收敛 


( C ) 发散 


( D ) 敛散性不变 


解根据阿贝尔引理，当|2-1| =1< | - l - l | =2时，幂级数绝对收敛. 
故应选 ( B ). 


$ 

【1098】若 〜 〆 2 在 ： r = 3处发散，则级数 D ^ 


v n 


n ^ 


n ~ 




( A ) 条件收敛 


( B ) 绝对收敛 


( C ) 发散 


( D ) 敛散性不变 


解根据阿贝尔弓 I 理，因为 -3 -专> |3|，所以级数在 . r 二 -3 处发散 
故应选 ( C ). 

求幂级数的收敛半径及收敛区间 

CO 

【1099】幂级数 D ^的收敛域为_ . 

~ n 


n = 


解由 


lim 


lim 


lim — 

ti-^coTl 


得级数的收敛半径 R = l ， 收敛区间为 （ 1，1). 


当•: 


时，所给幂级数成为调和级数 D 1，是发散的; 




当… m ，所给幂级数成为交错级数 s 7 ，由莱布尼兹定理知是收敛的■所以幂 


n = 


级数收敛域 是卜⑶ . 
故应填 [-1,1). 


【 mo 】 已知级数2 (-ir 


n = 


. r 2 , x 3 
一 + - 

2 3 


•攀拿 


，求收敛半径及收敛域 


解 ^ ^ lim ~ 


lim 


二1,所以尺 




广 1 时， S ( — ir — 收敛… 

所以收敛半径为1，收敛域为（_1，1], 


1 时 ， i 


n - 


E 士发散 


【1101】 幂级数2 


ln- 


2” + (-3) ?1 


的收敛 半径尺 


解 lim 


- lim 


2 P 


十 （-3) 


所以 I . r 2 ! < 3 时级数收敛，从而 R =/3. 

故应填乃. 


【1102】 求 E 


In 


n 


( 2 n)l 


2! + fr + '** + (fo! 


解令 


A r 2 ” A 
i 从而 § 


( h )!’ 


的收敛区间 


lim 


lim 


>j ^ oo 


2n + 2)! 


( 2 »)! 


lim 


(2n + 1) (2 n + 2) 


所以 R 


00 .所以 H 收敛区间为（-⑺，+«0, 


1 = I X 2 < 


.所以 


< + oo 


从而原级数收敛区间为 （- O 0, + c «). 


【1103】 2 -別)”，求其收敛半径. 


解令 


?；=0 


二 -r* — 


々得级数 U a〆 ， 其收敛半径为 i ?， 即 U | <尺 


则 


^(> I <尺，从而 x 0 -尺 〈了 <10 + R •所以 D a n {x - JTo )” 的收敛半径为 i ?. 


n =0 


【1104】 设幂级数乙的收敛半径为3,则幂级数& m ,,( 


l) n + 1 的收敛区间为 


n ^ 0 


v - 


解 S - l) n 


(: r 一 l) 2 2 — 1)” 


tt = 


<x> 

(j - l ) 2 D a n {x - l) n 

■ mm 


n ~ 


n = 






2 似 ra ( 了 — 1)” + 1 与 H 


n = 


n — 


由 | x - l | <3,得 一2<1<4. 

故应填 （-2, 4). 

点评 幂級数逐项求导后所得到的幂级数和原级数有相同的收敛半径.应注意的是收敛区 
间栺开区间，不必考虑端点的敛 散性； 但若求收敛域，则需讨论端点的敛散性. 


【1105】设有级数 H 〜 


X + 


，若 li 


im 


，则该级数的收敛半径 


n — 


解注意到幕级数2 & 


=0 


的系数并非&，因此，不要误以为 lim i 即为该级 

»”co a,， +1 


数的收敛半径.实 际上: 


lim 


V 


an% 2 n 


1 i. + 1 

T lim 

A H 一 Ci^ 


2 


所以原级数的收敛半径为 k 
故应填 


3 • 


v = 


n = 


【1106】若级数 D a / 的收敛域为 （-8,8]， 则； 2 的收敛半径为 


2 + 1的收敛域为 


n = 


解 


2 V 与 S 


» = 


S 


ft — 


半径为8,所以 2] 


a〆 


7i {n — 1 ) 


的收敛半径为 8. 


E 


n = 


a,pc 


3n 


S 〜 u 3 ) n 


E 其中 


x 3 . 由已知条件知 


当 一8 <：y 


71 = 


77 — 


fl - 


<8时收敛，即 -2< a ：<2. 
故应填 （ 〜2,2]. 



【1107】设幂级数 S 与的收敛半径分别为 f 与^■，则幂级数 f ^的收 


n = 


n = 


n = 


敛半径为 


( A )5 


⑻ f 


⑹+ 


解由已知条件知 lim - 

^-►co CL 


/5 


(D) T 


, lim 


參 A A f 

”一 CO O n 


所求收敛半径 


R - lim — 

°°a 


y ^ 5 

,2 lim 

^ n co 〜十 i 9 

ikl — V d 2 一丄 
b 2 ntl + 〗 9 


5. 






故应选 ( A ), 


oo 


【1108】求幂级数 


1 


T 


71 ^ 


3”+ ( -2Y n 


的收敛区间，并讨论该区间端点处的收敛性 


[3 ri + ( 一 2)”]72 


m 因为 fer — + (-2) w ] u + i ) 

所以收敛半径为 3, 收敛区间为 （ -3,3). 


lim 


「1十 f 2 ! 

t ) 

1 

L 1 十 （ 3 : 1 



71 


M 

2、 

1 ■ 

L 1 

3 ^ 



U 十 1) 


当 


x ~ 


3 时，因为 


3" 


3" 十（一 2 广 n 2n 


1 


>十，且 U i 发散，所以原级数在点处发散 


}) = 


n 


2 V 


当： r =— 3日寸由子一 ( - 3 广 —•- 

3” + (-2 r n n 3” + (-2广 《 


cc 


且 s 


(一1广 


n - 


n 


与 s 


2 71 




都收敛，所以原级数在点: r = -3 处收敛. 


点评 本题重点考查的是区间端点收敛性的讨论，当 ； r 


3时，无穷级敷 


(一3广 


1 


V - 

台3” + (-2广” 

为交错级数，但不满足莱布尼茲判别法条件，不能用该判别法判断敛散性.应从性质出发，把级 
数化为两个級数的代数和，分别判断敛散性得结果. 


co 


[1109] 设 P 为正数，试对 f 的不同值，讨论幂级数 5] 


争 

X 


n 


n = 


(n^l) p 


的收敛域 


解 


P 


lim 




a 


n 


a 


n 


lim 

"-►CO 


n 十 1 

n + 2 


P 


，得收敛半径 R 


P 


(1) 当 / 1 时，级数 S 


1 


n = 


(n + l) p 


是/ >>1 的 /> -级数，故 收敛 ； ：r 


1 时，级数 


2 


(-i) n 

u + l) p 


收敛，因此，当 p > i 时，收敛域为 - 


(2) 当 0〈户<1，^■二1日才> 级数 D f 是 0< p < l 的户-级数，故 发散; _ z = 〜1 时，由莱 

+ \Y 

布尼兹判别法知级数 i 收敛.因此 ，当0</><1 时，收敛域为 

(« + 1) 

C* 

【1110】求 幂级数 ^的收敛域 ，其中 fl ， 6 均为大于苓的 常数. 

„ =1 a + 6 

解 因为 




第十一章无穷级数 


■幕级数 



立 


lim 


立 


， 当时 


lim 


a nj rb n 


v 2a n 


当 a = 6 时 


iim-p 

n-^oo 


a 

T 


， 当时 


a 

T 


1 b 


所以幂级数的收敛半径 


R 


a, 


6, 


当时 
当 a<bH 


当 ： c = i ?， 


☆6 时，写点= 写古， 醜数发散 


当 


a<6 时， S ^=§7 

= 一 K ， 


b n 


b n 


a 滅 綠：|； 涉 

<h ^ -二 y ' ( ~ b) n 

a ， ha n + b n ^ a n + b n， 


K 时，级数发散 


综上所述，幂级数；2 ^7。当 a > b 时，收敛域为当 a < b 时，收敛域为 

_ I CL +0 


(一 b ， b ). 


求幕级数的和函数 

OO CO 

【1111】求2 nr n M 的收敛域及和函数，并求级数$的和 S 

n=l «=1 ^ 

00 

解 （1) 求 D nr n H 的收敛域. 


iim £2L±i = lim- 


t-^oo n 


1，收敛半径 i ? = l , 在端点 1 = 1 处，级数为 I ] 发散; 在 : T 


1处， 


级数为 D n (- ir '发散 ，故收敛域为 （- i ， i ). 


⑵求2 


的和函数 S ( x ). 


设 



U nx n ~ l y : cG(_l ， l )， 




oo 

S ( x)cLr ~ I T ruf 1 1 "Idr 

J o 



• 1 = S 


n = 


n = 


1 一 


然后两边对: r 求导, 


_d 

dr 



S( j：)dr = 


得 S ( j ) 


(1 — x ) 2 . 


(变上限定积分对上限变量求导等于被积函数在上限变量处的函数值） . 


下面求 S 贵的和.因为 S 

M = 1 Z = l V 1 X > 


jtG (- 1,1)， 取 : r 


，则有 


S 


n - 




故 2 ” 


2, 即 S = 2. 


n = 


—M 

【1112】求幂级数乏]的收敛域，并求其和函数. 

_ 1 72 


n — 


解 

当 


lim 


2时， 


n -2” 

n^>(n + l)2 n 


I •收 敛半径尺了 2 


S S 夫，发散 


n = 


n = 


2 w 


当 


一 2 时， 


y ( -1” 一 1 .2 

级数的收敛域为 [-2,2), 


n = 


» — 1 


s 


n = 


(- d ^ 1 

2n 


，收敛 


设 S(:r)= S WJ ^*S(^)= 2 

„-1 W # ^ n = l 


i X 

m \ 2 


[x^SCx)]' 



J 

T 


n 


oo 


X 

T 


2 (f 


2 1 x 2 - x 

1_ y 


两边积分得 x * S ( x ) 


ln(2 — x ) + ln2 


当： T 关 0 时， S ( o ：) 




;当 ： r = 0 B 寸， S (0) 


，所以 




n = l n L 


- 2<r<0 
0<^<2 


2 ， 


【1113】求幂级数 i ^ 的收敛域，并求其和函数. 


n 




第十一章无穷级数 


§4. 幕级数 


解 


lim 


鳃 - ud ') : 1 ， 收 敛半径 


I 叫时，原级数为 收敛； 当^时，原级数为 g ^收敛.故幂级 
数的收敛域为 [-1,1]. 


令 SU) 二 ij V ( n^\) xn 而- 1 ， 1 ) 


s '十 2 

W = 1 




iU ；(§« 


I x 


^ dx [ 


[ JoS ( ^ )d " ]= i 


[- 


ln(l - «r)] 


Six) 


- 丄 - ^ln(l-jr) 

工 3C 

rx 

S / (x)dx=[ 


丄 


ln( 1 - x) ]dr 


lim 


丄 


ln(l 一 x) ]dr 


ln( 1 - j:) 一 


ln(l — x) 


当 


当 


= 0 时，原级数为 2 0 = 0收敛. 

w =» 1 

S(0) = lim[l + i?liJ ^ 1 ^ -ln(l- ： r)]=0, 

j-M) x 

oo 

=1 时，级数为 —( t - = 1( 因为„„ 

g «(w + 1) 


当 


1 时細 S ^ r 1 — 21112 


故 S 


^r{ n(n + l) 


^ 的和函数 SU) 为 






1，当 w 时）; 


S(x) 


1+ lna ^_ In(1 _ x) 

X 


0 , 


- l < x <0 
0<jt<1 


点评太超也可以桉下面方法求解 


oo 

Sttt 


«(«+!) 


S 


n = 


n 7J + 1 


S 


n — 


^ s 


n = 


n + 1 工 • 


分别求 i 如"， I ; 士 〆㈣ 就可得出 i ； 的和. 


[1114] 


求幂级数 k 的和函数，并求级数! &的和 s . 


解先求得幂级数的收敛半径为 R = i， 收敛区间为（-1，1).设幂级数的和函数为 SU)， 则 


S(x) 


其中 






^ x n 


v j 


S 


n — 


sr \ x 


I ： 


x 7^ n 


( x ^ O ). 


oo CO ( 

设 six ) = Z ^ ■，则 g { x ) = 2 — 


n = 


n = 


S ， 1 二 l ^ (u<1) ， 


n = 


于是 g ( x ) = g ( x ) - g ( 0 ) 


g { t)At 


\li 


dt 


ln ( 1 — : c ) ， 


而 


故 


ln(l -： r ) - j ： - —, 


当 


X) ~ = g(^) - x-^r= - ln(l - x) - X - 十， 

T^i n 2 2 

S(x) = ^l ~ln(l-j：)] - ~ - ln(l - x) - X - ^ 

(I x I 〈 1 且 x ^ O ). 

CO 

x = 0 时， S (: r ) = 0 •令 :c = 去 € ( _ 1,1), 得 2 7 ~ 2 ^ 

2 n = 2 \ n " 


2 + x 

4 


1 一 JC 

2 x 


ln ( 1 一： r ) 


1 ) 2 ” 


s (+) 


立 J . 


In 2 


则 


【1115】求幂级数 2 ( 


n - 


2 m 


-1)：1； 2 ”在区间（-1，1)内的和函数5(0：) 


解设 


S ( x ) = 2 ( 


n = 


2 n 


iU 2 \ s l (^)= 2 


2n 


n = 


2 n 


， S 2(I)= S 工 2n 


S( ： T) = Si(X) - S2(J：)，xG ( -1,1). 


由于 


s 2 (^)= 2 


2n 


n = 


1 -x 


[ jSlij ：)]'= 


2n 


n — 




因此 


jcSi ( x ) 


^ _ l _ 

Jo 1 — f 


dt 




又由于 $(0)=0, 故 


S x ( j ：) 


1+ i ln K ， j 工 j ㈤) 


所以 


S ( x ) = S \( x ) - S2 ( x ) 


In 


+ x 


2 x 1 - 

0， 


1-x 2 , 


I x I G (0,1) 


点评 * 几何级数的和函数公 式石 ^ 亡 （ uw 出发，经过逐项求导、逐项积分、 


换元以及加减法等运算，可以求出某些幕級数的和函数.例如 




n = 


UI<1 
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§4. 幕级数 


(3) S 


x n 


- ln(l ^ x) y - l ^ x < 1; 


n = 


(4)§(_价二士 2 , 


| <1； 




= 0 


arctanr , I x I ^1. 


【1116】求幂级数 2 (- l) n 


fj = 


n ( 2 n - 1) 


: 2 ”的收敛区间与和函数 /(2) 


解因为 


• . (n 十 l)(2n 十 1) 十 1 • n(2n — 1) _ - 

«S2> (n + l )(2 n + 1) tt(2n -1) + 1 ’ 


所以当 y < i 时，原级数绝对收敛；当2>1时，原级数发散.因此原级数的收敛半径为1，收敛区 
间为 （- i ， i )_ 

co 1 

记 S 2 n ~ al - l ) x 2 n 9 工 6 ^ 1 ， 1 )， 则 

S^(x)- 2 L 2n-i~ x2 ^ li ■ r€ ( -1 ， 1 )， 


ru)= 2 (-w 


-2 


71 = 


+ X 4 


， ( — 1， 1 ). 


由于 S (0) = 0, S '(0) =0, 所以 


S \ x )^ 

Jo 


• 0 1 


+ i 2 


dt — arctanr ， 


S ( x ) = S ' ( t)dt = arctanidi = x arctanr - ~ ln(l + x 2 ). 

Jo Jo L 


又 2 (- l ) n - l x 2w --^- 2 , : rG (_ l ，：0, 从而 

1 十 ： r 


n = 


fix ) = 2 S ( x ) 


x 一 

- ;= 2 xarctanr 

+ x 2 


ln ( 1 + : r 2 ) + 


77 2 * " e( 


1 , 1 ) 


CO ) 

【1117】求幂级数 1+ 2 (- Wf ^ ( U <1) 的和函数/(工)及其极值. 

n - 1 


解 f ^ u )= S (- i ) n x 2 ”— 1 


n — 


+ X 


上式两边从 0 到 i 积分，得 


/ U )—/( o )= - \ T - 

Jo 1 




d 名 


ln(l + a : 2 ) 


1<0,可见 /( x ) 在 


由 /(0) = 1， 得 f { x ) = 1 — — ln(l + x 2 )， (\jo \ <1). 

令/'(1)=0,求得惟一驻点 i = 0 .由于 /〃 U )= _^^，/"(0)= -1<0,可见 /( x ) 在 
x = 0处取得极大值，旦极大值/(0) = 1 . 

点评求和函数一般都是先通过逐项求导、逐项积分等转化为可直接求和的几何级数，在 
求和后再通过逐项积分、逐项求导等逆运算最终确定和函数. 


1- x 2 

(1 + 工 2 ) 2 , 





00 


【 1118 】求幂级数 s 的收敛域及和函数 su) . 

解因为 


lim 

«-►<» 



U n 


lim 


x ln ^^ n {2 n -\) 
n + l )( 2 n + i ) x 2n 


x 


2 


GO 、 n 一 1 

所以当/<1，即- 1< X <1 时，原幂级数绝对 收敛； 当 x = ±1 时，级数为 ± I ( S 1)n iV 显然收 

fr ! n { 2 n - l ) 

敛，故原幂级数的收敛域为 [-1,1], 


oo 

因 S 

w = l 


(- 

n ( 2 n 一 1) X 


oo 

S 


n ( 2 n — 1) 


CO 

，设 I ] 

n » 1 


(- 1” 一 V ” 

n ( 2 n - l ) 


= f ( x ), x 6 (一1,1)， 


则 


f , f 、一士 (- ir ^ lnx 291 ^ ， (一 iW ” - 

J {X) ~ ^ n(2n~l) - (2n~l) 

oo 

ru )=2 2 (- ir ~ l ^ 2n ~ 2 =~- 29 

n^l l + X 

因为尸（0) = 0，/(0)=0,所以 


r(.r) 




0 


r (0 d £+/^( o ) 


X 


2 


o 1 十/ 


2 


dt = 2 arctanr 


f ( x ) 






y x 


0 


arctantdt — 2 \ taxctant 


X 


0 


，T 


0 1 + / 


2 


dt 


2 :rarctaiir — ln(l + : r 2 )， jr 6 [ — 1,1]， 


从而 


S ( x ) — 2 x 2 arctanr — j ： ln(l 十 jc 2 )，^ 1, l ]. 


[1119] 利用逐项求导，逐项微分求下面级数在其收敛区间上的和：^] 


n = 


2 n - 1 

2 n 


x 


2n ~2 


oo 


ui < A 并求2 


2 w -1 


n - 


2 n 


co 


解设 / Or ) 二 ； S 


2 n 


U = 


X 


0 


f ( x)dz 


X 


2 n 


oo 


s 


4 2 『 2 ， \ x \</2 9 


2 n-l 


oo 


0 ~ 


2 n 


x 


2n-2 


dr = 2[ 士 (2 w - l): 2 『 2 dr 


n = 


o 2 n 


00 


s ^ 2n 

n = l ^ 




X 


1 一 




2-x 2 


上式两端求导得 


fix ) = j ^/( x ) dr ]' 


X 


2 + 


co 


2- x 2 


x 


(2-x 2 ) 2 


即 2 


n - 


2 n-l 
2 n 、 


In -2 


2 + x 2 

(2 i 2 ) 2 . 


co 


当 : r = l 时 ，； S 


2n-l 

2 n 


/(l) 


2 + 1 2 

(2 - l 2 ) 2 


3, 


点评若先求导后积分 


，X 


0 


/'(•r)dr=/U)-/(a),K^/U) 


•X 


0 


/ y ( jc)dr + /(a ); 若 /( a ) 
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•署 级数 



0,则 / U )= / / U ) dx . 

Jo 

【 1120 】 求幂级数 


In +2 2n + 


n \ 


1 的收敛域，并求其和函数, 


解因为 


lim 


2 n + 4 ) a： 2n + 3 _ n \ 

(w + 1)! ' ( 2 n + 2 ) x 2i 


lim 


2 n 


(n + l )(2 n +2) 


0<1 


故该级数的收敛域为 （- CO , + oo ). 


设 S ( x )= XI 


则 


six ) 



Zn +2 


2n + 2-i 


•經] ' 


[ x 2 ( e x -\)Y = 2 x(e 一 l )+2 x 3 〆 


00 < x < + oo 


利用幕级数的和函数求数项级数的和 

[1121] 2 w( v) “ = _ . 


解记 Six) - ^2 nx 1 


o s(x>cb ： =j o (S—S 


\ x \ <1 


所以 S ( x ) 




( li ) 2 . 


1^1 < 1 


当 : r = f 时, ) 


4 .所以 $ « 




故应填 4. 

00 00 

点评本題中把级數〜视为幕级數在1 时所得的数项級数，通过求寨級 


v 

数 a〆 的和函数 S ( i ), 可得 I ] ^ = 5(々），这是求常数项級数和毒数的常用方法. 


[1122] 求级数 g 


(- iy ( n 2 - n ^ l ) 

V 


的和 


解 


坌 ( . : i) n (”卜 + 1) = 坌 m 

rt =0 ^ n =0 


s 


其中 s 


n = 0 


丄 

2 


1 + 


又 

3 


设 


S ( x ) = 2 ^ ( w ~ l ) x n 


( 一 1，1〉， 


n ^2 


则 


OO 2 

⑴ dxJd ^ g /古. SU ) 


1 一 X 


2 

(1 一工 ） 3 




00 


00 


2 x 2 

(1 一 X) 3 


- 1 ， 1 >， 2 nin -I ) - 


n = D 


± 

27 


n + 1 


27 


21 
27 • 


(1123】 设八 


4 . 

sin 

o 


” jrcosjrdr，n = 0,1，2,…，求 ^ ,« ， 


n *0 


解由 1 


sin ” jcd ( siaz ) = ~ 
o n 


( siaz) n 


丄 卻 

n + 1 2 ) 


，有 


2 ^ = 2 


n = 0 


^ «0 


i ( f 广 


令咖 S *， 1 ， 则其收敛半径 w 在(― 1 ， 1 )内有 




n=0 


卜 J ：， 


于是 Six ) 


1 一 


dt ~ — In 11 — 


令 = ( - 1， 1)， 则 


(f 


s 


n 


= 0 


聘 r 


in 


J 1 


从而 


S l n 


<» A J 1 

(4 . 


sin^xcosjr dr = ln (2 + V ^2) 


n = 0 



5. 函数展开成幂级数 


1 .泰勒 ( Taylor ) 级数 

当 /(： r ) 在: r D 的某邻域内存在任意阶导数时，幂级数 




« - 0 


/Uo) 


ru) 

1! 


{x - Xq) 


ruo ) 

2 ! 


( x - Xq ) 2 + 


f in ) Uo ) 




ni 


(: T 一 X 0 ) n + 




称为 /(_ r ) 在点: ^ 处的泰勒级数. 
当 x e = 0 时，泰勒级数为 


2 


n = 


(n) 


学工2+… 


^ ⑻ +/' ⑻ 


称为麦克劳林 ( Maclaurin ) 级数. 

2.函数的幕级数展开式 

函数展为幂级数有直接方法与间接方法两种（以下主要讨论函数 / U ) 在点 
级数的问题）. 


0处展为幂 
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§5. 函数展开成幂级数 


直接法用直接法将函数展开为 I 的幂级数的步骤是 

(1) 求出 / U ) 在1 = 0处各阶导数值 / n > (0)，《 二0，1，2, 

(2) 写出幂级数 


⑻十嫌今〜 


并求出收敛半径 R . 


(3) 在收敛区间 （- K , iO 内考察泰勒级数余项的极限 


f (n + 1) ⑻ 

l ^„( x )= lim T ；7 T y r ^ + 1 


U 介于0与之间) 


是否为零，如果为零，则第 (2) 步写出的幂级数就是 /( I ) 的幂级数展开式. 

间接法这种方法是利用已知的函数展开式，经过适当的四则运算、复合步骤以及逐项微 
分、逐项积分等把所给函数展为幂级数.常用的函数展开式有 


( 1 ) :- = 1 十 x + x 2 + …+ 工 ” + 

1 一 ： r 


(- 1 , 1 ) 


( 2 ) 




4 _ ♦ 


(一 oo ， + oo ) 


(3) sinx 


(4) cosx 


r 3 r 5 , r 2n-l 

x 3! 5! V l) (2 n - l )! 

X 2 T 4 r 2n 

卜旮令…十… 


♦ _ 、 


(一 oo , + oo) 


oo 


，十 


(5) ln(l + x) 


x_ f + f —— 1 广 1 公+… （_M ] 


(当 


(6) (l + x) m = l + mx + ~ ~11^2 + ... + 

C = 土 1 时，级数是否收敛取决于 77 Z 值）. 


m\m 


一 1 


m 


x n + 


n \ 


(- 1 , 1 ) 


基本题型 


使用直接展开法将函数展开成幕级数 

【1124】将函数/(工）=#展开成: t 的幂级数. 

解函数的各阶导数是 / ( n ) U ) = eT ( r ^ l ,2，〜）』 M / ( n > (0) 


(W = 1，2,…），于是得 


/(X)〜1 + x+ :^7 十 … 十 - r 十…(一 cc<jt<+co). 

2! n! 

对于任何有限的数: rjU 在0与 x 之间），余项的绝对值为 


Rn (^) \ 


UTT ) T ^ +1 < eUL oftT )!- 


因 


1 工 1 


有限，而 



(n + 1 ) ! 


是收敛级数 E 



n = 



D ! 


的一般项，所以 


lim | R n ( x ) I = lime 


Ul . fc ^ 0 


于是得到展开式 


:工 =1 +1 f + … + 4 + 

2 n ! 


oo<x< + oo 






[11251 将函数 /( x ) = siru : 展幵成 o : 的幂级数. 


解因为 / ( tt ) ( x ) = sia ( x +^) (« = 1,2，〜），/“)（0)顺序循环地取0，1，0，-1 


，于是得 


/U) 〜 


.T 


^ 4-+ ( - 1)^ 1 


X 


In 


3! 5! 


( 2 « - 1 )! 


收敛半径 i ? 


OO 


对于任何有限的 X 在0和: t 之间），有 


I Rn (^) I 


sin (夸 


n 


2 


7 C 


(n + l)\ 


X 


^^"一 0 (一) . 


因此有展幵式 


sirtr = x 


ff + tf- … +( - ir 


x 


In- 


(2n-l)\ 


十 


• • 4 = 


S ( i) n 


X 


2rJ - 




oo < x < + oo 


或 


siar 


E (-1)" 


X 


2n 


n—0 


(2 n + l )!， 


oo < x < + 


使用遂项积分的方法将函数展开成幕级数 


+ X 


【1126】将函数 /( J ) = 丁比 i — I 2 


+ irarctanx ^ x 展开成 x 的幂级数. 


1 


00 


解因厂(1) = 士( 

且/(0)=0,故 


/(x)=/(x)-/(0) 


X 


1 


X 


2 1十/ 


一 1 


1 一 JT 


4 


S 


n = 


X 


An 


_ l 〈: r < 1 


， J 


0 


f^Odt 




0 


(s 广）士 = z 


x 


An 


n = 


4n + 1 


- l < x<l 


+ x 2 


【1127】设/(了) 


X 


arctanx , x _0 



X 


0 


oo 


试将鎌 开成工的職数，并求雜 


Oo 


解因 


十 ： r 


2 


2 (-1广工 2 ”，尤三（-1，1)，故 


» =0 


arctaur 


v x 


0 


(arctanx )' cLr = 2^~ + xG[-1 ， 1] 

n =0 


于是 


/U )， 鮮一” ！ 器:〜 + I 


(-ir- 

2n — l 


x 2n 


oo 


2^ 

n^\ 1 


L ^ n n 2 2n 


4n 


2 


X 


， [ 一 1， 1] 


因此 




(一 1〉” l 「" i 、 ii 兀 1 
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§5. 函数展开成幂级数 


刮平 財一 ^ = ’ + 工已是 z 的幂级数形式，故可用间接法将扯 _ 展开为工#寨級 


數- 


【1128】将函数 /( x )=: carctarLr - In v 7 1十工 2 展开为:*:的幂级数. 


解 


arctanr 


dr 


( 2 (- D^ 2 ")clr 


n = 0 


s (-1 广 


In 


n=0 


2 n 


s ( 


n — 


2 «-l 

l)nX tn 


lxl<l 


CO ， 

In Vl"+.r 2 = 4-ln(l + ^ 2 ) = 4 - Y! ( —, I^:I<1 


所以 


2n-\ 


/U) = : 2 (- 1 ” — 

n = 1 


E (- d m 


l 主 


2n 


E (-1 广 


2n 


n = 


2 n (2 n-\y 




【 m 9 】 将函数 fix ) = arctan 

解因为 


1 ^ 2 j 
1 + 2 x 


展开成: T 的幂级数，并求级数 ^ 


« = 0 


(-ir 

2 n + 1 


的和 


f , u) = vrr~2^ ~ 2 E (hi 2 ' : re (- 十，十） . 

1 I 4 jt _ a 乙 l 


2n 


w =0 


又 /(0) = f , 所以 


/( 工） 




OO 

2 (- D n 4 n t 2n dt 


n-0 


卜 22 


n = 0 


(-1 從 2n 

2 n + l 


， xe ( ^ T t T ) - 


因为级数 2 


n =0 


收敛，函数 / U ) 在 z = ^■处连续，所以 
+ I I 


瓜)十 2 § i ^ 




令 : T = j ,得 


/( 士 > f -2 S 

« =0 


- l ) n 4 n 1 

2 n + 1 •2 2 ” + 1 


y 


再由 /( + ) = 0,得 




n = 


[1130] 将 /( x ) 


In(1 + X ) dr 展开成 i 的幂级数. 


解由 


+ X 


( - 1 ) V ,得 ln(l + x ) = ^ 


(一 l )” x n 


从而 


ln(l + x ) 


n =0 


s 

n=0 


n =0 


(-i)v 




故 


/(x) 


ln(l + x ) 


dr 


S 

n — 0 


(— i)y 


dr 


n —0 


(-l)V 

71 + 1 


dr 


= §^ 7 ^ ■’ 而 - 1 ’ 1 ). 

使用遂项求导的方法将函数展幵成幕级数 

【 1131 】试将/( X 〉= COSJT 展开成 _ r 的幂级数. 

解因为 


n^n 


S1TLT 


X , X 
—r + — 


In 


3! 5! 7! 


一 1 )n ^nyy + 


所以 


cosjc = ( siru :)^ 


1 X 2 . X* ( . V „ x 2n 

=1 - 亓十石 -… 十卜 1 ) '(^)! + 


一 0©< X < + 00* 


- oo <x< + <» 


【 1132 】展开 


dr v x 


为 X 的幂级数，并求 g ffiyy 的和. 


分祈显然可以先求出导函数再展幵，也可以先展开后再求导，而后者更简单些. 


解因 


2 n n 

1 + :r + 含 + …+ 々 + …= 2 今 ， xG ( - oo, +oo) 

71 • n =0 72 • 


故 


#一1 


r r 2 T n ~ 1 A y 1 

n + … § tt ，■^(- co ，+ 


OO 


Ai^l 

dr \ x 




n-2 


s 

n ■ 2 


n 一 l)x 


m -2 


n \ 


x €: ( - 00 ， + 00 ) 


由 


dr 1 


的展开式知 




^ (n + l )\ 


[£(■ 




xe ^-( e T -l 


使用变置代换将函数展幵成幕级数 


【 1133 】将 / U ) 
解作代换 £=• 


展开成 I 的幂级数 


: T 2 , 于是 


t 2 t n 4 6 


+ (- i) n nr + 

n ! 


一 oo < x < + oo 


【 11 34 】将函数 / u 〉 


- 5 x + 6 


展开成: r - 5 的幂级数. 


解 /( X ) 


一 5x + 6 工 一 3 x - 2 2+(x - 5) 3+(j - 5) 


：r 一 5 


x — 5 




ir 


n =0 


n =0 


( x -5 ) n 

3 n 
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n =0 ^ 


( 工 - 5)” 


E <- D n 


十 2 一 2^ + 2 
6” 十 1 


5 )\ 


收敛区间应取-1<&^<1与-1<^^<1中的交集，即 3< x <7 
【1135】将函数 / U ) = ^ ryy 展开成 1-2 的幂级数. 


解函数/( I ) 


x ( x-D 


丄 


一 1 


使用间接展开法计算，需将3与+化成以便利用 A 的幂级数展开式，将 


1 ± (jc - 2) 


展开为 ( x -2> 的幂级数即可. 


fix ) 


x\x 


一 1) 一 X -1 



1 + (I 一 2) 


1 1 

2 ( i +¥ 


S {- D n { x - 2 y 


S 


x -2\ n 


n »0 


n =0 


2 ( - D w o ^^ n )(^"2) w . 

行 -o L 


幂级数 ^ (- l )” U -2)” 的收敛域是 U -2 IC 1， 幂级数 2 (- D n 


x - 2 \ n 


的收敛域是 


n = 0 


n =0 


U -2| <2,故知所得幂级数的收敛域是 k -2| <1，即 l <; c <3. 

【1136】将函数 f(x) = ~r~ ~;展开成 U - 1) 的幂级数，并证明 

j ： + 3x^2 


⑴卽 


3 n 


2， 


⑵2 (- I )” 1 去 


n = 


12 


解 fix ) 


其中, 


j 2 + 3 x + 2 (x + l)(x + 2) 工十 1 工 + 2 


: r 十 


2(1 


jc 一 1 


S (- i) n 


x-i r 


， - 1 〈 jt<3. 


n *■ 0 


x + 2 


3(1 + 


1_ 

x - \ 


E (- 1 ， 


X-I\ n 


， -2< X <4 


n 


于是 


fix ) 


工 2 十3工十2 


S (- D n 


x ^ 1 \ n 




j ： 一 1) ” 


n *0 






S (-ir 点 - A 


l) n , -1<X<3 


n = 


(1) 令 


o , 代入上式得 




(2) 令 ; r = 2, 代入上式得 


12 


2 (- w 1 


n - 


2 n y 


通过函数变形及四则运算将函数展幵成幕级数 


【113 7 】将函数 /( x ) 


解 因为 


2 + x 

主/一 


展开成: r 的幂级数 


2 + j : - X 2 3 1 十工 2 - x % 


分别将 t ,2 七展施的幂级数 


s (-収 


I X I <1 


n -0 


2 - x 

1_ T 


S fn 


<2 


所以 


2 + x 




2 [(- 


l<i 


rt = 0 



将函数 


111(1-： 1 ：-2 13 ： 2 )展成： 1 ：的幂级数,并指出其收敛区间 


解 ln(l — x _ 2 x 2 ) = ln(l - 2 x )(1 + ^:) = ln(l + x ) + ln(l ~2 x ). 

h ㈣ a - … 卜 D-f + …， 


其收敛区间为 （_1，1); 


ln(l - 2 x ) = ( - 2 x ) - 


■. 蠡 •耋 


+ (一1)” 


( - 2 x) n 


其收敛区间为 （ -十，士 

于是，有 


ln ( l - x -2 x 2 )- 2 [( + ( _ l) n + 1 ( _ 2 之广 ] = 2 


2 n 


n — 


n - 


其收敛区间为 （ —了， 

点评 本題考查幂級数展开的间接展开法. 

值得注意的是：兩敷 ln ( l - 2 x)(l + : c ) 的定义域为 （1 - 2 j :)( 1 十 jr )> 0 , 所以 


l-2x>0 


+: c >0 


或 — ，因为 | 1_2 ^ <() 无解，因 此恒有 in ( l -2 ^)(l + x ) = ln ( l -2 x ) + ln(l + x ). 

^ 1 + : r <0 〖1 + x <0 


[11391 将函数 /( x ) 


展开成 x 的幂级数. 



第十一章无穷级数 


§6. 傅立叶级数 


解 


+ x 


X 9 


= x[l ^ X 2 + X 4 - X 6 + ~ 1) n x 2n + …] 

+ _,，• + (— 1) n x 2 n + 1 十…，„ 

[1140] 将函数 / U ) 二 siar 在点: r 0 = f 展成幂级数. 

解 


1<X<1 


siru: — sin[ ~~ + ( x 


r )] 


7Z It 

sin—cos^x- — 


# sin ( x - "T 

4 V 4 


2n 


7 iLm 




6! l x_ 4 


， f ， 


十 （ — 1) n ^ yy(r ^ 




) 3+ ^( x ~f ) 5 -*** + ( - ir (^TTyr(^ _ f ) 2 


72 * 


2! 4 


3! l x " 4 



+ 5! l x -7 




2n 




In 


♦ ♦ 4 

」， 


一 oo<x< + oo 


利用幕级数的展开式求高阶导数 


[1141] 设 /( x ) 


2x 2 


十 ： t 


，求/⑹⑻. 


解 将 /( I ) 展开成幂级数，有 

f(x)=2x 2 ^—^ : 


2^ 2 - 2 (- 2 (-1广.2.严 2 , 


n =0 


n ~ 


(-1,1) 


f ^ 6 Uo ) 

而/( I )的幂级数展开式中/的系数为^ P , 于是有 


( 6 ) 


(一 1) 


⑻ 


6 ! 


故/ (6) = 2-6! =1440, 


§ 6. 傅立叶级数 

1. 函数的傅立叶 ( Fourier ) 级数 

设函数 / U ) 在区间 [- ATT ] (或 [0,27 t ]) 上可积，则称 


/(j：) cos nr dr, n = 0,1,2, •*•, 


-n 


1 c n 

b n = —— /( x ) sin nr dx, « = 1 ， 2,… 

7C J —7T 

为函数 / U ) 的傅立叶系数.由上述 ，心 所形成的三角级数 

00 

+ 2 (g„cosmt 十 6„sinwr) 


n ® 







称为函数 /( X ) 的傅立叶级数. 

2. 狄立克菜 (Dirichlet ) 定理 

设函数 / U ) 在区间 [ U ] (或 [0,2 tt ]) 上满足 条件: 

(1) 连续或只有有限个第一类间断点； 

(2) 至多只有有限个极值点. 

则 /( x ) 的傅立叶级数 


£o 

2 



^2 ( Q -71 cosnx + b n sinnr) 


在区间 [-7 T ，7 T ] (或 [0,2tT]) 上收敛，并且，若其和函数为 S ( X ), 则有: 
(1) 在/( X )的连续点处， S(x)=/U); 


(2) 在 /u) 的间断点 : T 处 , ■5U)= /U-0) i’ (X + 0 ) ; 

⑶在端点 处， S(x 卜 /(-Jt+0) 2 + 々 -0) ， 

( 或在 : c = 0,27T 处， S (: r) = — 2 ^ n ~~，其中 /( OCQ - 0} ， /(j：o + 0 ) 分别表示 /(■!：) 在 
处的左、右极限， 


3 .正弦级数 



/(x)cosnrdr, 

/( 工 ）sinnr dr ， 


若 /( x ) 是 （ u ) 上的奇函数，则 


w = 0,1，2,…， 

n = l,2, 


fix) = 2 sinnr 


n * 


其中 ~ 


2 


It 


% n 


0 


/(jc)sinnxdr, w = 1,2, 


4 .余弦级数 

若 / U ) 是 （- m ) 上的偶函数，则 


/( 工 + 2 a « 


cos nr 


其中 a n 


2 


7T 


•死 


0 


f(x)cosnxdx 9 n=0 f 1,2, 


基本题型 


求函数的 傅立叶 级数展幵系数 

【 1142 】 设函数 / UHtut + A - tcCiStO 的傅立叶级数展开式为 



( a n cosnx + b n sinm:) , 


则其系数6 3 = 
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§6. 傅立叶级数 


解 b . 


2 

(jlz 十 j ： 2 )sin3jdr = _ ^Kxsin^xdx 

Jo 


j 0 


ip 

3 Jn 


cos3x dr 
Jo 


2 2 71 

*Z~7t + 7rsin3x 

j y o 


故应填 


【1143】设: r 2 = ^2 a ” cos«r ( _ 7 r < x <7 r )， 则 a : 


n =0 


解根据余弦级数的系数计算公式，有 


2 r 2 


a2 = tJo xWxdx = tJo ^ d(sin2j：) ^ti ? sm2 工 0 — J 。 


x 2 sin2j ： 


sin2x*2x dr 


_ xd ( cos 2 x ) — 一 jcco&Ix - 
7T Jo 兀、 o Jo 


cos2:rdz) 


1. 


故应填 1. 

【1144】设 /( i ) 是以 2 tt 为周期函数，且其傅立叶系数为、，乂，试求/(1+/0(/1为实数) 


的傅立叶 系数： < 

40 ' 1 

m a n = — 


，K 


1 

f(x + h ) cosnxdr = — f(x + h )cos[ n(x ^ h) — nk^djc 

冗 • — K 


f(x + h) cosn/i cos( h)n dr + 


y(x + /i)sinn/isin (x ^ h)n dr 


_7C 


-It 


= a n ccsnh + b n sinrjh . 

同理可得 h n — b n cosnh — a n sinw / i . 

故应填 a n coRnh + b n sin nh 9 b n cosnh — a n sinnh . 

【1145】设 / U ) 是可积函数，且在 [-7 T ，7 t ] 上恒有 /(X + 7 C )=/ U ) j !) a 2nM 


^2 n 


解 


/(j) cos nr dr 


1 fO 1 P 

f ( j：)cosnxdx + f ( x ) co^nxdx 
^ J —n Jo 

JC = f + TT r0 

/( x)cosnzcir ~ — f(t + K ) cosn(t + 7 t ) d / 


故 


drt 


/(i + 7t) ( — \) n cos?udt = f{t){ — l) n cosntdt 


-Tt 



/(x)( — l) rt cosnrdr. 


-IX 


[1 + ( - l) n ]f(x) cosnxdx 


-7t 


则 


2n 


0. 同理可得 d 2 n - l =0. 


故应填 0,0. 

利用狄立克莱定理判断傅氏级数的收敏性 


【1146】 设 fU ) 


1 + 7 "’ _7 t J X <0 为 T =27 t 的周期函数，则其傅立叶级数在1 = ¥ 

x ^ n y k ^ 


处收敛于 





解为连续点，故傅立叶级数在此处收敛于 


故应填 

【1147】已知 /( 工） 


x. 


7 T < X ^0 


+ X ， 0<X^7T 


的傅立叶级数为 




+ ^ {a n co&nx + b n sinnx ) » 


n 


其和函数为 SU >, 则 S ( l > 


,S(0) 


， S(k) 


解根据傅立叶级数收敛定理，有 
S(l)=/(1) = 1 + 1 = 2, S(0) = 


/(0 — 0)+/(0 + 0 ) 0 十 1 


S(tc) 


/( -n + O) +f(n-0) 一冗十 1 十兀 


2 . 


故应填 2, - y ,—. 

00 疒 i 

【1148】设 /(:c) 二 :c 2 ， (Xa:<l ， 而 S<:r) = ^ sirm?r:r , 其中 b n —2 fix) sinwrcxcLr t n — 

n = i Jo 

1,2, .. •，则 - ^-) =_. 

解由于所给级数为正弦级数，因此应将 / U ) 在 （-1，0) 上进行奇延拓.当 - l <： c <0 时， 


fix) 


I 2 ,根据傅立叶级数收敛定理，因为工=为连续点，所以 





4 . 


故应填 



4 k 


【11妫】设函数/( X ) 


- 1， 

1 + x 2 


7T< 


，则其以 2 tT 为周期的傅立叶级数在点 : C = 7 T 处 


收敛于 


解所给函数/( I )在区间 （-7 C ,7 t ] 上满足傅立叶级数收敛定理的条件，并且拓广为周期函 


数时在点 


kz U =0, ±1, ±2,…）处不连续，因此其傅立叶级数在点 : T = 7 T 处收敛于 


y[/(^-0) +/(n+ 0 〉 ]= 专 [1 + Tt 2 - 1] = 2 ^^ 


故应填 f TE 2 . 


【1150】设函数/( X )是以 2 tc 为周期的周期函数，且在闭区间 [-7 t ，7 T ] 上有 


fix) 


1 — — 
1 + 又 , 


则 /( d 的傅立叶级数在 


7 C 处收敛于 


(A)l + 7T 


(B)l-rc 


(C)t 


(D)0 
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解因为 /( - 7T) = 1 - （ - 7C) = 1+ 7C,/(tc) 


+ 7 C ， 所以/( X )的傅立叶级数在 


7 T 处收敛 


于 


/( 一 7t+ 0) + /(TC_ 0) 1 + 7t + 1 + 7C 


+ 7 T . 


故应选 (A). 

将函数展幵成簿立叶级数 

【 1151 】将函数 /U 卜 1< 二 <() 展开成傅立叶级数 

(X, 0< JC^Tt 

解所给函数满足收敛定理的条件,傅立叶系数为 


a 0 


— f(x)Ax~ — 

兀」 一 IT 冗 



0^ + -j o Xcb:-f, 


/(x)cos nr dx 


-It 


0 # cosnrdr 十 — x cos nr dr 

n Jo 


xsinnx cos nr 

~I 十 2 


一 1+ ( 一 l) n 


n 2 * * n 


nn 


0, 


，当 n = l ， 3,5, 
当 n = 2,4,6, 


又 


\ ^ t i r ° ^ i t 

b n - — /(x)sinnrdr = _ 0 • sinnrdz + — l xsinnrdr 

J -IT 兀 J—TT ^ JO 


1 j j cos nr , sin nr 


所以 /(: r ) 的傅立叶级数展开式为 


xcosnx ( — 1)“1 


U = l ,2, 


fix) 


7C 

T 


s 


n — 


l) n -l , (-l )^ 1 .] 

、 - cosnr 十 sinnz , 

n l it n 」 


当 


± Tt 时，傅立叶级数收敛于 


/( _ k + 0) + f(n-0) 0 十 


2 # 


(1152] 将函数 /U)= Uinrl ( _ tt<: r<70 展开成傅立叶级数 . 
解 /(x) 为偶函数，故 \ 二 0,U = 1 ， 2 , …） 

2 c n 2 C n 

a n = 一 f(x)co&nxdx = 一 siarcosnrdr 

7T Jo 7t Jo 


~ [ [sin(l 
K Jo 

■ 

1 1 

7t L 1 + n 


n)j ： + sin(l - n)j：]dx 


一 cos(l + 7i)x 一 ~ cos(l — n)x 

n 1 一 《 」 o 


一 （一 ir 


1-( -l) n_1 1 2 1-(-1)" 

-、 ■ / - = - • - ' f 

1-n J n 1 一 n 2 


0 , 


n=2k + 


n(l-4k 2 ) 9 


2k 


U = l ,2, 


»•« 


ao 


2, % 
IT , 


± 


sinrdr = 一 
o n 


2 f n 

— siarco&xdr = 0, 

n Jo 





则 l sii 




将函数展幵成正（余）弦级数 

【1153】将函数/(^) = cosx 在区间 [0,7 t ] 上展开成正弦级数 
解对 /( d 进行奇延拓，得 


^ n -0, (n =0,1,2, 


♦ 4 ♦ 


2 ^ 


1 C n 

co&zsinrdr = _ [ sin (n + l)x + sin (n - l ) x]dx 

^ Jo 


当 》= 1 时， 


sin 2 ：rdr = 0, 


当 n 关 1 时， b v 


[ sin (n 十 l)x + sin (n - l ). r]d 


所以 


n + l ) a : 一 cos 


s (^ ^ l)x n 
n — 1 J o 


In 


rt 2 — 1 


0, 


Sk 


n (2 k - l )(2 k + l ) 9 


n —2 k + 


2 k 


U = l ,2, 


COSJT 


2_ 


S 


n - 


— ir 十 
.2 < 


n • smnr 


8_ sin 2 o : 2 sin 4 x 
71 了 .3 3.5 


fesin2^7r 

(2k^l)(2k + D 


(0^ X ^7 r ) 


事实上，右端的级数在 1 = 0,7： 处收敛于 f [/(0 + 0)+/(7 T -0)] = 0. 

【1154】将 /( x )=: r 2 在 (0,7 C ) 上展为余弦级数，并求级数 i ~ 1 厂 2 的和 

”1 ( 2?2 1 ) 

解将函数 / Or ) 偶延拓，则有 


0 ， a 0 


dr 


n 2 . 


2 u 2 _ 」一1( Z 二—丄匕 


cosnxda : 


~sinnr + ~rcosnr 
n n l 


2 . 

~Tsinnr 


(一 1)”, 


故 


rci 


oo 

4 ^ ^ — 2 "cosnr = x 2 (0< jc < k ). 


n = 


在 


o 处，级数收敛于0,所以；^ 


rl = 


竹 2 - 12, 


在 


co 9 

Tt 处，级数收敛于 Tt 2 , 所以 2 七=奢，因此 

rt = 1 打 


s 


n — 


(2 n - l ) 




it 

8 


【1155】把函数 / Or ) = f 在[0,4上展成正弦级数，并由它推导出 
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(1)1- 


1 

5 - 

十 

« » # — 

7 T 

1 1 4 

4 , 

(2)1 + - 

1 

5 

1 

7 

1 ^ 
11 

13 + 

1 

17 

解 a 0 

= 0 

(n 

= 0,1, 

…） 



+…= 


7 T 


n 


K 


0 


7 C 

7 


sirmrdz 


2 


sinnrdr 


o 


2 n 


cos nr 


K 

0 


2 n 


[(- l ) n -1 卜 { 2 k 

0, 


n 


2 k-l 


U = l ，2, …） 


n = 2 k 

oo 


又 / u ) 


f 为 [0 a ] 上的连续函数，有 f 


s 


2 k 


;in(2 是 一 1 )x 


CO 


( 1 ) 


7 T 


取 


X 


= s 

k=i 

t ， 得 


7Z 


2 k-l 


(sin2fcccosx - cos2fcrsirLr) 


GO 


4 


(2) 对 （1) 中 


E 

k =\ 


TT 

J 


2 k -1 


[-（-1)*] 二 2 


k = 


(- w 

2 k-l 


=1 - 丄+丄_丄十 


♦ ♦ • 


3 


5 7 


两边同乘丁，得 


7 T 


1 


1 


1 


3 


1 

5 


1 


7 


1 


12 3 9 


又 


7 T 


1 
15 

1 


1 
21 


十 


4 


i -丄十丄-丄+丄 
1 3 5 7 9 11 


+ 


♦ 99 


上两式相加得 


7C 


1 1 


5 7 




1 
\1 


§7. 


般周期函数的傅立叶级数 


任意区间[-“ 上的傅立叶级数 

设函数/( I )在长为2/的区间 [- Z ,/] (或 [0,2/]) 上满足狄立克莱定理条件，作变量置换 


¥，则函数 / U ) 


7 t 




9>(0,而在区间 [- L 糾上满足狄立克莱定理条件，所以/( I ) 


^0 


在 [- Z ， Z ] 上的傅立叶级数 f + S ( a n 


微$+6„—$)收敛，并且，若其和函数为5<1)，则 


▲ 嫌 

n — 


有 


(1) 在 / U ) 的连续点处 , S ( x )=/(: r ) 


(2〉在 /( a ：) 的间断点 x 处， S (: c ) 


/( x ~0) +/(x + 0) 

2 


(3) 在端点 


X 




± I 处， S ( z ) 


或在 


X 


0,2/ 处， SU ) 


/(-/+0 )+/U - 0) 

2 

/(0 + 0)+/(2/-0) 

2 


其中 




fix ) 


mza : 


dr , n = 1， 2, 


6 n = — /( j)sin n = 1，2, … 

/ J -i L 

可见，任意区间[-/，/]上的傅立叶级数是区间 [-7 T ， K ] 上的傅立叶级数的推广.而区间 
[- ATT ] 上的傅立叶级数是区间[- Z ， Z ] 上的傅立叶级数的特殊情况. 


基本 




型 


利用狄立克莱定理计算 


【1156】 设 / U ) 


Six ) 


X ， 

2 ， 

2 — 2x, 

2 <j ：< 1, 

00 

a o 丄 P 


2 ^ 

fl„COSn7TX, 


«>< x < + 00 


其中 -2 J ^/( jt :) cosw 3 cxdr (n = 0,1，2,…），则 S ( _ 了）= 


( A ) 士 


⑻― 



( C )f 


(D)- 


解 本题把 /(_ X ) 进行偶延拓，展为余弦级数.由于 
点，故根据狄立克莱充分条件 


为/( I )延拓后所得函数的间断 


5 /(-y-0)+/(-y+0) /(y-0)+/(y + 0) 

S (- y )= 2 = ~ : 2 


_1 

4 


故应选 ( C >. 
点评由啪 


由收敛定理知，在连续点邛处， S ( x 0 ) = f ( x 0 )， 在间断点： C ] 处， S ( x x ) 


/(x o -0) + /(xi + 0) 


.计算和函数 SU ) 主要考虑 / U ) 的间断点及端点，如果 /( x ) 为定义 在有恨 


区间上 的兩数 ，或给出 /( d 在某个周期内的表达式时，需计算 5(1) 在某些点处的值，則需利用 
周期延拓（或周期性）加以计算，讨论 /( x ) 的傅立叶鈒数的收敛情况主要讨论 /( i ) 在端点或间 
断点应收敛于什么值. 


将函数在指定区间上展成傅立叶级数 


[1157] 将函数 /( x ) 


X 


k ， 

0, 


- 2^ x <0 
0<x<2 


(常数 ^0) 展开成傅立叶级数 


解这是 f =2,故由公式得傅立叶系数为 



fix ) 


tlKX 


dr 



， nnx . 
女 cos 2 


k nizx 
~n Sxn ~ 


-2 


(71 = 1，2, …） • 


当 n=0 时 , f + 


kdx = 是•又 





第十一章无穷级数 


. 一般周期函数的傅立叶级败 



1 产2 

1 iV \ • W 7 CX , 

J \ x)sm ~ r—ax 

2 J —2 2 


-2 


， . nrcx , 
ksm ~ 2~dr 


k cosnnj ： 
nn 2 


= — — l ) 77 —1] (« = 1，2，〜广 

TIK 


于是得 


oo 

只工）二 + + H A [(-ir — i] S i 

2 ^ nn 

n — i 


nnx 


sin 


k 2 k / . nx , 1 3 tu : , 1 Snx , 

yT (sm Y + T sin ^ + y sm "T + 


( 一 2< o ：<0 及 0<： r <2). 


[1158] 将函数 yu ) 


l (0<： r <2) 展开成周期为 4 的余弦级数. 


解 


^0 


(jc - l)dr = 0. 




f-fU-Dcos^^f 

I Jn L nn m n 


•2 

(jc 一 l)dsin 

Jo 


nnx 


2 


nn 


sinf cLr = ^[(— ir -1] 


0, 


2 k 


(2 々 -1)V ， 


m = 2 是一 1 


U = l ，2, 


售 ♦ t 


fix ) 


CD 

8 1 

Tt 2 A (2 卜 l ) 2 


2 k 一 1 )kx 


， x £ [0,2] 


点评展开式也可写作 

fix ) 


Tt 2 


S 


n = 


-1V-1 


cos ^ ^ e [0,2]. 


将函数 /( d 展开为傅立叶纹数具体分为三步 ：（1) 延拓为周期函数（这部分可省 略）； （2〉 计 
算傅立吋系数 fl „、6„;(3) 证明 收敛情况写出和函数，由于傅立叶系数计算较为复杂，常用題型为 
展开为余弦及数或正弦级数. 

利用傅立叶展幵式求级数的和 

【1159】 将函数 /(_ r >=2+ 展开成以 2 为周期的傅立叶级数，并由此求级 

数 S 忐的和 • 

n = i 71 


解由于 /( x )=2+ lx | (_ l <: r < l ) 是偶函数，故 


ao = 2 (2 十 x)dz = 5 ， 

Jo 
广 1 

a n = 2 (2 + x ) co&nnxdx 

Jo 

b n = 0 , n - 1 ， 2 , 3 , …， 


2 xocsmtxdLt 

Jo 


2(COSW7t 一 1 

nV 


1,2,3, 


即有 fix ) = 2 + \ x \ 




J . 

2 




n = 


2(cos«tt- 1) 5 

~^ 7 ^~ cosrnzx — 了 

n z vr 2 


^ *=0 


>(2k + 1)3 
⑵ +1) 2 


nx 


由狄立克莱定理知该级数收敛于 2+ 


取 


0,有 




2 


5. ± 




s 


1 


2 7T 2 (26 十 l) 2 . 


即 E 


1 _7T 2 

(2 是十 l) 2 一 8 • 


所以 




n = 


n 




1 




i (2^ + 1) 


E 


co 




CO 


从而 


s ; 


4 


oo 


E 


； (2 k ) 2 
4 7 T 2 


2 


1 


d (2 是 + 1) 


4 




n = l n 


7 T 


n = 


4=0 


(2 k + 1) 2 3 8 6 • 


【1160】将函数 


5 


: r 2 ，: re [-1,1], 展开为以 2 为周期的傅立叶级数，并由此求数项级数 


2 的和. 


n = 


解因为 / U ) 为偶函数，故6^0，《=1，2，一而 


a 0 = 2 


x 2 ±r 


2 


3 


x cosrajcxdr 


2 


o 


nn j 


:c 2 d(sinn7u:) 


4 


nn . 


•rsin«7idr 


4 


o 


^ Tt 2 


(一 l) n t n = 1 ， 2, 


当 


x 


±1 时， 


f (一 1 + 0W〈1 一 0) 

2 


1=/(±1)，所以 


1 


3 


+ 


S 


n = 


4( 一 1)” 

nV 


COST1 7ZX = X 


令： T 




o , 得 y 十 D 


4( 一 l) n 

«v 


o , 所以 I ； 


(一 l ) 77 

n 2 


xG [-1,1] 

12' 


§8, 综合提高题型 

利用级数收敛的定义及性质讨论 

00 

[ 1161 ] 若级数 E 收敛，则_ • 

» = 1 

CO OO 

( A ) ^ ( a „ + a „ +1 ) 收敛 （ B ) D a 2n 收敛 

n - 1 rt * 1 

OO OO 

( C ) 2 i 收敛 ⑴） I ； {- \) n a n 收敛 

n = 1 n »1 

OO CD OO 

解由级数基丰性质知，若‘收敛，则 D ‘ + 1 也收敛，故^ u „ + fl „ + 1 ) 收敛，而其 

w - 1 n = 1 ?i = 1 

佘都涉及通项符号的变更，从而改变任意项级数的敛散性. 

故应选 ( A ). 

【 II 62 】 设有以下 命题： 

cc oo 

① 若 XI ( M 2rt_l + 收敛，则 S W 71 收敛； 

n • I rt - I 

co od 

② 若 2 U n 收敛，则2 W n + 1000 收敛； 






第十一章无穷级数 


§8,综合提离题型 


③ 若 lim ^〉：!， 则 ； S u „ 发散； 

CO CO oo 

④ 若 (A + %) 收敛，则 2 u n ， 2 j V n 都收敛 • 


则以上命题中正确的是 


⑻①② 


⑻②③ 


( C ) ③④ 


( D ) ④① 


解①是错误的，如令 u ，（- l ) w ，显然$ «„发散，而^ u „ + 1 +« 2 „) 收敛. 

② 是正确的，因为改变(增加或减少)级数 k 有限项，不改4级数的收敛性. 

CC 

③ 是正确的，因为由可得到〜不趋于零 （ n ^ oo )， 所以 I ]〜发散. 

u n n ^\ 


④是错误的，如令〜=丄，叫=-丄，显然 LE I 

n = 1 n - l 

故应选 ( B ). 

点评本題为基本题型，考查了级数收敛的定义及性质, 


显然2 U n , 2 V n 都发散,而 E ( 〜+ %)收敛 


【1163】设/>„ 


<in 


a n — a n 

2 


1，2,…，则下列命题正确的是 


(A) 若2 &条件收敛，则芝 > n 与 E h 都收敛 


« = 1 
CO 


n- 1 

CO 


( B ) 若 D A 绝对收敛，则 ： S 九与 2] 心都收敛 


n = l 

GO 


n = 1 
oo 


(c) 若 s ^ 条件收敛，则 S 九与 E ^的敛散性都不定 


n ~ 1 
oo 


n = 1 

CO 


( D ) 若 〜绝 对收敛，则 H P rt 与 X ； L 的敛散性都不定 

n = l rj = 1 n = I 

解若免 〜条件收敛，则 f ] 发散，由级数的性质知 f 九，& t 都发散，排除选 

n = 1 n = 1 ?j - 1 n = 1 

项 ( A )，（ C ); 若 f ] 〜绝 对收敛，则 f 、收敛，由级数的性质知 f ] 八 ， f 都收敛，排除选 

rt = l n~l n = 1 fi = 1 

项 ( D ). 

故应选 ( B ). 

讨论级数的收敛性与部分和数列有极限之间的关系 


【1164】已知 


(1 - x )” cLc , (n = l ,2, …）•证明2 &收敛，并求其和 


解 


dd - x )^ 


X 2 ^(l-x ) n ^ 1 


2 x (1 - x) rt + 1 dr 


(1 一 x) n + l dx 


(n + l)(n + 2) 


d(l — x) n 


+ l)(n + 2) 


•(1 — x )” + 


(n^l)(n+2) 


(1-W 2 dr 





U + 1)(7 I +2).«+3 ( 1_<r ) n o 


(w 十 l)(n + 2 )(n + 3 V 

oo CO oo 

所以的敛散性应与 2 七一致，所以收敛 


n = 


n = 


2-3-4 3*4-5 

(士-音 + 十) 


(w + 1)( w + 2 )(n + 3) 




+ + 士) 十…+ 




1 1 1 . 1 
2^3" w +2 ?? +y 


故 


n 冷势 


6 # 


[1165] 设有两条抛物线^=肛 2 +1和^=(« + 1)1 2 + —^，记它们交点的横坐标的绝对 

n n + 1 


值为 a „. 


(1) 求这两条拋物线所围成的平面图形的面积 S „; (2) 求级数2 &的和 


n 7 


n 


解由 y = nr 2 + 1与 


-%^(, + l ) x + — # a n 


72( W + 1) 


因图形关子 > 轴对称，所以 


s ， 2 j/ [^ 2 + T ~{^l)^-— X ]dx 


o n [ ^ uTTT x2]cLr 


n(n + 1 ) V rt(n + 1) 


因此 


么=丄 1 
a n 3 n(w + 1) 


(丄-十) 


从而 




_ = A 

」 _ 3 . 


点评先求出部分和 S „ ，然后再验证 S „ 是否有极限，求部分和的方法通常为“拆项求和” 


【1166】从点 P /1,0) 作: r 轴的垂线，交抛物线 


x 2 于点 QJM ) ;再从仏作这条拋物线 


的切线与: C 轴交于 P 2 . 然后又从尸 2 作: T 轴的垂线，交抛物线于点 Q 2 ，依次重复上述过程得到一 
系列的点 P 〗， Q 1; P 2 ， Q 2; …； P „, a ; … （如图 1166 所示） 

⑴求 疋； 

(2) 求级数+ …+豆瓦+…的和，其中 《 U >1) 为自然数，而表示点 

与％之间的距离. 

解 （1) 由3^1 2 ，得3^二2^，对于任意抛物线3^2在点 u ， a 2 ) 处的切线方 

程为 

y - a 2 = 2a(x — a) 

且该切线与 a ： 轴的交点为 （ f ，0),故由@=1，可见 
QP ^- yQP ；- y , 







1 

歹， 


QP ^ 


2 n 


( 2 ) 由于 ^>(&) 2 = ( 士) 2 ”- 2 ，可见 


OO 00 

2 QnP ”= 2 ( + ) 


In -2 


n = 


(+) 


± 


点评本题是无穷级数解决几何问題的应用，首先应根据題意画 
出草困，通过使用导数的几何意义写出抛物线在任一点 U ， 的切线 

CO 

方租及与轴的交点，再根据題意可得 D 为一等比級数，然后 


n « 


使用等比级数求和公式求和. 


第十一章无穷级数 


§ a 综合提寓屬型 



a 





图 1166 


11167] 判断级数 2 arctan;^ 的敛散性，若此级数收敛，则求其和 . 

n^l 2^2 

00 

解 级数 D arctan $的一般项 w n = arctan $， 当 n — oo 时, arctan ~ 
法的极限形式/因为 


，用比较判别 


arctan 


lim 

n_oo 


In 2 



又级数 S 七收敛，所以 S arctan ;^ 也收敛 


2 n 


下面我们求 2 arctan 的和 S. 


Si = arctan 了， 


Si = u\^ ui = arctan ^ + arctan ^ 


arctan 


arctan 


又 


1- 




S 3 = S 2 + U 3 = arctan 


f +arctan i 


arctan 


1 一 


2 ^ 1 
—+ — 

3_18 
2 1 


arctan 


立 




18 


由数学归纳法得到 


S n = arctan 


w +1’ 


从而 S= lim 


arctanl = 予，所以 2 


n = 


2 n 2 


【 1168 】已知 s 去 = 4 , 求级数 S f L TT 2 的和 - 


«=1 « 


d ( 2 n-l) 







oo CO 

解 令 S S ~ (1 1 则 

t^i n n = 1 {In -1) 

S =1 十古十… 


3 2 5 2 


( 2 «- 1 ) 


— + _ 1 + + ―-一 -L 

2 2 4 2 (2”) 2 


于是,$ 


3 2 5 2 

十‘ 

3 7 T 2 

- * 參 -= ' 

4 6 


(2 n - l ) 


+ ••♦ + — 1 + — + 


~7 + — 7 +…+ ~ ；十 … 

2 2 3 2 n 2 


香’ 


即 


oo A 

V 1 _ K 2 

(2 n - I ) 2 一 S 


讨论任意项级数的敛敏性 


【1169】判断级数 


(一 l) n 


的敛散性. 


n = 


解当户<0时，因为 lim ^^ 式0,所以级数发散 


当0</><1时，由于 H 4发散，而交错级数 


(一 1)” 


收敛，故原级数条件收敛 


n 


n = 


当户 > i 时，由于 e 七收敛，所以原级数绝对收敛. 


【1170】判断级数 2] 「丄7 lJ ^- n ,- p 以>0)的敛散性，并说明是绝对收敛，条件收敛或发 

7T 2 L« + ( 一 1) J 


散, 


解 


1)” 


[n + (- l) n V 


(- l) n 


(一 l) n 


一 p 


，将其展为泰勒公式有 


(- ir _ (-1) 77 

[n + (- l ) n ] p ~ n p 

{-\Y 


(_ l )” 


P ) + o ( 


p ， 




根据上题结果知 0< P <1 时，原级数条件 收敛； 当 P >1 时，原级数绝对收敛 

利用级数收敛的必要条件求极限 

【_ 计算， 為=—— ‘ 

解应用级数收敛的必要条件. 

CO 

考虑级数2 应用正项级数的比值审敛法有 

n-i ) 


5 n + l -(n + l )! 


lim 

n^co 



5”. t 2! 

(2 n) n 


v 5 ( n n 5 v 

妲 TU = Yi ^ 


2 e 


<1 


故级数 I 5 # 收敛，于是得 



第十一章无穷级数 


§8. 铼合提高题型 


故应填 0. 

利用正项级数的比较审敛法判断级数的 敏散性 


【1172】设 


a ! = 2, + i = ir ( a n + — ) (« = 1，2,…），证明 

z u n 


存在； （2) 级数 ^ ( ― ^-1) 收敛 • 


n 


n = 


n 


证 （1) 因 a n 


( a n + —)> I a n 


=1， 


d n ~ 






故 {〜} 递减且有下界，所以 lim 存在. 


rt 


(2) 由 （1) 知 0<^- l= an ~ an + X < a n ~ a n 


tS S n - > : ( 十 1) — d 1 +1» 


i = 


因 + 1 存在，故 limS „ 存在，所以级数 ( a „ _ a „ + 1 ) 收敛 • 


Fl-* 0 O 


n — 


因此由比较审敛法知，级数 D ( i - i ) 收敛. 


n 


点评 本題 （1) 考查了使用单调有界数列必有极 f 民证明 lim 〜存在，对于 （2) 也可考虑使用 


n 


正项級数的比值宇敛法计算.即 


由于 {〜} 单调递減，故从而級数 (1-1) 为正项级数. 


ft 


令^ 


1-1,利用递推公式有 


lim - ? 


a „ + l 


at -1 


n-^oo 


1 • 暴 ’ ， 7 « 一 n 

lim —• ―; -7 # -7 

d + 1 十 1 a\ 


0<1 


由比值审敛法知级数 D ( i -1) 收敛 


: Tl a « 


【1173】 设 a ” = 


tan n xdr 


(1) 求乏] — ( a „ 十 a „ +2 ) 的值; 

4 TX 


n = 


(2) 试 证:对 任意的常数;1>0,级数 2 今收敛. 

n = l 71 

证 （1) 因为 

1 1 rf 

— ( a - + a n ^ i ) = — tan n x(l + tan 2 x ) dr 

n n Jo 


tan ^ j ： sec 2 j : dr 


7 Jo tn&t = n(n + 1) 




s w = XI 了 ( 屮 十尖 +2)= XI ■ 


(t + 1) 


1 


n 


所以 

(2) 因为 


4 


0 


tan n xdx 


，1 


ol + t 2 


dt < 


t 



0 


n 


所以 


f < 


1 


n 


A 


< 


n A ( n + 1) n x 


由 ； i + i > i 知， 2 [收敛，从而 2 今 收敛. 

^?=1 n n = i 71 

点评 级數敛散性 i 正明题是高等数学的一个难点，主要是因为级數的敛散性直接与數列的 
极限 （ S „ 的极限）联系在一起，是高等数学中两个难点的结合，证明方法经常用到导数、泰勒公 
式、定积分等. 


urn ] 若级数 s 〜及都发散，则 

n = I n = I 

oo OO 

( A ) 2 U „ + 6„) 必发散 （ B ) D aA 必发散 

n - 1 n = 1 

00 oo 

( c ) 2 (kl + I 6 J ) 必发散 （ D ) 2 U 2 „ 十 6 2 J 必发散 

« — 1 >f = l 

00 

解 因为假若 2 (1^1 + |6„|)收敛，由于+ 16 J )， 由正项级数的比较审敛法 

« - 1 

OO Q0 

知 I 〜 I 收敛，从而〜绝对收敛这与已知矛盾. 

n =1 « = 1 

故应选 ( C ). 

【11乃】设正项数列 U „} 单调减少，且 i (-1)、发散，试问级数& 是否收 

n = l \ a n 十 

敛？并说明理由. 

解 级数 i ; (: Vi ) n 收敛. 

理 由：由 于正项数列“ „} 单调减少有下界，故 lirn a „ 存在，记这个极限值为 a , 则.若 

oo 

a =0,则由莱布尼兹定理知 I ； {-\ Ya n 收敛，与题设矛盾，故 a >0. 

n-1 

于是^ + 从而(一^”〈（一^广. 

a„ + l a + 1 \ a„ + 1 / \ a + 1/ 

oo ! 

而2 公比为 5<1 的几何级数，故收敛.因此由比较审敛法知原级数收敛. 

n * 1 

点评利用已知級数的敛散性，使用正项鈒数的比较审敛法可判断正项級數的敛散性.已 

知敛散性的級数 如：几 何級数 f 叫”— 1 当 U | < i 时收敛，当 u | 时发散 ；/»- 级數 i +当 

« = 1 n^l ri p 

P >1 时收敛；当/ ><1 时发散•判定级数的敛散性，重点掌握比较审敛法的极限形式. 





第十一章无穷级数 


§8. 练合提窬题型 


【1176】设有方程/ +似-1 = 0,其中《为正整数.证明此方程存在惟一正实根〜，并证明 

oo 

当 《>1 时，级数 D 4收敛. 


n ~ 


HE is f n {x) = 工行十 m: 
当 x>OH,fn(x) = nx 


: n-1 + «>0,故 /„ U ) 在 [0, + 00) 上单调增加♦而/«(0)= - 1<0,/„(1) 


n > 0 9 由连续函数的介值定理知 x ' + tit 


0存在惟一正实根: 


由 Z + - 1 = 0与 x ,>0 知 


n n n 


故当 a > l 时,0<<< 
而正项级数 f {- 


收敛，所以当 a > l 时，级数 Z 收敛. 


n = 


点评本題为综合題，但难度不大，題型设计比较新颖，证明方程存在惟一实根的常用方法 
是：（1)先利用介值定 理乜明 根的存在性； （2) 利用单调性证明的惟一性. 

本題证明级数的收敛性使用了正项级数的比较审敛法. 

oo 1 + + + …+ 丄 

【1177】判断级数乏](丄 - In d ) 的收敛性，并证明： Um —-- = 1. 

n n f « inn 


\nn 


oo 

证先证刃（丄是正项级数，为此只需证1-111(1 + 1)>0，^^(0，1] 


n 


令 /U) = r ln(l + ： T),/'U) = l- 「 ^>0 ， /U) 单调递增，且 /(0)=0, 
即 X _ ln(l + J ：) >0, 令 :r =丄代 入得丄 - ln(l + 丄） >0 ， 

n n n 


而 lim 


上 -ln(l + 丄） 

n n 



由正项级数比较审敛法的极限形式知 


n 


级数2 (丄 -In ” + ) 收敛,从而得 lim(l + 7 + …+ — - 2 存在 

T^i n n 2 n TTi 1 

1 十 + + ••• 十 i — ln(l 十 n ) 

即 lim 厂^ =0， 

n-»oo ITITI 


从而 lim 


n 


1+ 广. + : 

Inn 


n-^oo inn 


【1178】设偶函数 /(x) 的二阶导数 / 〃(: c) 在: r = 0 的某邻域内连续，且 /(0) = l ， / 〃 (0) 


试证级数 t 


-1 绝对收敛 


n " 


解对于正项级数 


s 


与 


co r* / 

2 Mi 


n = 






考虑 lim 


n 


，因为 


71 


2 


lim 


一 1 之 = 


oo 


,• / U ) -1 .• 尸 u ) 

5 lim - ; — = linr 


2 x 





2 


由此 


lim 

r»-»oo 


n 


1 


1 


n 


2 


oo 


由比较审敛法的极限形式知 z 


n = 


n 


一 i 


收敛,且为绝对收敛 


00 


oo 


【1179】设级数乏] ( A - H ) 收敛，而 E 巧是收 敛的正项级数，证 明: 


n = 


(1) 存在正数 iVf , 使 | w „ | n =0 j 1,2, 


n = 


魯 _ 碡 


CD 


(2) 级数 Mf ^绝对收敛. 


n = 


oo 


证 （1) 级数的前„项和为 


n = 


s n = {u x - {u 2 - U X ) + {u n - U n - x ) 


u 


u 0 


oo 


即^二5„ +叫 ; 又因级数乏] Um ) 收敛，故极限 lim 氏存在，设此极限值为 S ， 即 


n = 


GO 


lim S n = S . 


n 


于是 lim = lim ( S w + uq) = S + m 0 . 


rt-^OO 


I —<» 


因此，对于任意给定的正数£，总存在正整数/ V ，当 n>N 时恒有 

M „ - (S + M 0 ) | < e , 

mo I ^ A - （ S + ) I < e , 即 \ u n \ < e + I S + . 


于是 u . 


|s + 


现取 m 


{ Uq 


I ， 




UN 


, e 


5+ m 0 } ，则 


u 


n =0,1,2, 


(2) 由 U 叫 是收敛的正项级数及 （1) 的结果，有 

n = 1 

u rPn 1 = I w n I • 1% I <M \v„\ = Mv n . 

根据比较审敛法知级数 g |«而|收敛，即级数|] «„%绝对收敛 

【1180】 已知 /„ U ) 满足 ” 

/: Q ) 二 /„ U ) + : r『V U 为正整数) 

GO 

且 = f ，求函数项级数之和. 

« = 1 

解由已知条件可见, /: U ) - f n Cr )=^~ 1 ^ 
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其通解为 f n { x )= J ^( 

4 




dr 


x n 


+ C . 


x n e x 


由条件 /„(1) = 得 C = 0, Sc / n ( x ) = — 


从而 2 S 


00 <» 


x n 


n » 


记 SU 卜其收敛域为 [_1，1]， 当 • rG (- l ， l ) 时，有 


n ~ 


s ' u )= 2 / 


n = 


G ， 故 S ( x )= j oI T7 ^ - ln ( l -,) 


当 


1 时， ^f n {^)=-e~ l \ra. 


n - 


于是，当 -1<： C <1 时，有 XI /„ U )= - e " ln ( l - x ). 


n — 


【1181】设 J „ 

解由 


sintcosxdx，w = 0,1，2,…，求 2 I n 


n=0 


^xdisiru:) = 


膽 r 


有 S s 


n =0 


n «0 


A 

2 


令 su )= 2 ^ r\x 

n =0 


则其收敛半径 K = l , 在 （-1,1) 内有 


S ' u )= 'Et ^ = IZ 


于是 


又 S (0) = 0, 故 S ( x ) 


S ( x ) - S (0) 

ln(l — : c ) • 


df = 一 In 1 - x 


令 x = 了 G ( - 1， 1)， 则 


S 


(f 


v 丄以 r 

21 


从而 


S a = S j 。 4 sinrt 

n*0 n«0 


【1182】 (1) 验证函数 y ( x ) 
分方程 = 


十 4 十…十 ^ 


3! 6! 9! 


(2) 利用 （1) 的结果求幂级数 f 的和函数 

n = 0 


In 


1 - 



ln (2 +72). 


3n 


琴 »« 


(3 n )! 


(- oo < o :< + °°)满足微 



解 （ 1 〉 因为 


y(jc) = 1 + 


3 ! ■ fr + fr 


X 


X 


3n 


y D 


2 5 8 

frfr+fr 十 


4 


+ 


(3n)! 

: r 3 ”- 1 
(3n -1)! 


+ 


所以 


f % T 

y 十： y + y-e . 


X 


3^-2 


♦ 礞 # 


(3^-2)! 


+ 


9 4 # 


(2) 与 y" + y' + y = e x 又才应的齐次微分方程为 y^ + y' + y^O 


其特征方程为 A 2 +A+1 = 0, 


特征根为 A 


，2 




73 


2 士 因此齐次微分方程的通解为 




y 


e 


Cicos^'x + Cisin^'x 


设非齐次微分方程的特解为 3^=A# 


将 : y * 代入方程 y ^ + y = e^ 得 A = 了，于是 y 


3 


e x ， 


方程通解为 


JL 


y = Y+ y* =e 


当 


x 


0 时，有 


C,cos C 2 siny.x 


3 


e 


X 


y(0) = l = C 


< 


y\0) = 0 


2 


Ct + yC 2 + 


由此得 C 、 


2_ 


， C 2 = 0. 


<x> 


于是幂级数 


X 


^n 


= 0 


(3n)\ 


的和函数为 


y ( x ) 


— 3 e 


fc 今 


e x ( — oo < x < + C ) o ) 


点评本题缔合考查了无穷級数与微分方程两大^识点，根据幂級数的性质及二阶常系數 
线性朴齐次慠分方程的求解方法可顺利求得结果. 


本題的 （1 ) 若改为“已知 y ( x ) = l + 


3 


3« 


旮 +fr+ … + ^yr+ … （ -°°<j< + 00 〉， 求 /+〆 


+ 3 %并用初等函数表示”，则难度就大大增加了. 

有关傅立叶级数的讨论 


【1183】设 / U ) 是以27：为周期的连续函数，并且其傅立叶系数 为叫， an ，6 „U = l ，2, …）. 

(1) 试求 G (: c ) =丄 f ( t ) f{jc + 的傅立叶系数=1，2，...）； 

^ J -TC 

(2) 利用上述结果证明 

丄 j " / 2 ( j：)cLr = ^ + 十 R ). 

71 J -穴 2 TTi 
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解 （1) 因为 


G(-o：) = 丄 f" l - y 丄厂 fU^y)f(y)dy 

7t J - 代 7t J 

又因为 / Cr ) 是以 h 为周期的连续函数，所以 

G( -x) = — f(x + y)f(y)dy = ~ f{t)f(x + t)dt = G(x). 

兀 J -TC 穴 J -TT 

即 GU ) 为偶函数，由此可得 

B„ = 0 , n - 1 , 2 , 


dr /(r)/(x+ 0^ = ~J d/ fit) fix + t)tho 

J — K Tl J —7t J 


-7t 


A 0 = ~ G(x)dr = — — f(t)f(xt)dt dr 

7T J — 穴 7K J — k TT J — 7( 

-J dr /(r)/(x+f)ch = 士 dt 

T\ J —it J - K Ti J —7t J —1C 

1 fn i rn r 1 f^ 

~2 f(x + ?)dr = — f(t ) — 

T\ J —n J —n 冗 J —n 穴 J —1 

— f(t)[ — [ f(u)du]dt = — ao/(Odz = 

TT J —x 冗 J 一 TT 穴 J —n 


n+i 


TT 2 


t 


/(ck 


a 0 


A , 


G(x) co& 7 txdx ~ 




+ t )dt cosnxdx 


i r n rip n 

一 f(t) 一 /X：c 十 Oeosnrdr dt 

^ J ~K ^ J —Jt 


i r 

一 

丌 J 一 K 

j-r /( o[cc 

冗 J 一 JT 

上 r / ⑴[⑺ 

^ J -K 



7 T+f 


71+ t 


f(u) COST! (u - t) du J d£ 


TC 


* 1 "1 

cosTit • — f(u)cosnudu + sinr^ • — /(u)sinnudu dt 

兀 J —；T 十 / 穴 J — IT+ t 

i r n I 

f(u)cosnudu + sinni • 一 f(u)sinnudu dt 

J -7C ^ 


/(0 [a^cos 泔 + b n sinnt^\dt 




f{t) co&nt df + b n 




a 2 „ + b 2 n ， « = 1 ， 2 ,… 


(2) 因为 GG ) 为偶函数，由狄立克莱定理知在 [-7 t ，7 r ] 上 


G(x) = ~2 + 2 ^cosnr, 


n = 


即在 [- TT ，7 t ] 上有 


Z 00 

含 j f(t)f(x-^-t)dt-^- + 2 (a^ + 6 i)cosnr 


所以，当 


G 时，有 


—\ f 2 (t)dt 
^ J -Jt 


+ 2 ( a n + b l)y 


n ~ 


即 


/ 2 (.)dr = f ^ 2 ( 40 . 


n = 





第十二章常微分方程 


§1. 微分方程的基本概念 


含有未知函数的导数或微分的方程称为微分方程. 

微分方程分两类 :常微 分方程和偏微分方程.若未知函数为多元函数，微分方程中出现偏导 
数，这样的微分方程称为偏微分方程.而未知函数为一元函数的微分方程称为常微分方程，本章 
只限于研究常微分方程，简称微分方程，有时也简称为方程. 

微分方程中未知函数的最高阶导数的阶数称为这个方程的阶. 
n 阶常微分方程的一般形式为 

FU ，： y，’，：y "， … ，： y ⑴ ） = 0 

若将函数 y = y ( x ) 代入微分方程后，能使方程成为恒等式 ，则称 函数 y = 为微分方程 
的解. 

若微分方程的解中所含独立任意常数的个数与此微分方程的阶数相等，则称这个解为微分 
方程的通解. 

确定通解中任意常数的条件称为定解条件. 

满足定解条件的解称为微分方程的特解， 

基本题型 


求函数所满足的微分方程 


【1184】求关于给定的原始式所满足的微分 方程： 

(1) 尸 Ar 2 + Br + C , 其中 A 、 B 、 C 为任意常数. 

( 2 ) y = Aco&ax + Bsinar , 为任意常数， a 为一固定常数. 

分祈 一 般而言，包含 n 个独立的任意常数的原始式，可产生不含任意常数的„阶微分方 
程.这个《阶方程式可以从〃 + 1个方程中消去 W 个常数得到，而此《 + 1个方程是由原始式与 
将原始式对自变量微分 n 次所得到的 rz 个方程所组成. 

解 （1) 由于原始式有三个独立的任意常数，考虑如下四个方程： 


Ac 2 + Bz + C ， 


dy 

dr 


2 Ax + By 


d 2 y 

djc 2 


2 A , 



d 3 y 


最后一个方程 g = 0 没有任意常数,且恰为三阶微分方程,即为所求 


(2) 由于 y = Acosax + Bsinoz ， 则 


dx 


Az sin or + Ba sinczx 
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§ t 微分方程的基本概念 


d 2 ^ 

d ? 


Az 2 cosax + Ba 2 sinor = 一 a 2 (i4cosor 十 Bsinor) 


a 2 y 


故所求微分方程为 g 十 a 2 y = 0. 

az 

【1185】求以 y = C x ^ x ^ C 2 e 


- X 


为通解的微分方程为任意常数） • 


解由+ J :， 对工求导得 


y r - Ci〆 一 C 2 e—i — 1， 


① 


上式再对 x 求导得 


y f/ = C x e x ^ C 2 e- x t 


② 


由①式与②式得 


，即所求微分方程为^ 


0 . 


【1186】写出由下列条件确定的曲线所满足的微分方程： 

(1) 曲线在点 (U) 处的切线的斜率等于该点横坐标的平方； 

(2) 曲线上点处的法线与: r 轴的交点为 Q， 且线段 PQ 被^轴平分_ 

解 （1) 设曲线方程为: y = ：y(x), 则曲线在点 (U) 处切线斜率为 J'， 由条件知7 

为所求微分方程. 

(2) 设曲线方程为: y = yU), 点 PU，：y) 处法线方程为 - y { X - x ). 

当时，得 X = j +yy '，则 Q 点坐标为 QU + ：^'，0〉. 又 PQ 中点在: y 轴上，则 


2 ,即 


JT + X + 

Y 


即所求方程为妙 ’+2 *r = 0. 


验证所给函数是否为微分方程的解 

[1187] 指出下列各题中的函数是否为所给微分方程的解 

(1) ^^+^ — = 3 siru : — 4 cosx ; 

(2) / - 2 ：y ' + ) = 0, ：y = x 2 e ' 

解 （1) 由 ： y = 3siixr _ 4co&x. 两边关于: r 求导，得 J = 3 cos. 


3 siru : _4 co&x •两边关于: r 求导，得 : y ' = 3 cosjc + 4 siar . 再关于 o : 求导，得 : y 


4 cosx •将 


左边 


-尸0中， 

一 3 sinr + 4 cosjt + 3 siixr _ 4 cos:r 


右边 


即 y = 3sinr - 4coar 是所给方程的解. 


⑵由 y = X ^ e x 求导得 〆= e :r (2:r + 工 2 ) •再求导得 = e x (2 + 4 x + x 2 )， 将上两式代入方程 


y /y - y ' ^ y = 0 中得 


左边 = e i (2 + 4 x + : r 2 ) - 2 e x ( 2 x + x 1 ) + e 


2 〆 关 0 = 右边 


故> = x 2 e " 不是所给方程的解 • 


【1188】判断 y 


— dr + C) 是否为方程 
J x 


xe x 的通解. 


解由 ： V = : c ( Idr 十 C ), 两边对: c 求导得 

i. 00 


— dr + C + x •左 


,即 


dr + C + € x 




两边同乘以: r , 得 


xy 





即 a ' - ：V = J ： e x .Wi y = x ( 


€ 


JC 


dr + C ') 是所给方程的解. 


[1189] 方程 ：v 


3 a : 2 


的通解是 


( A ) — InCiJ ： + C 2 

丄 

(C)2jc + {nC^x 3 + C 2 


( B )~~ lnCiJ ： + C 2 x 

(Dj^-lnCjj ： + 2jzC 2 


解 直接把(人)、3)、（0、山)四个选项代入原方程知(八)、（1«、（0均为方程的解,但仅（3) 
中含两个独立的任意常数，而 ( A )、（ C ) 中实际上仅含一个任意常数. 

故应选 ( B ). 


根据初始条件确定任意常数 

【1190】在下列各题中，确定函数关系式中所含的参数，使函数满足所给的初始 条件： 

(1) x 2 ~ y 2 = C , y = 5 ; 

•x = 0 

(2) y = ( C , + C 2 x ) e 2x , y 。 二 0 ，〆 n - 1- 

= 0 x = 0 

解 （1) 由 1 2 -3^二0,令1 = 0,3；二5,代人上式得 C = 0 - 25 = -25, 则原函数为 y 1 ~ x 2 = 25 ; 
(2) 由 

y-(C x + C 2 x)e 2 \ ① 

两边关于 z 求导得 

y 、 C 2 e 2j - + 2 (Q + C 2 x ) e 2x . ② 

在①中令 z = 0,7=0 得 ^： 1 = 0 ; 在©中令 1 2—0，，= 1得 C v + C 2 -1； 

于是 Ci = 0 , C 2 = 1，故原函数为 y = xe 2jr . 

建立微分方程 


[1191] 设物体 A 从点（0，1)出发，以速度大小为常数^沿; v 轴正向运动.物体 B 从点 
(-1,0) 与 A 同时出发，其速度大小为2%方向始终指向 A . 试建立物体 B 的运动轨迹所满足的 
微分方程，并写出初始条件. 

解如图1191所示. 


设在时刻位于点处，则 


dr 


y- (l + zt) 


X 


① 


两边对: r 求导，得 


X 


Sy 

dr 2 


v 


d ， 

cLr 


② 


由于 
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2 v 


d ^ 

d / 


1 + 


£ 


dx 

dr 


dL = X 

dx 2 v 



dy _ 

dr 


代入①式得到所求的微分方程为 


d 2 y 

dx 2 


1 + (S ) 2=0 


③ 


其初始条件为 


0,， 


1. 


点评 本题的难点在于速度是 i 函数，而运动轨迹 
的 Z ， 为此应利用条件 


: vU ) 与/ 无关，因此应消去①中出现 


2 zt = y ( jc ) - y ( 0 ) = V 1 + y ，2 cLr , 

Jo 


dt 


代入①消去 z 求导得到方程③，或按题解中先对①求导，而出现 f 由②式代入消去：得到方 
程③. 


§2. 可分离变量的微分方程 


形如 


fx (^) g x ( y)djo ^ f 2 ( x ) g 2 ( y)dy 


的一阶微分方程称为可分离变量的微分方程.将方程两端除以以（: v )/ 2 U )( 此时 Sl ( y ) f 2 U )^ 
0)，得 

/i( 工）， . si(y) .. 

T7 — x ax + ~ 7-rdy = 0, 

f 2 (^) Si(y) 


然后对上式两端积分，即可得方程的通解 

• fi ( x ) 


dr 


gi ( y ) 

gi(y) 


dy 


基本题型 


分离变置求解微分方程 


【1192】已知曲线 尸 / U ) 过点（0, -古），且其上任 - 点 U ， y ) 处的切线斜率为 ^ ln(l + 


x 2 )， 则 / U ) 


解 由 ： y ' = arln(l 十 x 2 ) 得 


d：y = xln ( 1 + x 2 )dr • 


等式两端积分得 


y = xln(l + x 2 )dx = y(l + x 2 )[ ln(l + j ： 2 ) - 1 ] + C . 


把 ( o , - t ) 代入上式，得 c = o . 

故应填 +(1 十 x 2 )[ ln(l + * r 2 )-1]. 







【1193】微分方程， = 的通解是_ . 

X 

解原方程化为 _ = ( 士 _1)心，即 

ln ^ = lar - x + InC = ln ( Cr ) - x y 整理得 ：y = Cr • e —' 

故应填 3^ Cr * e _ ' 

【1194】微分方程 : ydr + (: r 2 - 4 r ) d：y = 0 的通解为 _. 

解分离变童得 - r 4 -心 

-Ax y 

等式两端积分得 - Tln—^lny + lnC ^ 整理得 U _ 4)/ = Cr . 

4 工 一 4 

故应填 U -4)： y 4 = Cr . 

[1195] 求方程 U + l)：y ' + l = 2 e — >的通解. 

解分离变量得 



dr 


2 e 


> _ 


1 X + 


即 


e 


2 


e 


y 


dy 



X 


也即 


-In I 2 — I = In I j : + 

所以原方程的通解为 （: r + l )(2- e y ) = C . 
【1196】若连续函数 /( x ) 满足关系式 /( x ) 


InC . 


> i )d - ln2 * 财⑴ 


( A ) e x ln 2 


( B ) e 2 : ln 2 


( C ) e T + ln 2 


( D ) e 2: r + ln 2 


分析 对于这类问题，一般是对积分关系式两边求导化为微分方程，这时要注意所给关系 


式在特殊点确定的条件. 

解所给关系式两边对: r 求导得 r U ) = 2/ U ) ， 从而 f ( x ) 
出/(0) = ln 2, 代入上述表达式得 C = ln 2, 因此 / u ) = e ^ lr ^. 

当然，逐一验证也可得到 （ B ) 为正确选项. 

故应选 ( B ). 

【1197】求微分方程 y y - ay / = a ( y 2 + y ') 的通解. 



又在 ： c = 0 处原关系式给 


解原方程变形为 （ l - x _ a ) 


dy 


dr 


分离变量得 


dr 


dy _ _ 

ay 2 1 一工一 a 


, 积分得 


ay 


—In I 1 - a *** I 一 C 


即 


: y 


l 


C 十 a In 1 _ a 


x 


( C ^ aCO 即为通解. 


【1198】求 sec 2 xtan^dr + sec z ytanxdy — 0 的通解 • 


sec 2 x 


dz , 积分得 


d ( tanv ) 


ln ( tanr ) + InC 


解分离变量得 

tany 

In ( tan ^)= - 
故通解为 tanxtan^ = C. 

[1199] 求解微分方程 + + 

解原方程变形为 e y (e + l ) d：y = e "( l - e y ) dz . 


• d ( tarir ) 
J tanx 


tan：y 

即 ln ( tanrtanv ) ^ InC * 






分离变量得 


:~= e _. 心,积分得 — l n ( e 7 一 1 ) = ln ( e x + 1 ) - lnC , 


_ y 


l + e x 


即 ln ( e x + l )+ ln ( e y - l ) = lnC . 

故通解为 （ e x + l )( e y _ l ) = C . 

[1200] 已知函数: y 二: y ( o ：) 在住意点 z 处的增量 


yAc 


a ，且当 Ax — 0时》 a 是 Az 的 


高阶无穷小，: y (0) = Jt , 则: y ( l ) 


( A ) 2 n 


解 


由 , r 


(B)tt 

6+孟， 得 Z ' u ) 


( C ) e ^ 


(D)7ce 4 


即 


dy 


分离变量得 


dy 




+ 之 2 


dr , 积分并整理得 


+ x 2 * r dx 1 十工 2 


Ce ^ 


把 WO ) = Tt 代入上式得 C = I 则 : y 
故应选 ( D ). 

求满足初始条件的特解 

[1201] 求下列初值问题的解: 


^araanr. 从而 3 ； (1)=^ 4 


(1 + x l )y ' = arctaur , 




解分离变量得 dy 


十 X. 


dr , 积分得 : y 


( arctanx ) 2 + C . 


由 :V =0 ,得 € = 0, 则特解为 5= —(arctanr) 2 . 

x = 0 Z 

[1202] 求解微分方程的初值问题 :_ = ( l - y ) tanx , : y (0)=2 
解因微分方程是可分离变量的，故有 


积分后得1: 


1+ y 


lncositlnq .因题给的初值条件是 ; r = 0 时 则根据常微分方程初值 


问题解的存在惟一性定理,不妨假设 ^>1. 于是，原微分方程在 


0附近存在通解 


In 






y-l 


+ lncos^x 


InCi ， 或- rcos 2 x 

:V 一 1 


C ， 


其中 C 是不为零的任意常数.把 
因此,所求的特解为 


0,> = 2代入上式得匸 


(y + 1) cos 2 x = 3(^ 一 1), 即 


3 + 




点评分离变量时使分母1-> 2 = 0的： y = ±1是微分方程 _ = (1- : y 2 )tanx 的解，但： y = 

cLr 

±1不是其满足初值条件: y (0)=2 的 特解； 根据初值问題解的存在惟一性定理，砩定其解中的积 
分常數值，应该在此初始值点 （: co , %)的邻域内考虑. 





• 求解应用问题 

【1203】设单位质点在水平面内作直线运动，初速度 r 已知阻力与速度成正比（比 

t = 0 

例常数为1)，问 f 为多少时此质点的速度为 i ? 并求到此时刻该质点所经过的路程. 

解 设质点的运动速度为 u ( z ). 由题设，有 

(V(t) + V(t) = 0y 


解此方程，得 v ( t ) = v ^' t . 


由 


解得 


ln 3. 


到此时刻该质点所经过的路程 


s 


)n3 


0 




2 ^ 


Vq. 


【1204】 在某一人群中推广新技术是通过其中已掌握新技术的人进行的.设该人群的总人 
数为 JV ， 在时刻已掌握新技术的人数为&，在任意时刻 f 已掌握新技术的人数为 xG ) (将 
X (0 视为连续可微变量)，其变化率与已掌握新技术人数和未掌握新技术人敉之积成正比，比例 
常数*>0,求: r ( Z ), 


解 由题设，有 


dr 

dt 


kx(N — JC ), 


= o 


xo 


由方程，得 


dr 


x(N - x ) 


fedt , 积分后，得 


x 


M ：€ 


+ Ce 


kNt 


，其中 c 为任意常数 


代入初始条件，得 


Nr 0 e 


kNt 


N - Jo + 工 0 e 


kl ^ 


【120 S 】 有一平底容器，其内侧壁是由曲线 x = y (： y ) { y >0) 
绕 y 轴旋转而成的旋转曲面(如图1205所示），容器的底面圆的半 
径为 2 m , 根据设计要求，当以 3 m 3 / min 的速率向容器内注入液体 
时，液面的面积将以 mnVmin 的速率均匀扩大（假设注入液体前， 
容器内无液体）. 

(1) 根据 r 时刻液面的面积，写出£与 W ： y ) 之间的关 系式； 


(2) 求曲线 


X 


P (： y ) 的方程, 



(注： m 表示长度，单 位米; 


表示时间，单位分、） 


图 1205 


解 （1) 设在 r 时刻，液面的高度为: y , 则由题设知此时液面的面积为 


<p 2 (y) -4 k + nt 


从而 r = <p 2 (y) ~ 4> 


(2) 液面的高度为 y 时，液体的体积为 


o 


< p 2 ( u )du = 3 t = 3< p 2 ( y ) - 12 


上式两边对^求导，得 





第十常微分方程 


§3. 齐次微分方程 


^ cp 2 { y ) = 69 ( 309 /( 30 , 即 ^< p ( y ) ~( i ( p \ y ). 

解此微分方程，得 pb ) 二其中 C 为任意常数.由 9(0) = 2知 C 二2,故所求曲线方程为 


2 e 6 ' 

【1206】设曲线 L 的极坐标方程为 


广（沒），从(^(9)为1上任一点，从 () (2,0)为乙上一定 


点.若极径 avfo、avf 与曲线 JL 所围成的曲边扇形面积值等于 L 上两点间弧长值的一半, 


求曲线 L 的方程. 

解由已知条件得 


rd 

r 2 d 0 
J 0 


2 +， 2 紙 


两边对0求导得 /7 T7 2 , 即， 


q， 从而 


dr 


J 7^\ 


±必 


因为 


dr 




arcsin 


十 C’ ，所以一 arcsin — +C = ±0 •由条件 r (0) = 2, 知 C 


7T 


故所求曲线 L 的方程为 


rsin{ f 不沒 ） =1，即 


CSC 


(f + e). 


亦即直线:二 2. 

点评 本题关键在于掌握曲边扇形的面积公式扣孤长公式，并由此建立积分方程，然后按 
常规方法求解. 



3. 齐次微分方程 


1.齐次方程 

形如 


dr 




的一阶微分方程称为齐次方程. 


令 


2 


，或： y 


，则 


£ 


_，代入原方程得 

dr 


du 

dr 


f ( u ), 即 


du 


/(«) 


dr 


这是变量已分离的微分方程，经积分即可得方程的通解 

2 , 可化为齐次方程的微分方程 


形如方程 


占 1夕 + c i 
dr \ a2X 十 b2y + ^2 


其中 a u b x , c x , a 2 , b 2 > c 2 为常数，且 Cj 2 + c 2 2 关0.当 1 1 关0时，令 = X 十办，）二 Y 十点，由 

a 2 b 2 









aih ^ b\k + Ci = 0 

a2 办十 + C2 = 0 


解出 A 与 h 可将原方程化为齐次方程 


dY =f ( aiX + b . Y ] 

dX ~ J \ a 2 X + b 2 Y ) 





十 62 


x 

x . 



y 

x 


f 61 

当 

0,2 办 2 

方程，即有 


= 0 时，即& = ¥ = 々，可设 w = fl 2 x +6 2 ： y , 代入原方程后可化为可分离变量的微分 

辽 2 b Z 


dy 

dr 



ku + Ci 
U + C2 


= g ( u ), 


~ = a 2 + b 2 g ( u ). 


基本题型 


求齐次微分方程的通解 

【1207】求微分方程 (32 + 2 取 - /)dr + U 2 _ 2 办 ) d：y = 0 的通解 . 


解令《 = 2,则 


X 


dy 


du , 

dr U 


y 2 -2xy- 3x 2 u 2 -2u-3 


2 


x ^2 jy 


l - 2 u 


即 


x 


du 

dx 


3(u 2 -u-l) 

2 u -\ 


解之得 w 2 - m - 1 = Cr -3 , 即： v 2 cv - : r 2 = Cr -1 (或 ， : r 2 ：y - : r 3 = C ) • 
【1208】求微分方程 _ = y ; ^/ +3；2 的通解. 

ax x 

解令 2 =2,则萨4+1浐. 

x or dr 

当 x >0 时，原方程化为 


其通解为 


z^xf = z~ 

ar 


%/ 1 + Z 2 , 



dr 

X 


\ n(z + J 1 + z 2 ) = - Inx + Ci 或 z + J \ + z 2 = — 

x 

代回原变量，得通解 = c (x>o). 

当 2<0 B 寸，原方程的解与 X >0 时相同， 


点评本題涉及 / x 2 + y , 需对 I 的正负号分别进行讨论. 
【1209】求方程 x(lnr - ln ： y ) d：y - ydx = 0的通解. 


解将原方程改写为 In 


x dy 

mmm 1 • 

y dr 


x 


0,此为齐次方程. 


令 u = 
分离变量得 


~ ,则= w 十:方程化为- ln «{u + x ~) - u 
x ax ax ax 


= 0 


lnu 


m ( 1 十 lnu ) 


du 


x 


dr 



第十 _章 常微分方程 


§3. 齐次微分方程 


即 


1- 


+ InM 


d ( lnu )= ,等式两端积分得 lnM - ln(l + ln «) + lnC = - lax ， 


从而 i ± i ^ = Cr . 

u 

故所求通解为 l + ln ： v-lnx = C;y 
[1210] 求微分方程 g = f + 


1的通解. 


解设 


d ) 


1/，则^^ = 1_十1/.原方程变为 

dr ax 


du , 

X dr ^ 


u + tanu , SP 


分离变量得 cotwdu = &，积分得 si 


sinu 


Cr ， 故方程通解为 sin 


du xanu 
cLz x 


Cr 


求齐次微分方程的特解 


[mi] 求齐次方程 + 士满足 y 


2的特解. 


x = 


解 令 2 = u ，则原方程变为 u + x ^ = -^-+ u , §P udu 


du 


— ,积分得 


lnr + C , 


将„ = 2代入上式，得通解 y = 2 x 2 ( lnx + C ). 


由 ： y 


2知 C = 2 .故特解为 y 2 = 2 x 2 (1) 


2 ), 


X- 


[1212] 求微分方程(: r 2 十 2： cy -： y 2 ) dr + (/十 2 a — 工 2 )办= 0满足 y 


1的特解 


解原方程化为 


dy 

dx 


一 2 


_y_ 


^ U^—, # M + X ^ 

x ax 


一 2u ^ 1 gn dx 

2 + 2u:1 ， 即 ； 


u 2 + 2u-1 

M 3 + W 2 + M + 


du , 亦即 


dr 


1 _ 一 2 u 

+ 1 M 2 + 1 


du . 


积分得 In I jc I + In I C I = In 2 丄 i ，即 《 + 1 = Cr ( m 2 + 1) • 

M + 1 

代入 《 = 』•，得通解 ： r + 尸 CU 2 + ： v 2 ). 

X 


由初始条件 : y 


知 



x — 


[1213] 求初值问题 


1 ，故特解为工 + 尸工 2+ 夕 2 . 

[(y + V x 2 + y 2 )dx - xdy = 0 


( x >0) 的解 


X = 


解 原方程可化为 f = y+ W + f ■令 :V 

dx x 


，得 


U + X ^ = u 


TT7 2 , 即 


du 


dr 



解得 lnU + /l + « 2 ) = ln ( Cr )， 其中 C >0 为任意常数，从而 


u + >/1 十 w 2 = Cr , 即 


y 


X 


y 


2 


X 


2 


Ct 


亦即 ： y + J x 2 + y 2 = Cx 2 . 


将 


: y 


T = 


0 代入，得 C = l ， 故初值问题的解为： y + Z ^ Vy 2 = j ： 2 



化简得 = ^ x 2 - 2 . 

【1214】 求微分方程: r 2 ：y / + jy = y 2 满足初始条件 : y 


1 的特解 


X 


2 


解法一 y /= ~ ~~ 令尸 XW ， 有 


X 


' + U — U 2 — Uy 艮 P 


'-u 2 -2u. 


分离变量得 


du 


w 一 2 


— 2u 工 


—y 积分得 + [ ln ( u - 2 ) - lnw ] = lar + Q ， 即 

Z u 


Cr 2 . 也即 


广 2 王=以_ 


5 


由 


y 


1 得 =_•! ，即得所求的特解为 


X = 


y-2x 


y 


: r 2 ， 即 y 


2x 


+ X 


2 


X 


解法二 


X 


y 


，1，令 7 = d 


X Z 


1 ,即 2 、丄 2 

X 


X 


2 


z — X 


[ I * (-七 dx 十 C _ 

J X - 


2jt 


Cx , HP y 


2x 


1 十 2 Cr 2 , 


由 5 


1 得 C 


，于是得 y 


2x 


X = 


X 


作代换化为齐次微分方程求解 

【1215】 求微分方程 (2 x + y ~ 4 )dr + (■x + . y - l ) d：y = 0 的通解. 

解 所给方程属可化为齐次微分方程的类型.令: r 二 X + A ，： v = Y + 则 6 ^ = dX,dy = dY , 


代入原方程得 


(2X + y+2A + ife-4)dX+ (X+y+^ + ^-l)dY=0. 


2 h + k - 4 = 0 

解方程组（ ’得 A =3,々=-2 .令: c = X 十3, y = Y -2，原方程成为 

/ i 十々一 1 = 0 


(2X+ y)dx+ (x+ y)dy=o, 或 


dy 

dX 


2 X+Y 

X+Y 


2 


x 

x 


i + 


x 

X 


这是齐次方程 . 




第十 _ ^章常微分方程 


§3,齐次微分方程 


令 


工 

X 


w ， 则 Y 


uX ， = u + X ^；,于是方程变为 


u + X 


du 

dX 


2 + u 


，或 X 


du 

dX 


2 + 2 u + u 


分离变量得 - 2 1 dw = ¥ .积分得 InCi - ~^~\ n ( u 2 + 2 w + 2) = lnX ， 于是 

w + 2 m 十 2 A / 


C , 


2 + 2u + 2 


X ，或 C 2 = X 2 U 2 + 2 u 十 2) ( C 2 = C ?)， 


即 Y 2 十 2XT 十 2X 2 = CY 


以 X 


3 , 3；+ 2 代入上式并化简，得 

2x 2 + 2 jy 十： y 2 一 81 一 2 ：y 


(c = c 2 —10) 


【1216】求微分方程 ( j ： + y)dx + (3 jc + - 4 )dy = 0 的通解 • 


解原方程变形为 g 


V ( + X ?) 4 . h ” 二 

3 (x 十: y ) - 4 


w ，则 y ~ u 


X 


dr 


_- i ， 原方程化为 

ax 


du 

dr 


一 1 


3u-4 $ 


即 


3u-4 

2 u -4 


dw = dx , 


积分得卜 + jB dM = 2 J 心，从而 


将 m 


3 m + 2 in I m - 2 I = 2 x + C . 

=_r + ^代入上式 ，得原 方程的通解为 

x + + 2\ n \ l - j : - y \ = C 

【1217】求微分方程 y 3 dx + 2 ( j- 2 - J5» 2 )d：y = 0 的通解. 
解令 x = w 2 , dr = 2 wdu ， 原方程化为齐次方程 


y 3 udu + ( u 4 - u 2 y 2 )dy 


即 


du + 


dy 


令 y = zu y dy = zdu + adz , 原方程化为 z^du + (1 - z^)(zdu + udz ) 


2 2 -l 


分离变量得 


&，积分得 


Inz = lnu + Cj ， 即 z 2 = ln ( 2M ) 2 + 2 C 


代入 y = 22 <， u 2 ; x . 得原方程通解： y 2 = : c ( in ： y 2 + C ). 
【1218】求微分方程（: y 4 - 3 x 2 )dy + ^ydr = 0 的通解 


解令 


u 2 , dr = 2 M dtt , 方程化为齐次方程 


( y 4 - 3 u 4 )dy + 2 u 3 ydu = 0, 艮 P 


3 _^ +2 ^ =0 


令 2 = 2 ,即 > = 2u , 贝 J = zdu + udz 9 方程化为 （ 2 ： 4 - 3) (zdu + udz ) + 2 zdu = 0. 

u 


分敲量得 Jr-X 


即 


Z 4 — 1 z I u 


积分得 jin I J2 ： 4 - 1 I - 3 ln I JZ I = In I M I + lnC ^ ，即 


In U 4 - 1 I = 21 n I C^u I , 也即 z 4 - l = Cz 6 




代入 5 =议，= 1 得原方程通解为 /-^ 2 = c /. 

求解齐次微分方程的应用题 

[1219] 设有连结点 0(0,0) 和 A ( l , l ) 的一段凸的曲线弧&，对 于&上 任一点 P ( x ，： y ), 曲 
线弧&与直线段^所围图形的面积为: T 2 , 求曲线弧3的方程. 


« 设曲獅 的方程为产/“)， 由题叫 0 /(条卡 U)y， 等式 两端綱 


/ U ) - y /( x )- y / r ( x )^-2 x . 


即 


-4. 


令上二 w ，上式化为^ = - 4, 即 dw 

x ax 


dr 


积分得 u = - 4lnx + C ， 把 u = —代入上式得通解 y 


4*rlnr + Cr 


由于 A(l,l) 在曲线上，即 y 


1， 


X s 


因而€ = 1,从而04的方程为7 = 2(1-41|13：). 

【1220】设 L 是一条平面曲线,其上任意一点 U >0) 到坐标原点的距离，恒等于 

I 

该点处的切线在: y 轴上的截距，且 L 经过点（+ ,0). 

(1) 试求曲线 L 的 方程； 

(2) 求 L 位于第一象限部分的一条切线,使该切线与 L 以及两坐标轴所围图形的面积最小. 
解设曲线 L 过点 PUd ) 的切线方程为 Y-y = y ( X - j ：)， 


令X = 0,则得该切线在: y 轴上的截距为: y - 抑’ . 


由题设知 


工 2 + / = >-办’，令《 = 2,则此方程可化为 


du 


+ u 2 


: y+ J x 2 ^y 2 = C. 


解之得 


由 L 经过点 （f，0)， 知 C = j .于是 L 方程为 

)+ y x 2 + y 2 = 


艮 p 尸 7 - f 


(2) 设第一象限内曲线 ：y= t 在点 P(U) 处的切线方程为 

Y - (士 - * r 2 )= ~ 2 x ( X - x) f 即 Y = ~2 :tX 十: c 2 十士（0<工<士)， 


X 2 + 


它与X轴及:V轴交点分别为(一 ^,0) 与(0,工 2 


) ，所求面积为 


x 2 + 


S ( x ) 


2 x 


r 


琴 jt 2 dr, 


对: T 求导得 


S ( x )= 


4x 2 (x 2 + T ) _[x 2 + 7 


4? 


x 2 + 


)(W 




令 S / ( x ) = 0,解得 x 


73 


6 . 


当 0< x <@ 时, y ( x )<0;: r >@ 时， S '(: r )>0, 因而: 


6 

值点，即最小值点.于是所求切线为 


6 


是 su ) 在 ( o ， f ) 内的惟一极小 


2 _ f x + 4+ 士， 


即 


Y = -4 x + 


3 . 


【1221】设函数 / U ) 在[1，+⑺）上连续，若由曲线: y =/ U )， 直线0： = 1，1=^(«>1)与:*:轴 
所围成的平面图形绕: r 轴旋转一周所成的旋转体体积为 


试求 > = /( i ) 所满足的微分方程，并求该微分方程满足条件^ 


x — 2 


解 依题意得 VU ) = 7 T 




/ 2 U ) dr = f [ r 2 / U )-/ ⑴]，即 


1_ 




两边对£求导，得 


3f 2 (t) = 2tf(t) + t 2 f ， U) 


将上式改写为2，=3/-2取，即 


^y = j y 

dr 


2 


一 2 


X 


y 


X 


① 


令 f = M ， 则有 X J 二 3+-1). 


当 u 关 0 ，u 关1时，由 


du 


w(m — 1 ) x 


两边积分得- 


-1 


U 


Cx\ 从而①式的通解为 


y - x 


Cr 3 y ( C 为任意常数） • 


由已知条件，求得 C = -1 .从而所求的解为 


y - x 


x 3 》. （或 ：V 


X 


+ X 


点评本題关键在于使用旋转休的体枳公式根据題意建立积分方程，然后求导化为擻分方 


程并解之. 


§4. 一阶线性微分方程 

1.一阶线性微分方程 

形如 

~ + P(jr)y=Q(x) 

的一阶微分方程称为一阶线性微分方程. 

(1)^ + P ( x )^-0, 称为一阶线性齐次方程,直接积分,可得其通解 

dr 





3^ = Ce - I p(x)Ar . 


(2)$ + P (; rh = QU ), 称为一阶线性非齐次方程，用常数变易法，可得其通解 

dr 

y = e ~ I PU ) dT [ jQ ( x ) J P< " > ^dr + C . 

2. 贝努里 ( Bernoulli ) 方程 

一阶微分方程 ¥ + pu ) j = q ( x )/ u 关 o ， i )， 称为贝努里方程，用变量代换 z = y _n ， 可化 

dr 

为 z 的一阶线性方程， 


— + (1 _ n)P{x)z= (1 - n)Q{x) • 
dr 


基本题型 


求一阶线性微分方程的通解 

【1222】微分方程 : y ' + ：ytanr = cosx 的通解为_ . 

分析 求一阶线性非齐次微分方程的通解，一般可直接应用通解公式.当然也可以先求出 
对应的齐次线性方程的通解，再用常数变易法求其通解. 


解由通解公式得 


y 


e 


-Jtaar 


dr 


% 

lo&reJ^^Ar + C 


COSJ ： 


1 


cosx 


dx + C 


cosx 


co & x(x 十 C ). 


故应填 y = (x + C ) 


【1223】已知 


解 


/(ar)dcr = ^f{x) + 1 ，且广 (x) 存在，求 /(x) 
o 2 

令 

， • fM^dt 

0 x X JO 


0 /(ar)da xda = cU 




由题设 /( x ) 应满足 


X J 


o /( Od ^ y / U ) + l,iP 


o /( Od ^ yx ./ U )^ 


两边对: r 求导得微分方程 




2 


X 


解此线性微分方程得 f ( x ) = Cc + 2. 

【1224】已知连续函数 / U ) 满足条件 / U ) 


» "'求 / U ). 


解两端同时对 x 求导数,得一阶线性微分方程 /' U ) = 3 /(d +2 e 2 "， 即 


f / U)-3Kx)=2e lx . 


解此方程，有 


fix) 


jQ ( x ) J PCz)dz dr 


十 C e 


-Jp(x)dx 


2 e 


Zr 


e 


3x dx 十 c U 3 : 


2 e' x dz + C e 3 : = ( - 2 e' x + C ) e 3x = Ce 3x - 2 e 2x . 
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由于/(0) = 1，可得 C = 3 •于是 / U ) = 3 eh -2 e 2 ' 
[1225] 设 / U , 幻具有连续偏导数,且满足 




求 M 


e~ lx f(jc 


: r ) 所满足的一阶微分方程，并求其通解. 


解 


2e^ Zx f(x.x) + e^f ： (x,x) + e- z V ： (x.x) 


2 y + x 2 e ^ 9 


因此，所求的一阶微分方程为，十 — 


2dx 


J > e - 


2x ^ 12dx 


dx 


x ! 


+ C e — h ( C 为任意常数）, 


【1226】设函数 /( r ) 在 [0, + oo ) 上连续，且满足方程 


fit) 


4nt 



/( 了 J x 2 + y 2 1 drd ^ 


• 2 + /<4 t 2 


求 /U) 


解显然/(0) = 1，由于 



x 2 + > 2 <4； ： 


/( \ vV + ： y 2 ) drcb = fX /( yr)rdr -27 rJ ^ rf { 士 


dr 


可见 


f(t) = e 4jct +27ij o rf[yrjdr, 

$ 

f f (t) =8nte 4nt ^ 8ntf(t). 


解上述关于 /(0 的一阶线性非齐次微分方程，得 


fit) 


Snt^ t2 e^ t6t dt 


+ C 



intdt 


S-K tdt + c) e 4: 

W 


(4nt 2 + C)e 4 分 


4«£ 


代入 /(0) = U 得 €=1,因此/(0 = (4幻 2 + 1)6 


求解以 x 为函数的一阶线性微分方程 


【1227】求微分方程 (x - 2办_ ： y 2 )/ + ： y 2 = 0 的通解. 

dr 

分析 表面上看此方程不属于标准的一阶线性方程，但如果交换 i 和 y 的地位，即把 I 看 
作未知函数，把: y 看作自变量，这时对变量: c 来说，原方程是一阶线性微分方程. 

解把: c 看作未知函数，把^看作自变量，原方程变为关于函数: c 的线性方程 


l ~2 y 

y 2 


其解为 


jp(^|| Q(：y) Jp(^ d：y 


= e ^ 2 叫 e 十加办 + (： 


\ / r ^~ 2y 

CJ = e _ J "7~ d )( J ~ T dy dy + C 

♦ 


^ 2 e y (e 


y + C ) = y 2 + Cy 2 ey 


即原方程的通解为 


y 2 + Cy 2 ey. 


【1228】求微分方程: 





m 郷为 十， p(3 ° 


忐， Q ⑼二古.代入通解公式得 


x - e — ^ 



* y 


Jy^y dy dy 


+ Ci 


ln：y 


^ in 2 ^ + C 


即 2 x\ny = ln 2 ^ + C { C =~ C X ). 

求一阶 线性微分方程的特解 


【1229】求微分方程 ay ^ + y - e x = 0 满足条件5 
解原方程可写成 


的特解 


X — 


这是一阶线性非齐次方程，代入公式得 


e 


L [ j e ^ + C ]^( e ^ 


-Inx 


■ 产 

_ 


e x 


lnr 


dx + C 


( e x + C ). 


所以原方程的通解是 


3- T ( AC ). 


再由条件 ： y 


e x 


㈣ 二 e ， We … C ’ 艮 p c = 0 .因此’所求的特解是 


【1230】微分方程 (: y + x 3 ) dr - 2 xd 尸0满足 ： y 
解把原微分方程整理得 


立 


的特解为 




此方程为一阶线性微分方程，通解为 


把5 


rfdzrr - ffcu J 

y = 了 e A cLr + C 


代入通解得 C = 1 .所以特解为 


4 




2 



+ C 


x 3 + cjx 


X = 


—Jit 、 


故应填 ^ 


+ a/x - 


【1231】求微分方程 ( x 2 - l ) d：y + ( 2 xy - cosx)cLr = 0 满足初始条件 ： y 


x = 0 


1 的特解 


解原方程可化为 


dy ^ 2 x 


dx 


lx co&x 

2 - 1> 一工 2 - 1 


此一阶线性微分方程的通解为: V = e V- 


紫产 ( J^cLr + C ) ，即 


sirir 十 ( 


由 ： y = 1 得 1 = +， C 

x = 0 — 1 


1，故满足初始条件的特解是 
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. 一阶线性微分方程 


sinx 一 1 

尸 


点评 在使用一阶线性微分方程的 通解公 式之前 ，一 定要把方楛化为标准形式，否則会出 


现错误结果. 


【1232】 微分方程 a ' ^ 2 y = x \ nx 满足: y ( l ) 


的解为 


解直接用一阶线性微分方程， + PU ) y = Q ( x ) 的通解公式 


. PU > d "[| Q ( x ) J p<x)dx dr 


十 C 


再由初始条件确定任意常数即可.即原方程等价为 + = 于是通解为 

0 C 


-f lnjc • e xAx 6jc 

匕 * 


c 



x 2 lnrcLr + C 


~ x\nx - 1 x + C ~ 


由 ^(D 


t 得 C = 0, 故所求解为： y = — a:\njc - — x . 


【1233】 微分方程: 


• re " 满足: V ( l ) = l 的特解是 


分析 显然，所给方程是一阶线性方程，因此可按求解一阶线性微分方程的方法求出通解 


再由给定的初始条件确定特解. 


解法一 


e 


m)dx[jQ (：c) JmMx dr 


+ C 




dr 


dr + C 


将 


= —[( x - l ) e x + C ], 
x 

l,：y = l 代入，得 C 二 1，所以特解 


•T 一 1 ^ • 1 


解法二 本题更简便的方法是利用 ay ' + y = i ^ y ) 


把原方程化为|(：00 = 1#,积分后得：0/ = (1-1)# + (：,当1=1,>^ = 1时，0 = 1_ 

Hr 


故所求特解为 7 


JC _ 1 


故应填^ 


一 1 


【1234】 求解以下间题 


' + (1 - x)y 
lim y ( x ) = 1 


lx 


， (0<x< 十 °°) 


解 原方程化为 + 


\-x e 2x 


利用一阶线性非齐次方程的通解公式得 


一 

3^ = e J x 


-l^[[^J^dx + C 

LJ x 


LL £ 


r r ^ 2x 

t x-hx 5_ e -x+iarj J： 

LJ JO 


c 


ef . 


( e x + C ) 


因为 1 


lim 

x—O 十 


2 z 


lim 


Ce 


, 所以 C = -1 


故所求方程的特解为 y = —( e "- l ). 



求解贝努里方程 


【1235】求微分方程: r 2 ：y f + xy = y 1 满足初始条件 : y 


1的特解 


解把原式整理得 ： r 2 , 2 ，+：cy 




1，此方程为贝努里方程. 


令>_1 = 2得一阶线性微分方程^ 


，故 


f 丄 drrf 

q} X — 


2 


-f 丄 dx 

， J X 


e J x dr + C = jc + C = r ~ + Cr 


2x 


2 x 


该微分方程的通解为.把 j 


1 代入得 c 


故特解为 


2 x 


【1236】求微分方程3(1 + ：«: 2 )，+ 2办= 2办 4 满足初始条件7 


= 0 


解将方程改写为 


-4 乜 


2 x 


dr 3(1 + jr 2 ) 


2 x 

3 (l + jr 2 )’ 


这是贝努里方程，令 z 


则笋= - 3 , 4 萨，代人 t 述方程得 

dr dr 

_ 1 clz . 2 x _ 2 x 

一 了 石 3( lTx 2 ) 2： "3 (l + a： 2 ) t 


即 


dz 2 x 
dr l + x lZ 


2 x 

l + x 2% 


这是一阶线性非齐次方程,它对应的齐次方程为 


dz 

di 


7^:0 
1 + x 2 


积分得其通解为 z = C(l + x 2 ). 


令 


(1 + J ： 2 ) M ( JC ) 是方程①的解，则 


卜 （1 + X 2 ) 护+ 2, 

dr dr 


代入方程①中，得 


(1 + x 2 )^T + 2 au - + x 2 )« 


2 x 


dr 


+ x 


1 + 


2 


即 


du 

dr 


的特解 


2 x 

(iTTV 2 


积分得 „ = —L + c , 所以方程①的通解为 2 

1 + X 


+ C (1 + X 2 )， 于是原方程的通解为 


+ C(l + x 2 ). 


由初始条件: V =^ t ^8 = l + C,gp C = 7, 因此所求的特解是 y =<7： c 2 + 8) 

x = 0 L 


【1237】求方程 ： y ' + 


, . y 


的通解. 


解将原方程改写为 ： o ^ 


x ( y 2 


) .令《 =办，则方程变为 
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§4. 一阶线性檄分方程 


du u 
dr 


此为变量可分离的方程，解之得通解 


Cr 2 , 即 


ay ~ 1 


ocy 



有关一阶线性微分方程的应用题 


【1238】设 F (: r)=/U)g(x), 其中函数 /U)，g(x) 在 （_' +⑺）内满足以下条件 

f f { oc ) = g { x ), g ^{ x ) = f ( x ), 且 /(O) =0, f ( x ) + g ( x ) =2e' 

(1) 求 FU) 所满足的一阶微分 方程； 

(2) 求出 FU) 的表达式. 


解 （1) 由 


F ' ia :) = f f ( a :) g ( x ) + f (^ c ) g / ( jc ) = g 2 ( x ) + f 2 ( jc ) 

- [/(-r) + g ( x )] 2 ~ 2 f ( x ) g ( sc ) = ( 2 e x ) z ~ 2 F ( x ) 


可见 F(or) 所满足的一阶微分方程为 


F ^( x )+2 F ( x )=4 e 2j . 


(2) Fix ) - e~\ 2dx |4产 • J^dx + C : 
将 F(0)=/(0) 奴 0)=0 代入上式，得 -1. 


—2 x 


: K 


dr + C 


e 2 " + Ce 气 


于是 FU ) 


2 x 


2x 


【1239】 过点且满足关系式 y ' arcsinr 


1 一 


1 的曲线方程为 


解整理方程得^/'十 


x 2 arcsinr arcsiax 


,此为一阶线性微分方程,求其通解 


J \-x 


dr 


[l 


arcsinr 



2 . ^Ajr + C 

arcstnr l 


工 +c) . 


把 


o 代入上式得 c: 




故应填 


^arcsiar 


丄 


【1240】求微分方程 xdy + ( x - 2 y ) dx -0 的一个解: y = ：y(：c)， 使得由曲线 ：y = jy(x) 与直线 
l，x = 2 以及 x 轱所围成的平面图形绕： r 轱旋转一周的旋转体体积最小. 


解 原方程可化为2 

ax x 


- i •则 


Je '- f-^cLc + C 


J 2 ( — + C 

V X 



由曲线: y = o:+Gr 2 与直线 x = = 2 及: r 轴所围成的平面图形绕: r ■轴旋转一周的旋转体体积 

为 


V(C) 


♦ 

n(x + Cz 2 ) 2 dx = tt ( ~C 2 十专 C 十士 

1 \ > Z 5 


令 V^(C)-7r( yC +y) =0, » C 


75 

124 


又 V"(C) 


62 


7 T >0, 故 C 


75 

124 


为惟一极小值点，也是最小值点，于是得 





y(x) 


x ~m x2 - 


[1241] 在 oQy 坐标平面上，连续曲线 L 过点 M (1，0>， 其上任意点 P ( x y y ) U 卢 0) 处的切 
线斜率与直线 OP 的斜率之差等于 or (常数 a >0). 

(1) 求 L 的 方程； 

(2) 当 L 与直线 j = or 所围成平面图形的面积为■时，确定 a 的值. 


解 （1) 依题意得: y '- 


，求得其通解为 




-丄心」 

are J x dr 


C 


ax 


Cx 


将 x = l,：v = 0 代入上式得 C 


a • 


从而 L 的方程为 : y 


(2) L 与直线 : y 


的交点坐标为 (0,0) 和 (2,2 a ), 那么 L 与直线 : y = ar 围成平面图形的面 


积 


S{a) 


ar)dr 


(2az 


• 2 )dr 


± 


于是由题设知■，从而 a =2. 

【1242】偎设：⑴函数尸 / U )(0<: c <« O 满足条件/(0) = 0和⑵平行 
于: y 轴的动直线 MV 与曲线 y =/(： r ) 和 y = 分别相交于点匕和 P 2 ;(3) 曲线: y =/( x ) 、直 

线与 x 轴所围封闭图形的面积 S 恒等于线段巧巧的长度.求函数 y = /( x ) 的表达式. 

解 如图1242所示可知 


f ( x)<Lt = e 之一 1 一 fix ) 


① 


两端求导，得 


M 


fU) = e x -f / U ), 即 /'(x) 十 /Cx) 


由一阶线性方程求解公式，得 


fix ) 


^ Q ( x ) J PMdx dx 


十 C e 


十 (:)dr 


y = e x ^\ 
Pi 

y = f ( x ) 


dr + C e^ T = Ce 


丄 x 
2 e 




由 /(o)=o, 得 c 


因此所求函数为 

/(X) = -y(e J - G~ s ) 


图 1242 


点评本題 关键在于利用已知条件建立方程①，然后对①求导得到/(工）满足的撖分方程, 
是 后求解带初值/(0)=0的徵分方程. 
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5. 全微分方程 


1.全微分方程 

若方程 


P(x^y)dx + Q(x, : y)4y 


① 


的左端恰好是某一个二元函数《 (: r ， y ) 的全微分，即 


du 


P(U)cLr + Q(x»3 , )d^^ + 


则称方程①为全微分方程(或称为恰当方程），全微分方程通解是 m (a W = C ( C 是任意常 数〉, 
w (: c ，： y ) 也称为 Pdx + Qd ^ 的原函数， 

2.方程①为全微分方程的充要条件及原函数 《 U ， W 的求法 

若 P ( x , 30, Q ( x ， >0在某一单连通域上连续，且有连续的一阶偏导数，则方程①为全微分方 

程的充要条件是这时有 

dy dx 


{x,y) 


P(x, yo)dbc 


Q(x,y)dy 


x o 


或 




P(x f y)6jc + Q(x 0f y)dy 
x o J ^o 


3 .积分因子 

♦ 

若方程①不是全微分方程，但存在一个函数 〆 ：， 30使 

fx(x % y)P(x,y)dx^ fjt(x y y)Q(x,y)dy^ 

为全微分方程，则称30为方程①的积分因子， 


4.某些已知的二元函数的全微分公式 

xdy + ydx - d(ay) 


xdy ^ ydx 


d (—) 


一 ： cdy + ydx 


d ( 7 } 


一 xdy + ydx 


xy 


ydx - xdy 
x 1 + y 1 

xdy - ydx 
y 2 -x 2 


- d(ln —) 
d(arctan ~) 

y 


y + x 


ydj 十 xdx 

J y 2 + x 2 
xdy - ydx 
x 2 + y 2 
ydy + xdx 
x 2 + y 2 


d( J y 2 + x 2 ) 


d(arctan 


2 


^dln(y + X 2 ) 


满足 


dp ^dQ 


基本 



型 


的全微分方程 


112431 求解微分方程令心 


y 2 — 3x 


dy 





解 由于右 (7 


6x — d 
v 4 


y 1 - 2 >x 


，所以此方程为全微分方程 


代入公式得 


u ( x 9 y ) = 


L 产 L 产 


《十 i— 丄 

y y 


故通解为 


【1244】求方程 [sin(joO 十 jycos(xy) ]dr + x 2 cos(jy)dy~0 的通解 
解设 fKjc，y) = sin(：oO + acosC：^)， Q(x 9 y) = x 2 co&{xy) y 因为 

Y~ = 2xcos(^y) - x 2 y^n{xy) = 3 手、 
dy ox 

故该方程为全微分方程,解之得通解 


x ry 

0 • dLr + jc ^ cos ( jy)dy 

o Jo 


即 xsin ( ay ) = C . 


[1245] 求解微分方程 （1 + e^ ) dr + 汐( l -丄) d：y = 0. 


解 P ( jc 9 y ) = l + e y $ Q ( x , y ) 


e? 1 

叫， 

由于 

\ 

y 1 


dP 

~ 


90 


y 2 

dx 


所以方程是全微分方程,取 (xo, : yo) = (0,1), 有 


u ( x 9 y ) 


y rs jl x 

dy + ( 1 + e y ) dr = y 1 + x + ye y - v 

i Jo 


x + ye 


y — 


故: r + = C . 

【1246】求解 （5x 4 + 3 ay 2 一 : y 3 )dz + (3 x 2 y - 3 a ^ y 2 + y 2 )dy = 0. 


解 这里 


dp 


iQ 


- = 6 ^- 3 ^=^ 


所以这是全微分方程.可取 A = 0, 凡 = 0,则有 


u ( x , y ) 


(5x 4 + 3^y 2 ~3； 3 )cLc+ f y 2 dy ~ x 5 + ~ 7rx 2 y 2 - + 




于是方程的通解为 x 5 +^-xV-^y 3 +jy = C. 

利用积分因子求解 

【1247】试求微分方程 y < h ：^( y - a ： )dy = 0 的通解. 

解法一 显然，题给的微分方程不是全微分方程.但根据我们熟知的微分公式可知，它乘以 
^_ 2 后是一全微分方程，且有 


^ + 7 -( 7 -' 
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于是，原微分方程的通解是 f +bib I = C _ 另外 ， y = 0 也是它的解 
解法二 把原微分方程改写为¥ = ^-.显然，它是齐次方程. 

dr x - y 

令公=气有尸: CM, ^ = M + X 把它们代入原微分方程有 

x ar dr 

丄 h —丄 j 一心 


du 一 — d« = 一 

U X 


积分后得 InUI + ln|ul + —= C , 于是原方程的通解为 

u 

f + ln| ：y | = C ，及 : 


0 . 


解法三显然 j = 0 是原方程的解.若把: C 看作因变量^看作自变量，原微分方程可写为 


非齐次线性微分方程 


dr 

dy 


一 1. 


由其通解公式得它的通解为 


-^ )dy 



(- i ) J ^ y )dy dy 


y(C - In I 3^ I ) 


点评若存在函数； zU ，> 0 乒 0 , 使得 


fi ( x , y ) P ( x , y)dx + pi ( x , y ) Q ( x , y)dy = 0 

为全微分方程，則称 y ) 为撖分方程 P ( x f y)dx + Q ( x P y)dy = 0 的一个相分因子 •一 般地 


积分因子并不是惟一的，例如，方程 a ： d ： y -： ydr = 0 可以分别取积分因子为 m 


户 2 = 7 


户 3 




等，它们分别有 


xdy ^ ydx 




0, 


xdy - ydx 

X 2 + / " 


2 


xd ^ ^ ydx J y 

- 2 - = d — 

X \ X 

xdy - ydx J 

. 厂 d h 


1 T x _ y 

2 Xn 7 ^y 


只要微分方程 尸 U ，： y)dr 十 Q(x ，： y>d：y = 0 存在解，則其积分因子必定存在.但是寻找其积 
分因子 〆 ： r , y ) 却没有固定的 方法， 


【1248】求 ( i 2 — ) 2 — ) dz + ( x 2 + - y 2 )dy = 0 的通解 • 

分析原方程有因子 ( ： c 2 - ： y 2 )(dr + cbO 及 2 (xdy - ydx ), 因此方程可用积分因子 


I 2 ” 2 


解 P(x y y) =x 2 - y z -2y f 


3 P ( x , y ) 


- ly - l 、 


Q{x s y) = x 2 + 2a：- y 2 . 


3Q(x,y) 

"" Tx ~ 


2x + 2 f 


故 If 关 I ?， 原方程不属于全微分方程.将原方程改为 


(x 2 - y 2 )d(x + 夕 )+ 2(xdy - y<Lr) =0, 


故可令 pt { x iy ) = 则方程变为 





如 ”)+2 今 5^=0 


即为 


d(x”)_2d( 


故工 + 3； = ln f ^ + C - 

点评当然此題亦可用分离变量法，将 


(x 2 - y 2 ){dx + d^) 十 2( ： rd：y 一 ydx) = 0 


两边同时除以 P 得 


1 一 


d(x + y) + 2d( ~ 


0 , 


令 X 十:>^«，上=1；,则方程化为（1-1> 2 )“ + 2(11；=0，这是一个简单的可分离变量型方程, 

x 

【1249】求微分方程 (y + y + WdLc - icb ^ O 的通解. 

解此方程不是全微分方程,故考虑用积分因子将其化为全微分方程,原方程可写为 


而由 d(arctanf 


{x 2 + y 2 )dx + (: ycLr - xdy) ™ 0, 

~ 2 ^ 知应取积分因子 ^(x.y) = 即把方程化为 

dr + darctan 王 = 0 • 


故得方程通解为 jt + arctan 


JC 


c. 


【1250】求 U 2 + 30 dr - j ： cl：y = 0 的 通解. 

解 此方程不是全微分方程.原方程可写为 


x 2 Ajc -*■ ( ydx - xdy )=0 


而由 d (子) = 应取积分因子 办' = ^ 


，即把原方程化为 




从而 dr 十 df -— 


0,即得原方程通解为 

X 


通过适当分组求解 

[12511 求解 ：（ 功 + /) cLt + U 2 - XV 3 )办 
解 对方程各项分组 如下： 


x(ydx + xdy) + y^iydx - xdy) =0, 


d(^y) + y 5 d| ~ 


0. 


除以并且作代換 xv = u , 


X 


V. 


则原方程可化为 


du 十 ~jdz; = 0 
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§6 . 可鋒阶的寓阶微分方程 


通解为亡 + 


2v 2 


C ， 从而方程通解为 — + ^4 = C . 

LX 


【 1252 】 求： rdy = : v (办- l)dx 的通解 • 

解 原方程可写成 xd：y + ： y ( ir - 办 2 clr = 0, 于是有 d(xy) - xy 2 <bc 


令之=办，则 5 = 代入上式有 


dz-—dr = 0, 

X 


通解为 


C . e、（C 关 0), 


故原方程通解为 


Ce '^, ( C 关 0). 


点评如果由方程中可分出某个函数 p ( x , ： y ) 的全撖分方程，则有时当把变量 U ，： V ) 变到 


( x ， 2 ) 或（: y , z ) 时方程可以化简，其中 


( p ( x ^ y ). 


§6 . 可降阶的高阶微分方程 



y 


fix) 


方程特点是右端为自变量$的函数，且不含有函数^及其导数/" _1) ，将方程两 


边对 I 逐次积分即得其通解 

y = dr … f ( x)dx + ( n ^ 1 1 ) j ^ n " 1 + 

2. y ^ = f [ x t y f ) 

方程特点是右端不显含函数％令 y / =夕 ， y 



( n -2)! 


-2 + …+ C n -!J ： + Q. 


dp 

dr 


〆 ，代入原方程即可化为一阶方程 


/( x ,/>)， 若其解为户= 〆 〜(：〖），则原方程的通解为 


y = <p(x ， Ci)dx + C 2 . 

% 

3. y" = f(y t yl 

方程特点是右端不显含自变量 j ：， 令: = ，并利用复合函数的求导法则，把^ 〃化 为对: v 的 


导数，即 


dp dp dy 

dx dx 


dp 

•5? 


代入原方程即可化为一阶方程 


若其解为/，即 


dy 

dx 


Wiq ) ，则原方程的通解为 


dy 

<p(y ， Ci) 


十 C ，. 




基本题型 


求的通解 


[1253] 


y 


⑷ 


sinx + x . 


解 积分一次得 


: y 


( 3 ) 


工 2 


再积分一次 


y 


sinx 


x 


3 


6 




+ C x x + C 2 , 


c 


^ r = cosx ^ + C 3 , 


y = sinx 


X 


5 


120 


Ql.l 


+ C^X + C4 

o L 


所以 ： y = sinx + + b\X^ + b 2 x 2 + b^x + b A . 

{1254] 求微分方程， = 1 肛的 通解. 
解 对所给方程接连积分三次； 


y 


lardx - xlnx — 工 + C, 


y 


(jrlnr 一 jt + C)dLr 


^ - + 

2 4 


Cr + C2 


y 


(^~x 2 lar - ~j: 2 + Gr + C 2 )dx 

含 j ： 3 lru ： — 登 x 3 + Cix 2 + C 2 x 十 C3 (Ci 


2 


C). 


【 1255 】 求微分方程 : y 


+ 的通解. 


解由于 


e^dr 


e 


a 


x r dx 


f + 




故方程的通解为 




[1256 】 求微分方程 


d s jc 

dt 5 


L _= 0 的通解. 


dt 


解令^%则方程化为# 


dt 


df 


y - o , 积分后得 


y = Cts 即 


d 4 


dt 


f = Q , 


故原方程的通解为+ C 2 t 3 + c 3 f 2 + c 4 f + c 5 . 
求 夕 "二 / Gc,：y ') 型微分方程的通解 

[ 1257 ] 微分方程办"+ 3 , = 0 的通解为_ 


解 令 : y ' =多，则 : y 


dr 


代入原方程得分离变量得爷 


X 


dr 
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▲ ▲ ▲ 


§6,可降阶的离阶撖分方程 


两边积分得 lnp= 一 31ar + InC 即 p = C y 也即 y ' = C ^工一 3 ,解得 y = ^ 

x 


故应填 y = C x ^ 


Cz 


【1258] 求方程 2 xy / y ， ' = ( y / ) 2 -^l 的通解. 

解令： v ' = A 则，=尝，原方程可化为 2 ap ^ = p 2 ^ h 分离变量得 

2 P lr 1 . 

― ， ~ rdp= — dr, 
p 2 + l x 


等式两端同时积分并化简得 


C\x 一 1,即 y /= ± J C x x - 1， 


积分得微分方程通解为：： y= ±^(C!x 


1)2 


c 2 . 


【1259】 求解下列方程: 办"二〆 + isin 

解因为此方程不显含: v， 所以令 a 则原方程化为 p 的一阶方程 

xp' = 户 + xsin ~ . 


这是一个齐次 方程，令1 = M ，则上面的方程成为 


S in«， 从而求得通解 tanf = 为 


任意常数，即有通解 


P _ 


2arctanCix 


而上式即为 =2: carctanCiJ： r 积分，即得原方程的通解 

dr 



1 尤 


C! C? 



C2 , 


+ c 2 ，( C ^ O ) 

(C! = 0) 


其中 c 2 为任意常数. 


【1260】求微分方程的通解 


解设，=/> ，则乂 


dr 


/，代入方程中可得 


x ^~- p\np 
ax 


分离变量:=>’两端积分可得 


故原方程的通解为^ 


C , 


C 2 . 


[1261] 求微分方程，二7 ' + t 的通解 • 
解令: y' = P， 则： y 〃 = 〆，得线性方程 


p ' = P + X 即 p ' — p 





解得 


p = e 


dx 


xe 


- Jdx 


dx + C 


n 




X 



=e 


mm 


■麯 


•xe ^dx 十 C \ 


Cie T — x — 


则 


: y 


( C \ e x — x - l)dr = Cie x - 一 x + C2 . 


2 


求 7 




/( x , 3 ^) 型微分方程的特解 


x = 0 


1 , ^ 


【1262】求微分方程 (1 十: r 2 )：y " = 2办 ’ 满足初始条件 J 
解设则 〆 ，代入方程 (1 + i 2 )，= 2 o ^ 中可得 

(1 + - r 2 )^ =2^>. 


x = 0 


3的特解 


分离变量并两端积分可得 


P 


dp 


2 x 


+ x 2 


dr + C , 艮 P Inp — ln(l + x 2 ) + C , 


也即 y ' = P = Ci(l + jc 2 ), 其中 q = e c •代入 : v ' 


X 


-0 


3,则得 C ^=3, 从而 y / = P = 3(1 + x 2 ) 


两端再积分 : y 


(1 十 x 2 )dr = : r 3 十 3 :c 十 C2 ，代入 y 


x = 0 


1 ，则得 C 2 = l 


故原方程的特解为 ^ = x 3 + 3 x + 1 . 

【1263】求微分方程 :V 〃 _ a (，:) 2 = 0满足 : y 

解令{ =，，则原方程变为 


x = 0 


0 ,， 


x = 0 


1 的特解 




羞 -ap 2 = 0 ， 即 ^ = adr 


积分得 


P 


C a - 


因为 P 


x = 0 


y 


工 =0 =-1，所以 Cl = i ’ 颜 


dy 


dr 


，故 


y 


+ 1 ，即 


ln ( ar + 1 ) + C2 


又因为 : y 


求 


y 


x = 0 
// 


= 0，故 c 2 = o .因此所求的特解为> 

型微分方程的通解 


【1264】解方程 


yy 


解 令 y ' = P，y 


当 ㈣ ，有 


dp 


〃=(，) 2 . 

.dp m .dp 

= P 7, 得 ypT : 
d：y d：y 

户，分离变量得 $ 

P 


p 2 . 

■ 

: y 


a 


ln{ar + 1 ) ( a ^ O ) 


两边积分.得 


dy 


\n \ p \ = In I 3 / I + lnC u 整理得 />= C x y 9 即 ^ = C \ y , 
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^-1 I §6. 可降阶的离阶微分完¥ 


分离变量并两端积分可得 \ n \ y ] + lnC 2 , 故通解为 j = C 2 e 

[1265] 求微分方程， （1-30+2(3； 的通解. 


C\x 


解 此微分方程为>"=/(>%，）型，设 





dp dp 

dx dy dx 


dp 

dy 


代入原方程化为 


p % (1 ~ y)= - 2 〆 ， 


分离变量并积分得 


dp 


，一 2dy 

l - y 


C , 即 \np = 2 \ n ( l - y ) + C 9 


整理得 


y 


再次分离变量并积分得 


dy 


(1 - y) 


2 


P=C X (\-y) 1 , (C^e 0 ). 

= qfdr + C 2 ，故原方程的解为 ~~ - + C 2 

J A 3 ^ 


【1266】求微分方程，=(，〉 2 + 1的通解. 

解此方程的特点是不显含： r ,： y , 看作:^=几2：,30或: y 〃=/( y ,30 皆可, 


设: y ' = ，则： y " 


dp 

dr 


，，代入原方程可得 


dr 


p 2 



分离变量 


dp 


P 2 ^l 


dx , 两端积分并整理得 


p = tan ( x + CO , 即 = tan(x + C \), 


从而再积分得 


: v 


tan(x + C\)dx = — In cos(x + C \) 


C 2 


故原方程的通解为: y = - In I cos ( x + C { ) 


C 2 


【1267】求方程 ： y 〃二 （ y ') 3 + y ' 的通解. 


m 则’” S ’ 得 


dp 


/ > 3 + />. 


当/ > = 0 时，: C 为原方程的解 ，•当夕/0 时 


iP 1^ = 办 ’ 


积分得 


分离变童得 


d：y 


tan (: y - Q ) 


arctan /) = y - 即 y /= P = tan (: y - CJ • 
dr , 积分得 


lnsin (y - C \) = x + lnC ], 






故 sm(y 一 Ci) = Cz〆 ， 艮 P y = arcsinC2e x + C\. 


【1268】求微分方程 j 


卜 jy 


0 的通解, 


解作代换户 


' ，则 




dp p 2 ^ 

夕 + - = 0. 

d：y I - y 

其中 P = 0 是上述方程的特解，即 y^C ( C 关 1) 是解. 

又由 ^ = — 得户 = Cjy - 1〉，故由 ^ = c x (y - 1)，得解 : y = 1 + C 2 e ClX t 其中 C 2 关0.注 
意 (^ = 0 时即包含了 ： y=C ( C 关 1) 的解，故原方程的全部解是 


1 + C 2 € C,：c ( c 2 ^ o ). 


求 ： y 


/( hyO 型微分方程的特解 


【1269】微分方程办"+(：>^) 2 = 0满足初始条件： y = y ' 

X-O x =0 


的特解是 


解令 y ' 


- P^y P(y ™ + />) = 0 


rp = 0 得： y '=0, 与已知矛盾； 

2。 ㈣ 时，有 yg 十0,解得卜孕 


丄 


把 


j -0 


代入得 （^ = 1. 即微分方程为^ 


2^ 


^ = 0 


解得/ = 1 + 把 J =1代入得 C 2 = l . 

x -0 

所以应填 ： y = V X + 1或 j 2 = I 十1 . 

【1270】求解微分方程/，+1 = 0, 3^ = 


1, y 7 


x- 


解 


Pf y 


，鸶 ，则 +1=Q 


即 pdp 


士办，等式两端积分得 fp 2 = y ^- 2 + C !， 整理得 p 2 


+ 2 Ci . 


由 


1, ：y = 1, 〆 =0得0 


2 C U 2 Ct = - 1,所以户 2 


一 1， 


即夕 


-2 


-1， 分离变量得 


dy 


一 1 


土 dr , 即 


ydy 
Vl - y 2 


土 dr 


所以- / l - y 2 = ±: + C 2 . 


代入 


l，：y = 1 得 C 2 = + 1 从而：^ 2 = 2工-工 2 ，故特解为汉 


2 x - X 2 . 


【1271】求方程:>^〃 = 2[<>0 2 -，]满足>(0) = 1，，(0)=2的特解. 


解令，=/>,则 


>普，原方程可化为 W 盖= 2(/> 2 -/>)，即: y 恙 


2(夕 一 1) (因为/> 
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古0,否则与已知条件矛盾），分离变量得 


~ l dp= ^ 


等式两端同时积分并化简得 


p -\ = C { y 2 , 即 ^ ' = C x y 2 


把初始条件 y = lBt t y f - 2 代入上式得 Ci = l . 

则方程化为 f = ：y 2 + l， 分离变量得 f y = 6 jc 9 积分得 arctan：v = x + C 2 

dr jy 十 1 

即 y = tan ( x + C 2 ). 由： y(0) = 1 得 C 2 = f ， 

故微分方程的特解为 j = tan (: r+f). 

可降阶微分方程的应用题 

【1272】已知某曲线在第一象限内且过原点，其上任一点 M 的切线 A^r，M 的纵坐标 M>,:r 

轴所围成的三角形 MPT 的面积与曲边三角形 OMP 的面积之比恒为常数 々U> + ), 又知道点 M 
处的导数总为正，试求该曲线方程. 

解如图1272所示，设所求曲线为 y(x), 在其上任取一点 MU, ：y) U>0，：y>0)， 显见 


按题设条件知 


MP 

PT 


tand 


则 1 P 


MP y 


即 


两边对: T 求导得 


即 


令:V ' = />,则 


原方程可化为 


7 P 


是， 


y ( t)dt 


— f = 2 k \ X y ( t ) dt . 
y Jo 


2 y ( y ^) 2 - y 1 y ff 


(，） 


Iky 


: XV" + 2U - 1)(〆） 2 


,dp dp dy 
\ ~ — = — • —^ 

dr dr 


dp 

dy 


yp %-^- k ) p 2 

分离变量得 

等式两端同时积分并化简得 


dp 


y ( x ) 




图 1272 


即 y ^ r = 2 { l - k)p (/>#0,否则与已知条件矛 盾）. 

ay 

1 lr 2(1-^) , 

J d P = y 办， 





P=C x y m ~ k \ W 


再分离变量并积分得 


2 k 


2 k 




CP + C 2 ，因曲线过原点，即: y (0)=0, 得 ： C 2 = 0, 


故所求曲线为 y ^ C ^ ik - x . 

【1273】设函数 3» U ) U >0) 二阶可导且:^(1)>0，火0) = 1.过曲线_>^少^)上任意一点 
PU ， W 作该曲线的切线及: r 轴的垂线,上述两直线与 x 轴所围成的三角形的面积记 SSi ，区间 
[0，. r ] 卜.以 : y = ： vU ) 为曲边的曲边梯形面积记为 S 2 ，并设 2 S ,- 5 2 恒为1,求此曲线 : y = ： y (： r ) 的 
方程. 

解曲线 3—： y (: r ) 上点 PU , 30处的切线方程为 

V- y = y / (x)(X-x), 


它与: r 轴的交点为 U 


y 


y 


0) •由于 〆 （: r ) >0, ： y (0) = 1，于是 


S ! 


2 




一（ 


X- \x 




y 


2 


2y 


又 S 


X y ( t)At , 由条件 24-52 = 1 知 


: y 


2 


y 


'X 

y ( t)dt 


① 


o 


两 边对： r 求导并化简得 yy ^ iyl 2 . 


^ P = y ’’ 则上述方程可化为 ^ f y = ^ 从而 f = ^，解得户 


C lt y , 即 


dy 

dLr 


C { y 9 于是， 


y = e 


CjX + C 2 


注意到火0) = 1，并由©式得3^(0) = 1.由此可得 C ^ l . Cz ^ O . 

故所求曲线的方程是 y = 

点评这类题目总是只需写出等式，即成为由变上限函数描述的方程，通过求导得微分方 
程进行求斛.特别地，其初始条件可由变上哏函数描述的方程中取上隊等于下限获得. 


§7. 高阶线性微分方程解的结构 

n 阶线性微分方程的一般形式为 

y ㈤ +〜工)々-1) + 尸 2 ⑴ y ”-2 ) + …+匕” ⑵， 十尸“幻尸瓜） ① 

其中《>2, …， P „( x )，/ U ) 为已知连续函数. 

当 / U )=0 时，方程①称为71阶线性齐次微分 方程; 当 /(W 关0时，方程称为 n 阶线性非齐 
次微分方程. 

现以二阶线性微分方程 

3 ^" + P ( sc)y " + Q (: c)：v = 0 ② 

P ( x)y f + Q { x)y = f { x ) ③ 

为例，讨论其解的性质及其解法.这些性质及解法均可推广到任意高阶的线性微分方程. 
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_ 1 §7. 离阶线性微分方程解的结构 

(1) 若函数 AU ), 力 U ) 是线性齐次方程②的两个解，则 C iyi (^) + C 2 i y 2 (： r ) 也是方程②的 
解，其中为任意常数. 

(2) 若 aU >， 乃 U ) 是方程②的两个线性无关的解，则 CmU ) + CmU ) 是②的通解，其中 
c ,, c 2 为任意常数. 

(3) 设，是线性非齐次方程③的一个特解， Y = C x ^( x ) + 是对应的齐次方程②的 

通解，则: V 二是非齐次方程③的通解. 

(4) 设线性非齐次方程③的右端 /( x ) 是两个函数之和，如 

y " 十 P ( jo)y f + Qix)y = f x { x ) + / 2 ( x ) 

而: yi (^) 与: y 2 (^) 分别是方程 

3^ y， + P ( x)y f + Q (： c ) 尸 / 1 (工>，与： y 〃+ P ( x )： y ' + Q { x ) y = f 2 { x ) 

的解，则: yi (* r ) +:^(工)是方程 

: y 〃 + P ( x)y ' + Q ( x ) y - fi ( x ) +/ 2 ( x ) 

的解. 

基本题型 

利用线性微分方程解的结构求通解 

【1274】设非齐次线性微分 方程 〆 + P (: r)：y = Q ( o :) 有两个不同的解: Vi ( j ：)， 3^($)， C 为任 

意常数，则该方程的通解是_ . 

(A)C[ < yi(-r) - y 2 (j：) ] (B) ： ^〆^：〉 + C [: y/x) — ： y 2 (j)] 

(C)C[^ 1 (j ：) + : y 2 (x)] (D)^i(x) + C[yi(x) + : y 2 (*r)] 

解由线性微分方程解的性质及结构知 ， Cbi (: r )-： y 2 (： r )] 必为原方程对应齐次线性微分 
方程的通解.所以，原微分方程的通解为 y ,( x ) + C [ y x ( x )~ y 2 ( x )]. 

故应选 (B). 

【1275】设线性无关函数 hU )，& U )， 乃 k ) 都是二阶非齐次线性方程 

: y 〃 + P ( j：)y f + Q ( x)y = f ( x ) 

的解， q ， C 2 是任意常数，则该非齐次方程的通解是_ 

(A)Ci^! -h C 2 ： y 2 + ： y 3 (B)Cj 3 »i+ C 2 y 2 - (Ci + C 2 )y 3 

(C)C 1 y l + C 2 yi - (1 - - C 2 )>3 (D)C^i + C 2 yz + (1 - Ci - C 2 )y- i 

解因为: Vi ，: y 2 ,： y 3 都是非齐次方程的解，所以其差力-力,乃-乃是对应齐次方程的解， 

又由于力，为，乃线性无关，所以与也线性无关.故由线性方程组解的结构定理， 

对应齐次方程的通解 ^(^1-^3) + C 2 ( y 2 - : v 3 〉 再加上非齐次方程的一个特解就是非齐次方程 
的通解. 

故应选 ( D ). 

【1276】设3^、乃是二阶常系数线性齐次方程，'+贞：0：^ + 9(1)3^0的两个特解,则由 
AU ) 与 hU ) 能构成该方程的通解，其充分条件为_ . 

2 (^) - y2 ( jo ) y [( x ) ^=0 ( B ) yi ( jo ) y2 ( x ) ~ y 2 { x)y \( x)¥^Q 

(O^iCj ：)^ 2(^) ”2( 工 ）： V i(*r) = 0 2(^) ”2( 工 ）： v i(x )^0 





解由题意知 hU ) 与: y 2 (： r ) 线性无关， 即^ c . 


求导得, 


y 2( j )yi(^) ~ yi(^)y !( 工 ) 

yi ( x ) 


7^0 ,即 ^1(x)3^ 2(^) ~: y 2 ( 工 ）: v !( 工 ）#0 


故应选 ( B ). 

【1277】证明下列函数 


(C〆 + C 2 e~n + Y (C U C 2 为任意常数) 


是方程 jy "+2 y ^ -jy = e x 的 通解. 


证记 : Vt 


y 2 


e _' ： y * 


el 


，则 


y i = j ：^ 1 e x - 


-2 


e x , 


—1 


一 x _ 2 )， 


y;= ， V-2，V + 2，V 

W VU _1 + 2 :r — 2 + 2 工 _3 ) 


代入后 M 满足办〃 + 2 ，-一，且|不为常数，故^(^是齐次方程的通解 


M * • / » " 

y - y = v = 


e :， 有 


xy m ^2y 


ay 


— f /r + 2 — 


x) 


即 ： y 


是非齐次方程的特解，从而由线性微分方程解的结构定理知 


C\e x + Ci^ 


e J 

T 


是非齐次线性方程的通解. 


【1278】验证 


C \ x ^ + 


Cz 


lar ( QX2 是任意常数)是方程:- 


lnx 


的通解, 


解令 

因为 


y \ 


工 5 , 


乃=了 ， j 


xi 


lax 


oc 2 y 1 - 3 ay \ - 5 ^i - x 2 • 20 x 3 - 3 x • 5 a : 4 - 5 •: c 5 


x 2 y\ - Zay 2-5y 2 = x 2 * 


常数， 


吾 _ 3x .( 


5 ♦丄 =0 


所以 


3^1 


^和 


3^2= 亡是齐次方程 o： 2 y ^3^ y / -5 y = 0 的两个线性无关解,从而 


C\x 5 + Ci 


是齐次方程 x 2 y " - ' -5 _y = 0 的通解 

又由于 
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x 2 y *” 一 3 ay *' 一 


lar 


- 3x 


lx 


Inx 


一 5 


x 2 


lnr 


Inr 


所以〆是非齐次方程 jc 2 y ^ ^ 3 xy ' - 5y = x z \nx 的一个特解. 


因此 


Cix 5 + - ^r\nx 是 :r 2 y - 3办 J - Sy — x 2 \nx 的通解 • 


【1279】设: y = / 是微分方程办/ + Pix)y = x 的一个解，求此微分方程满足条件 y 


x = ln 2 


0的特解. 


解以 : y = e J 代入原方程，得工/ + p ( x ) e x = 解出 p { x ) = xe" T ^ jc . 
代入原方程得3^ + (61-1)3^ = 1.解其对应的齐次方程：^十（ 6 1_1)^ = 0得 


dy 


(一 


+ l)dr, ln：y — InC 


x + 


x . 


得齐次方程的通解所以原方程的通解为 ^- e x + Ce" + e ' X . 


cw = 0 , 得 


2 + 2e 2 C = 0 ， 即 C 


故所求特解为 


e: - e: + 


利用特解求微分方程 

[1280] 已知： y 1 = xe J + 

程的三个解，求此微分方程. 


2 r 


y 2 = xe x + T y y 3 = joe x + - e"^ 是某二阶线性非齐次微分方 


解法一由题设知， e 2 " 与是相应齐次方程两个线性无关的解，且: r〆 是非齐次方程的一 


个特解，故此方程是 


y ’ - 2 y - f ( x ) 


将 


: rf 代入上式，得 

fix) = (xe x Y - (xe x Y - 2x^ x = 2e x + xe x - e x - xe x - 2xe x = e x - 2jce x . 


因此所求方程为 y " ~ y f 2 xe x . 

解法二由题设知, e 2 " 与是相应齐次方程两个线性无关的解，且是非齐次方程的一 
个特解，故 y = i# + C ie k+C 2e i 是所求方程的解，由 


y / = e x + a ： e x + 2C l e z:c -C2e^ x 9 


， = 2e: + xe' 十 4(^ + C 2 e 


消去<^,(： 2 得所求方程为 


y ’ -2y = e x - 2xe x . 


点评对于二阶线性撖分方程， + P (： r )： y ' + Q (：0; y =/ U ) 而言，根据解的结构定理，它 
的通解是齐次方程的通解(: c ) + C 2 ： y 2 (: c ) 和非齐次方程的特解之和，且根据性质知非齐次 
方程的两个持解之差是齐次方程的解.另外知道齐次方程的一特解，可以用常数变易法求出它 
的另一个与之线性无关的特解，从而得到齐次 通解； 如果知道齐次方程的通解，则用常数变易法 
可以求出作齐次特解. 

有关解的结构的证明题 

【1281】设力(：1：)，3 2 (：1：)，3 ; 3 (：1：)是一阶微分方程3^ = P ( jc ) y -^- Q(:c) 的三个相异的特解，证 

明: 漶㈡ g 为一 定值. 





分祈 一阶线性微分方程的通解,是任意常数的一次函数，即 JU ) = C /( x ) 十 cp ( x ), 

取 C = Q(i = l ，2,3)， 可得三个相异的特解为 

ydj ：) = Cif ( x ) + < p ( x) t / = 1，2,3 

即可得证. 

证 一阶微分方程 : y ' = _ P ( x)：y + Q ( x ) 的通解为 

: v (: r ) = Cf ( jc ) + ( p ( x ) 

已知 hU )， 乃 U ), 乃 ( x ) 是一阶微分方程的三个相异的特解，故 

力（工）= Cyf(x) + <p(x), y 2 (^) = C2f{x) + (p(X 、， y^{x) = CJ{x) + <p{x) 

因此 

: y 3 (_ r ) - jy “ x ) = ( C 3 - Ci ) f ( x ) 

^(•^) ~ : Vi ( j ：) = ( C 2 - C x )/( x ) 

上面两式讎，得 g g : 沈; = 誠为-定值. 

§8 . 常系数齐次线性微分方程 

1. 二阶常系数线性齐次微分方程的通解 

设 ： y 〃 + 办’+砂二0 ① 

(1) 特征方程有两个相异根 rj ^ r 2 , 则方程①的通解为 C ie Y + C 2 e r2 "; 

(2) 特征方程有两个相等实根则方程①的通解为 ^-(^ + ^)6^； 

(3) 特征方程有一对共轭复根 ri ， 2 = a ±矽,则方程①的通解为 e ^ CCiCOs ^ r-H C 2 sin /2 r ). 

2. n 阶常系数线性齐次微分方程 

设《阶常系数线性齐次微分方程是 

y (n) + p iy (n ~ l) + p 2 y (n ~ 2) ^ + p n _, y f + ② 

其中 PhP 2 ，…， P „ 是常数，代数方程 

Z 1 + p x r J1 ~ 1 + 户 〆 _2 + …+ P„-ir + p n =0 

称为微分方程②的特征方程，特征方程的根叫作微分方程②的特征根. 

(1) 如果 n 是特征方程的单根，则 

y = Ce r i x 

是微分方程②的解. 

(2) 如果特征方程有一对共轭复根 n-a + i /3, r 2 = a -诊，则 

y — Cicosj 9 r + C ^ sin ^ r ) 

是微分方程②的解. 

(3) 如果 n 是特征方程的 A 重根，则 

^ ~ (C t + Cjx + ••* + C j(f r i * 1 )e r i :r 


是微分方程②的解. 
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(4) 如果 r \~ a + ip , r 2 = a - ij 3 都是特征方程的&重根，则 

jy 二 e ar [(Ci + C2X + …+ Ck^- l ) cos fir + (Dj + D^x + … + D^ k ~ 1 ) sinjfe ] 


是微分方程②的解. 


基本题型 


求二阶常系数齐次线性微分方程的解 

【1282】求微分方程 y ^~ 12 y y - h 35 y = 0 的通解. 

解特征方程为 r 2 - 12 r + 35 = 0,解得 n = 5, r 2 = 7. 

故微分方程的通解为 _y = Cie 5x 4 - C 2 e lx . 

( v v + 4 y y +4 v = 0 r + 

【1283】设函数 j =/ U ) 满足条件 P ，求广义积分 

h ( 0 ) = 2 f y r ( 0 )= -4 Jo 


y ( x)dx 


解解特征方程 r 2 + 4 r + 4 = 0,得 r x = r 2 


2 .原方程的通解为 


尸 （Q + C^r)^ 2 ' 

由初始条件得（^ = 2,(： 2 = 0.因此，微分方程的特解为 ：y = 


2 e 


-2x 


y(x)dj ： 


2 e _2x dr 


— 2x 


d (2 x ) 



【1284】微分方程 y " + 2, + 5 y = 0 的通解为 
解特征方程为 r 2 + 2 r + 5 = 0, 特征根为 r 二 
所以通解为 : y = e _J: ( C^cosZr + C2sin2 : c ). 

故应填 ：y = e _ I CicosZr 十 C 2 sin 2 x ). 

求解高阶常系数齐次线性方程 

[1285] 求下列微分方程的 通解： 

( 1 ) y f "~6y ，， + 3y ， + 10y = 0 ； 


-l±2i. 


⑵： y 


( 4 ) 


2y^ ^2y"-2y f ^ y 


解 （1) 特征方程为 r 3 - 6 r 2 + 3 r + 10~0. 解得 rf ~1, r 2 = 2, r 3 = 5, 均为单重根.故原方 


程通解为 


Cie ^^ C 2 e 2jr + C 5 e 5 ^. 


(2) 特征方程为 一 -2 r 3 + 2 r 2 -2 r + l = 0, 即 （ r - l ) 2 ( r 2 + 1) = 0 得二重实根1，单重共轭复 


根±/,故方程通解为 


( C ] + C2 ^ c ) e x + C3COSX + C 4 siar . 


已知特解或通解反求微分方程 

【1286】设 y = (Q + C 2 * r ) e > 是某二阶常系数线性微分方程的通解，求对应的方程. 

解 利用通解表达式可知，特征根为 A 1i2 = 2 (二重拫），特征方程为 A 2 -4 A +4 = 0, 故所求 


方程为 


: y 〃 - 4 ：y ' + 4) = 0 . 


[1287] W：y = e "( C lS inr + C 2 coar )( C !, C 2 为任意常数）为某二阶常系数线性齐次微分方 





程的通解，则该方程为_ . 

解由通解形式知该微分方程的特征根为 r=l 土； ，从而特征方程为 r 2 -2 r + 2=0, 微分方 
程应为 y ，r -2 y f + - 0 . 

故应填 ^2 y = 0. 


§9. 常系数非齐次线性微分方程 


设二阶常系数非齐次线性微分方程为 


: y 


py 7 + oy = f(x) 


① 


其中 P , 9为 常数. 


(1) 如果方程①的右端 / Cz ) 是 Z 的《次多项式即 = 时,而常数0是特征 


方程的纟重根时，可设特解为 


/ =J M Q n (x) 


其中 Q „ U ) 也是 X 的〃次多项式，但其系数是待定的常数，如果常数0不是特征根，则取 


(2) 如果方程①的右端 f ( x ) 


P ， Cr )， 可设特解为 
: y * = 


其中 Q „( x )( 待定)是与同次的多项式， 


k 


，0， 

a 不是特征方程的根 

1， 

1 

a 是特征方程的单根 

、 h ， 

a 是特征方程的二重根 


(3) 如果方程①的右端 / U ) 


ax 


[ P /(: r ) cos /2 r + /^( dsinjar ]， 其中 P /( o :) ， P „( jt ) 分别是 j : 的 


/ 次和 《 次的多项式， a , p 是 e 知常数，设特解形式为 


y 


x k e°^[R^(x)cos^z ： + (x)sinjh:] 


其中, pL 1〉 u )， i ^ 2) 是两个饥次多项式, 




0， a + ip 不是特征方程的根 

1， a +访是特征方程的单复根 


基本题型 


确定特解形式 

【1288】微分方程 y^-y = e - + l 的一个特解应具有形式(式中 a ，6为常数) 


(A)ae x + b 


(BJare^ + b 


(C)ae x + bx 


(D)axe x + bx 


解将(八>、(8)、(0、(0)各选项表示的函数直接代入方程知(8)为正确选项 
当然也可以用下面的方法来 选择： 


方程 - y 


1对应的齐次方程的特征方程是 
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因此1是特征方程的根，而0不是特征方程的根，从而由线性微分方程解的结构和求特解的待定 
系数法知 （ B ) 是正确选项. 

【1289】微分方程 y f， + y = x 2 -^-l + siar 的特解形式可设为_ . 

( A ) > * = ax 2 + + c + x(Asirir + Bcosx ) 

( B ) = x ( ax 2 十 &c 十 c 十 Asinx + Bcosx ) 

( C ) y *= ax 2 + + c + Asinx 

( D ) y * = ax 2 + + c + Acqsjc 

解微分方程的特征方程为 r 2 十 1 = 0, 特征根为 r = ± U " + y = x 2 + l 的特解形式为 



ax ^ + icr + 



+ y = siar 的特解形式为 

y 2 = x( Asinx + J3cosx ) ， 

故所求微分方程的特解形式为 

y* = + 3^2* = 似 2 + &r + c + x(Asiru: + Bcosx). 

故应选 ( A ). 


求二阶常系数非齐次线性微分方程的通解 

【1290】 y ，， -4 y =^ 通解为_ . 

解对应齐次方程的特征方程为 r 2 -4 = 0, 特征根为±2,故齐次方程通解为 

y = C 1 e ^ 2j + C 2 e 2x - 


设原方程特解为 - Ace 2 j , 代入原方程可得 A =^ ■.因此，原方程的通解为 

y = C ， 2 : + C 2 e 2 工 + 女 see 、 即尸 C x e lx + ( C 2 + 女 x ) e 2 ' 

其中 Ch C 2 为任意常数. 

故应填 ^= Cie ' 2x + ( C 2 + 士 z ) e 2 ' 

【1291】微分方程 y ，f ~2 y f = ^ 的通解为_ . 

解对应齐次方程的特征方程为 r 2 -2 r + 2 = 0, 特征根为/ * = 1 ± i ，故齐次方程通解为 

V = e^CCicosa: + C^siar). 

设原方程特解为 = Ae ", 代入原方程可得 A = 1，则故原方程通解为 

y—Y-^y* = e^CCicxsj ： + Czsiar + 1). 

故应填 e x ( C 1 cosj ： + C2siax + 1). 

点评本題为求二阶常数非齐次线性撖分方程通解的常规題，按公式求解即可， 

【1292】微分方程: v "+ y = -2文的通解为_ . 

解对应齐次方程的特征方程为 r 2 + l = 0, 其特征根为 ± z •，故齐次方程通解为 

Y = Cicosx + C 2 sinr . 

设原方程特解为 =or + 6, 代入原方程可得 


故原方程通解为 


a = — 2， 6 = 0,艮 P y * - -2 x , 





y = V ^ y * = Ci co&x + Cisinx - 2 x . 


故应填 Ci ccax + C 2 ^tix - 2 x . 


【1293】求微分方程 y A/ + y ' 


x 


2 


的 通解. 


解法一 对应齐次方程的特征方程为 A 2 十 A =0,解之得 A =0, A = -1, 故齐次方程的通解 


为 


y = Ci + C 2 e 


J 


设非齐次方程的特解为 y 
原方程的通解为 


X 


( ax 2 + + c) y 代入原方程得 u 


,6= _1 ,C = 2, 因此， 


:V 


— x 2 + + Ci + C2e 


3 




解 法二令 p = y \ 代入原方程得 〆 + /> = a : 2 , 故 


e 


x 2 e x dr + Co 




e - :(.rV - 2 xe x + 2 e x + C 0 ). 


再积分得到 y 


( x 1 一 2 x + 2 十 Coe" x )dr 


^ + 2 x + Ci + C2G 


3 


X 


点评本题既可用二阶常系数非齐次线性微分方程的方法求解，也可用降阶法求撳分方程 


的解 • 


[1294] 求微分方程 : T + a 2 >> = situ ： 的通解，其中常数 a >0. 

解 对应的齐次方程的通解为 y - Cicosar + C 2 sinar . 

(1) 当 a ^\ 时，设原方程的特解为: y * = Asiar + jBcosx , 代入原方程得 

A(a 2 - l)sirir 十 B(a 2 — 1 )cosj: = siar ， 


比较等式两端对应项的系数得 A 


a 


2 




1 


, B = 0. 所以 ： y 


a 


1 


sinx . 


(2) 当 a = 1 B 寸，设原方程的特解为 y *= x(Asinx + Bco & r ), 代入原方程得 

2 Acosx — 2 Bsiar = sinr , 


比较等式两端对应项的系数得 A = 0, B 
综合上述 讨论： 


2 


• 所以 ： y 


2 


XCOSJC 


当 a 矣1 时，通解为 jy = Cjcosar + C2sinar + ~^ sirir . 

a — 1 

当 a = 1 时，通解为 ： y 二 Cjco&x 十 siiu : - "~^ cosj :. 

求二阶 常系数 非齐次 线性微 分方程 的特解 

[1295] 求微分方程 y v ~ 2 y f ~ 广= 0满足条件: y (0) = 1, ：y XO ) = 1的解. 
解齐次方程： y "- 2, =0的特征方程为 A 2 -2 A =0. 

由此求得特征根 A ^0, A 2 = 2 .对应齐次方程的通解为 C , + Cje 2 ". 

设非齐次方程的特解为 = Are 2 ' 则 

( y * Y = (A + 2 Ar ) e 2 \ (，: T = M (1 + : r ) e 2 ' 

代入原方程，求得 A ■.从而 / = — xe 2 ^ , 
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于是，原方程的通解为 


5=7 + 3^ = Ci + (C 2 + Tx)e 


2x 


将 3^(0) = 1和，（0) = 1代入通解,求得 


C 


4 


C 2 


从而所求解为 y = f + f(l + 2 x ) e 2 \ 

点评 求二阶常糸數非齐次微分方程的特解时，应先求出其通解，再根据初始条件确定任 
意常数 c u c 2 . 


【1296】 假设对于一切实数函数 /( i ) 满足等式 /'( i ) 


/(0 士，且/(0)=2,则 


fix ) 


解 


由题设条件可知/'(：0存在，从而积分 /( Ock 对上限 I 可导，故 /' U ) 可导 

Jo 


在所给等式两端同时求导，得微分方程 


即 

该方程之相应齐次方程的通解为 


f ' x ) = 2 x + fix ), 
/ r ( x ) — f ( x ) = 2 x . 


/(x) = C ie z +C 2 ei, 


易见 -21 是微分方程①的一个特解，因此其通解为 

f ( x ) = C ^+ C 2 e ^ 

由于/'(0) =0，/(0)二2,得关于常数 C , 和 C 2 的方程组 

IC.-C2-2 


lx 


C 2 = 2 


其解为 (^ = 2, C 2 = 0, 于是得 /( x )=2 (e 


故应填 

【1297】 设 9 { x ) = e "- 
解 原方程化简得 9 { x ) 


9( x ) 


c - u) (p{u)du y 其中 9 ?( x ) 为连续函数，求 <p{x ). 

r - x (p(u)du + u(p{ u )du y 两端关于: r 求导数 
Jo Jo 

<p(u)du, 即 (p (x) + <p(x) = , 


该微分方程所对应齐次方程的特征方程为 r 2 + l = 0, 其特征根为 
所以齐次方程的通解为 y = Cicosx + C 2 siar - 


土 f • 


设 fU ) + fU ) = eZ 的特解为， =/W r, 代入方程求得^女，故知 

cp ( x ) — Cicosx + C2sinx + . 


① 


又 9(0) = 1， 〆 （()）=1，于是 q 


c 2 = y ， 所以 cp ( x ) 


~cosx + ~sinx + ~ e x - 





【1298】设 / U ) = S iar _ (_r - 0/ U ) 山，其中/为连续函数，求 / U ). 

Jo 

分析关系式两边对 X 求导数后化为二阶常系数非齐次线性微分方程，注意初始条件的确 


定, 


解由 / U ) = ―-^/⑴山+^⑴士的两边对：求导得 


/ '(x) = COSX 




两边再对: T 求导得 


ru > 


sinx - f { x ), 即 f ^ ix ) + fix ) 


sinx 


这是二阶常系数非齐次线性微分方程，初始条件 


y n = /(0) =0， y 

x = 0 


= 0 


r(o)=i ， 


对应齐次方程通解为 Y - C iS irir + C 2 cosx . 非齐次方程的特解可设为 

y * — x(a siar + b co & r ). 


用待定系数法 求得: a =0, 于是 J 


X 

y 


，非齐次方程的通解为 


y=Y+y^ = Cisiaz + Cjco&j: + ~cosj:. 


由初始条件定出 C ! = y , C 2 = 0, 从而 


f ( x ) = 了 sinr + 号 co & r . 


■ 

cLr . 


【1299】设函数 /( x )， gU ) 满足 rO ) = g (: c )， g '( x )=2 e :-/(_ rm /(0)=0， g (0) 

r fgu) /u) i 

Jo Ll + T (1 + z ) 2 」 _ 

解由 /'( x ) = g ( x ) 得 f ' x 、^ g y ( x ) =2# 于是有 

，尸(工）+/(1卜2# 

^/(0)-0 


r(o) 


解之得 fix ) = sinx - cosx + .又 


K f g { x ) 一 f ( x ) 

o L 1 + X (1 + x 


釋 

die 

Mi 


’ g ( j：)(l + x ) - fix ) 
0 (1 + x ) 2 


dx 


^ f f { x ){\ + x ) - f { x ) 


(1 + x ) 2 


dLr 


f ( x ) 


fix ) " fM 


1 + Jt 


X 0 


/( 0 ) 


点评本題考查了二阶常系数非齐次微分方程的求解方法和运用定积分计算的技巧.在求 

积分时，先利用题设条件对被枳函数整理化简，最后代入 / U ) 的式子进行计算. 

【1300】设函数 ：y = ： vU ^( - co , + oo ) 内具有二阶导数，且）’尹是 y = y ( x ) 
的反函数. 





(1) 试将 


Sx 


(30 所满足的微分方程 g 


+ (y + sinx ) 


dr 

dy 


0 变换为 : y = ： y ( x ) 满足的微分 


方程; 


(2) 求变换后的微分方程满足初始条件 yW ^ O ^ y ^ O ) 




的解, 


解 （1) 由反函数导数公式知 g = 即 ： y 


dr 

d：y 


上式两端关于： r 求导，得 


0, 


所以 




cLt " 
T " v 

XT ) 2 


.代入原微分方程得 

{y ) 


siar 


(2) 方程①所对应的齐次方程 : v 〃- y = o 的通解为 


Y - C /+ C 2 e 


—X 


设方程①的特解为 


代入方程①求得 A = 0 ，B 


，故 ： y 


Aco&r + Bsirur , 


siar , 从而 ： y 


① 


SIOZ 


的通解是 


y ( x ) = Cie z + C 2 e" x 


sirir. 


由 3,(0) =0, y (0) = |， Cfl ， C 2 = - 1，故所求初值间题的解为 


y(x) = e"™e^- 

点评在反函数求导过程中，用到了以下 公式: 


sun 


( 1 ) 


dr 1 1 

■■ 

dy y 


( 2 ) 


Sx 

dy 2 


d ( S ) d( 




y 

dy 


_1 

(: y ') 2 •: y 


rt 

_y^ „ 

(，） 3 


[1301] 设有级数 2+ D ^ y - 

n — 1 

( 1 ) 求此级数的收敛域； 

(2) 证明此级数的和函数 3 K _ r ) 满足微分方程 : y 


// 


_ 1; 


(3) 求微分方程，1 
解 （1) 对于任意: C 有 


1的通解，并由此确定该级数的和函数 y ( x ) 


lim 


^2( n 十 1) 

[2 (n + l )1! 

J 2n 

(2n)! 



l ^(2 n + l )(2 n +2) 


0, 


收敛域为（ - °°， + °°)- 

(2) 应用幂级数和函数的性质证明 




: y 


s 


X 


2n- 


( 2 n -1)!， 


y 


s 

n = 2 


X 


In-2 


iln - 2 )! 




所以 


: y 


: y 


X 


In 


( 2n )! • 


2+S 


X 


2n 


T^i ( 2 打） ！ - 


1. 


(3) 由/-1 = 0得特征根厂=±1，于是对应齐次方程的通解为 + 又，=1 


所以微分方程 >〃-y 


1的通解为 


y = Cic x + C^e 一 J + 1， 


由初始条件 


y 


x 


= 0 


2,3^ 


X 


= 0 


0,定出 


— Ci 


2 • 


所以 ： y (_ r ) = + 1 = chx 十 1 • 

已知通解反求微分方程 

【1302】 函数 :y = C〆 + C 2e - 2J + x e • ^ 满足的一个微分方程是 


( A)y 〃一 : y ' -2 y = 2 j：^ x 


X 


{ C)y " 十 ： y ' — 2：y = Ire 


解 特征方程两根为 ri = l , r 2 


(B)^ ^ - y f - 2y = 2>^ x 
( D )^ f， + ~2 y - 3 e x 

2，特征方程为（「-1)(「+ 2)=0，^ + /—2 = 0排除选项 


( A )、（ B ), 


由 y '= (1 + x ) e x » : y "= (2 +: r ) e J 代入方程 

♦ 

y ，f + y f ~2 y — {2 + x ) e x + (1 + x ) e x - Ixe ^ = 3 e x . 

故应选 ( D ). 

【1303】 设二阶常系数线性微分方程: y 〃+ t ^ + 办=5^的一个特解为+ + 
试确定常数《，沐 y ， 并求该方程的通解. 


解法 


由题设特解知原方程的特征根为1和2,所以特征方程为 


( r - l )( r -2)=0, 即 r 2 ~3 r + 2 = 0, 


于是《 


3,卢 


为确定7,只需将力= if 代入方程，得 


(x + 2) e x ~ 3 (x + l ) e x + 2 xe x = 7 e x , 解得 r ^ ~ 1. 

从而原方程的通解为 ^= C ie x + C 2 e 2x + xe J . 

解法二将尸 P +( l 十 x )# 代入原方程，得 

(4 + 2 or + 芦) e 2jr + (3 + 2 ar + /3) e x + (1 + a + ^) xe x = 7 e x . 

4 + 2 a + 卢= 0， 

比较同类项的系数，有 < 3 + 2^ + ^- r, 解方程组得 a = -3,p = 2,y= -1. 

~l + a + fi = 0. 

即原方程为： y 〃- 它对应的齐次方程的特征方程为 r 2 -3 r + 2-0, 解之得特征 




第十 _ :章常微分方程 


§9,常系数非齐次线性微分方程 


根 


1,~ = 2,故齐次方程的通解为 


Y - C 1 e x + C 2 e 2j: . 


由题设特解知，原方程的通解为 


C 2 e^+ (l + x)e x ], 


即 y = C y e x ^ C 4 e 2x +xe x . 

高阶微分方程解的讨论 

【1激4】 具有特解 h = 

(A) y^-y^-y' + y^O 
(C) y^- 6 y M + lly ' 一 63)= 


y 2 ^ 2 ^\ y 3 = 3 〆 的 3 阶常系数齐次线性微分方程是. 

( B ) y ^+ y ^- y ^- y^O 
0 ( D ) - ly " - y f = Q 


解 由三个特解形式知此微分方程特征根为 ri = r 2 =-1， r 3 = l 故特征方程应为: 


( 厂 +1) 2 ( ，一 1)=0 ,即 r 3 + r 2 -r~l 


所以微分方程应为 + 
故应选 ( B ). 


0 . 


常系数微分方程的有关应用题 


【1305】 设 



Py + oy 


3or 


满足初始条件 火0) = ^(0) 


0 的特解，则当 
( A ) 不存在 


0时，函数 11 ^^的极限 


( B ) 等于1 


( C ) 等于2 


( D ) 等于3 


解由 y = ： y (: r ) 为微分方程特解知 y / f ( x ) 
由洛必达法则， 


3x 


一 py '( x ) - qy ( x ) 




0_ 

0 


lim W 2 ) -lim —~ 

x-o : V (： r ) x^o y { jc ) x-*oy { x ) ^-0 y ( 


aim - 7 ~ - ii 

jr^y \X) r 


11m 〃 〆 \ 

^-0 y ( x ) 


lim 

J - K ) 


3x 


py f ( jc ) - qy { x ) 1-0-0 


故应选 ( C ). 

点评是二阶常糸数微分方程的解，故: vU ),， （: r ) 均连续.又由方程知 ，(: r ) 也是连 
续的. 

【1306】 长为6米的链条自桌上无摩擦地向下滑动，假设运动开始时,链条自桌上垂下部分 
已有1米长，试问，需要多长时间，链条才全部滑离桌面？ 

解取桌面为 _ r 轴的原点,: r 轴的方向垂直向下，设在时刻 r 时链条在桌面下端的长度为 
r ， 则 : r = x (/>， 再设链条的线密度为为常数），于是在时刻 Z ， 作用在链条上的力是重力~ 
U 为重力加速度），因此有 




Sx s 

dt 2 6 


且满足 jt (0) = 1,^'(0) =0* 


由特征方程 r 2 ~- f = 0 , 得特征根 r = t 


8_ 


，于是方程的通解是 





Cte 



C 2 e 


-fh 


再由 : r (0) = l，《r (0) = 0,可得 C \ — C2 — 所以 


x = T( e 



e 




当 


6 B +, 可得所以，链条全部滑离桌面所需的时间为 

t = J ^~ ln (6 + /35) . 


10. 欧拉方程 


微分方程 


: V n ) 十夕 〆 - 1 /”- 1 )十…十久- + 


其中/…，九是常数,称为欧拉方程,它的解法是 


设 


e r » SP t = lar , Wl 


dy 

dy 

dr 

1 dy 

<lr 

dt 

dx 

jr dt 1 


- 1 ( 

'd 2 y 

_^y) 

dx 2 


> dt 2 

dtl* 

d 3 y 

1 | 

1 d 3 y 

.Sy 

d? = 

Vl 

cU 3 

_3 d^ 


i2 = JL( _ d 2 ^ ^ " 

dr 3 x 3 \ df 3 dt 2 dW ’ 

将它们代入原方程，则可将欧拉方程化为常系数线性微分方程. 


基本题型 


[1307] 

解令 


欧拉方程 x 2 g + 4 :g 


e % 则 


d v 

^ +2^ = 0 (: c >0) 的通解为. 


dy dy dt 
- - — •— 

<Lr df dz 




dy 

X dr 


Sy 

dr 2 


1 dy l Sy 也―丄 

x 2 dt x dt 2 ^~ A 


dt 


代入原方程，整理得 g + 3 g + 2 ：y = 0，解此方程得通解为 


C^e 1 + Qe 


-It 




故应填 + g 


2 - 






【 1308 】求方程 + 2(1-V^)〆 - 6：y = 〆^ 的通解 • 


解令 = u ，则 


dy dy du 1 办 
cLr du ic 2u du 

Sy _ d ( d^ I du _ 1 d 2 y 
dr 2 dw l dr / dr 4u 2 du 2 


1 赵 

4u 3 clw 


代入原方程可得 


一 6：y = e 3 ' 其通解为 


3 u 1 


Cie' u + C 2 e 


^e 3w . 


将 U =v^ 代回得 ： + + 

【 1309 】设函数 : y = ： y(x ) 由方程 



(1 + ^:)^ = [2y + (1 + t z )y f/ (t)]dt - ln(l + x 

Jo 


所确定，其中 ^>0, 且 3^ A = 0, 试求 : y(x). 

j = 0 


解将方程两边求导，得 


+ (l + x) ： y /= 2y+(l + x) 2 y 


有初值问题 


(1 十 x) 2 y " 一 (1 + x)：y ' 十 ： y 


y = 0 , y ' =0 

L x = 0 .r = 0 

令 l + jr = e \ 记 D =^ ■，有 + + ：y = e 乂 特征方程为 

at 


A 2 - 2 入 + 1 = 0 得 A 


齐次方程通解为 


(C x ^C 2 t)t\ 


由 /(0 = e i,A= -1 不是特征根，故可设一特解， =Ae 〃，代入得 A=f •故通解为 


y= [C t + C 2 ln(l +:c)](l 十 x 


4(1 十： c) • 


把 > x=0 = 0 ^ 


0 代入得 


C t 


4 Cl ~ 2 


故原方程的解为 


[-士 


ln(l + x) (1 + x) + 


4(1 +x) 




§11. 微分方程的幂级数解法 


对于二阶齐次线性微分方程 y ^ PU ) y ^ Q ( x)y = 0 用幂级数求解有下述 定理： 

若方程中的系数 P (: r ) 与 QU ) 可在内展开成: r 的幂级数，那么在- 

00 

内该微分方程必有形如 ；S a〆 1 的解. 

n ~ 0 

基本题型 


[1310] 用幂级数求微分方程 ( l - x ) y ^ x 2 - y 的解. 

00 00 

解设方程解为: y = ao 十 y ] y ' = D 代入原方程得 

n^l n = 1 

oo oo 

(1- 工 )‘ 2 1= : 2 -a 0 - D a〆' 

71 = 1 f| - 1 

比较两端系数，求出原方程通解为 

_ • 

尸 c ( i - 工)+ 工+含工 +… + (;r; - 2) 2 (ra +^^ 十…， 

【1311】用幂级数求微分方程 U + 1) 〆 + ： y 的解. 

oo oo 

解设方程解为 3^ = ao + S a〆 ， 则 a ^ n - x ^ 1 . 代入原方程得 

n = 1 » « 1 


X 


D*S 


J ： 2 — 2x + ag + 2 a rp^ - 


比较两端系数，求出原方程通解为 


y 


C(1 + x) 一 : r 2 


2. 3 
3 X 


3 


x 


A- . 一 - -y»^ +， • ， 

5 15 


用幕级数求解初值问题 


[1312] 用幂级数求，=/ + J 满足初始条件 j +的特解 . 

x = 0 2 

解由5匕 0 = 士，设方程的解为 


: y 


2 


+ 


S a 〆 ， 


y 




a\ 


+ 


2 




代入方程，比较两端同次幂的系数，得 


: y 


2 4 


X + 


含工 2+ ^ 3+ 垚工 4 —.. 


【1313】用幂级数求 ( l - x ) y ' + 尸 l + z 满足 j =0的特解. 

x = 0 

CO 00 

解设方程的解为 y = 2 a〆 ， 由初始条件 :V =0可知 a 0 = 0, 把 a〆 代入 

1 戈一 U ^ 

ft = 1 




第十 _章 常微分方程 


§12. 综合提离通型 


原方程得 


(i-x) 2 似十 2 a ^° n = 1 + ^ • 


比较同次幂的系数，得 




v= r + —+ + 

y x 1-2 2-3 3^4 X 



12. 综合提高题型 


利用微分方程的定义求解 


【1314】已知 : y 


是微分方程 : y ' = f + 9( f ) 的解，则 f ( f ) 的表达式为_ 


(A) 




(B) 


yl 


{c) ~i 


(D) 


解将 


☆ 代入微分方程， K )， 得 




X 


^2 x "' = i ^十 ^Onr), IP ^(Injr) 


▲ 

\r?x 


x 



令 lai = ti , 有 < p { u ) = i , 所以 9 <~)= 一飞、 

u L y x l 

故应选 ( A ). 

点评本題是一道计舁形式的选择題.要求解函数表达式，直接按照计算題的解題思路求 
解，爰后与选择题的选项对照，得到正确答案. 

利用不定枳分运算求解微分方程 

【 1315 】 微分方程抑’+ >-0 满足初始条件火 1)=2 的特解为_ . 

解 原方程可化为(幻 0'=0, 积分得 ^y=C, 代入初始条件得 C = 2, 从而所求特解为 

jy = 2 . 

故应填 xy -2. 

4 

点评应热记公式 ( xy )' ~ ocy ' y . 

[1316] 已知 / 2 (;r)= p/(0 ： T^d£ + l ， 且 /U) 为可导正值函数，则 /(:r) = _ . 

Jo 2十 cost 

解对已知等式两端关于 X 求导，得 


2/(^)/ / (x)=/(x) 


COSX 


整理得广（：0 = 


siar 


，则 


/U) 


SUIT 


2 + 


dr 


In I 2 + 


COSX 


+ c 


又由已知 /(0) = 1, 代入得 C = yin 3 + 1. 





故应填 f ( x ) = - 了 In I 2十 


2 


ln 3 十 1 . 


【1317】设函数 /( x ) 在[0, + «>) 上可导，/( 0 )= 0 ,且其反函数为 gU ) ■若 

I 

• r 2 e ' 求 / U ), 

解等式两边对 _r 求导得总[/(_3：)]/'(1)=2：|^ + ：1： 2 #，而 g [/(* r )] = jc , 故 

Xf’('x) = 2xe J + x 2 g x . 

当： r 关0时， f f ( x )= 2 e x + xe \ 积分得 


■Ax) 


0 


g ( t)dt 


/( x ) = (x + l ) e T + C . 


由于 / U ) 在 : r = 0 处连续，故由 


f ( 0 )= lim fix ) = lim [(x + l ) e x + C ] =0 

之一 0 + + 


得 C = -1,因此/(又）=(1+1)#-1, 

点评本题考查求解函数表达式，把函数方程化为微分方程是求解方程常用方法，解题时 

♦ 

应注意到 /( JT ) 的反函数为 g ( x ) y 所以 g [/( J ：)] =： T . 


[1318] 设函数 / U ) 在 (0, + co ) 内连续， /( l > 


2 


,且对所有: r ， rG (0, +«>)，满足条件 


31 


f ( u)du - 


f ( u)du + x I f ( u)duy 

1 


求 / u ). 


解由题意可知，等式的每一项都是: t 的可导函数，于是等式两边对: C 求导，得 


tf ( jt ) = tf { x ) + f ( u)du 




① 


在①式中，令1 = 1，由 = f ，得 




f ( u ) du y 


则 / U ) 是(0, + OC ) 内的可导函数.②式两边对 f 求导，得 


/(O + i/^O-y 


即尸 （0 


It 


上式两边求积分，得 


fit ) = — In / + C 


由 /(1 )=音 ，得 C 二音， 于是 f ( x ) --^-(Inr + 1). 

【1319】设 FU ) 为 / U ) 的原函数，且当时 


② 


/( x ) F ( x ) 


xe 


2 (l + x ) 2 


已知 F (0) = 1， FU )>0, 试求 / U >. 
解由 ru )=/( x ), 有 





第十 _辛 常微分方程 


§12,综合提商题型 


于是，由 


2F(x)F^(j：)cir 


xe 


(1 + x ) 2 


dx 得 F 2 ( x ) 


由 F (0) = 1 和 F 2 (0) = 1 十 C ， 得 C = 0, 从而 


FU ) 



( F ( x )>0), f ( x ) 


xe2 


2(1 


【1320】 若 FU ) 是 / U ) 的一个原函数, G ( x ) 是的一个原函数，又 FU ) GU ) 
/(0) = 1，求/(：1-). 

解 将方程 FU ) GU )= -1， 两端对 I 求导，得 

F ， ( x ) G ( x ) + F ( x ) G ， ( x ') = d . 


一 1 


F f { x ) FU ) 
F ( x ) F ' ix ) 


0， [ F ( x )] 2 =[ F (: r )] 2 ， 即 


dF 

dr 


± F ( x ) 


积分得 FU ) = Ce x 或 F ( x ) = Ce 


所以 


/ U ) = r ( x ) = Ce J 或 fix ) 


Ce 


由 /(0) = 1 得 c 


或 C = 〜 1 


从而 /( I )= 〆 或 f ( x ) ^ e ' x . 

用分离变置法求解的综合题 

11321] 从船上向海中沉放某种探测仪器，按探测要求，需确定仪器的下沉深度 _ y (从海平 
面算起)与下沉速度 r 之间的函数关系.设仪器在重力作用下，从海平面由静止开始铅直下沉， 
在下沉过程中还受到阻力和浮力的作用.设仪器的质量为 m ， 体积为 B ， 海水比重为…仪 器所受 
的阻力与下沉速度成正比，比例系数为 AU >0) .试建立^与 u 所满足的微分方程，并求出函数 
关系式 y ( v ). 

解 取沉放点为原点 0, Qy 轴正向铅直向下,则由牛顿第二定律得 


d 2 ^ 

"7 T ~ mg - Bp - ko , 

at 


将 S 


g 代入以消去，，得 a 之间的微分 方程: 


dv 


Bp _ kv 


分离麵■积分后得 


士 （邮- 蚴-如 ）+ c . 


由初始条件 


0定出 c = ^^^ l n ( ? 呢 - Bp ), 故所求的函数关系式 

K 


in 


(nig ~ Bp)^ Trlf r - 

- o —~ In ~ 

k L ryig 


Bp - kv 
一 B P 


点评桉題意列出慠分方程，然后通过降阶及分离变量得通解，最后根据初始条件定出佐 





意常数得所求的函数关系式.应注意的是本题含有多个字母参数，在运算中极易出错 
[1322] 函数 / U ) 在[0,十〜）上可导，/(0) = 1,且满足等式 




(1) 求导数 ru ); 

(2) 证明当^>0时，不等式 
解由题设知 


成立 


jr+l)/ / (jr) + (:r + l ) f ( x ) - f ( t)dt =0 

Jo 


t 式两边对 o ： 求导，得 


i)ru)= -u+2 ) 广 u). 


设 u = f / u ) 9 m ^ 


du 

dx 


7 Ti u 


，解之得 




Ce^ x 

•X + 1 


由 /(0) = 1 及厂 （0)+/(0)=0, 知厂（0)= -1, 从而 C = -1. 因此 


/ '( x ) 


X + 


(2) 证法一当时 ，厂 U )<0, 即 / U ) 单调减少，又/(0) = 1,所以 /( z )</(0) 


设 < p ( jc ) =/( x ) 


'则 


9 ?( 0 ) = 0， < p f { x ) = f f ( x ) + e 


-X 


- 

^ TT e 


当时， P ' U )> o , 即 pU ) 单调增加，因而即有 


综上所述，当^>0时，不等式 


/ u ) y . 

</( x)<l 成立. 


证法二由于 /'( Odt =/(: c )-/(0)=/(; r )- l , 所以 


/U) — 1= - a ^ Tl dt - 


注意到当： T >0 时， 


0< —rd/< e^ l dt 

Jo 之十 1 Jo 


1 一 e 


因而 


-X 




点评 本 題考查7 撖分方程的求解 与证明 不等式.应用变上限定积分的求导公式导出撖分 
方程，这是关干/( X )的二阶方程，用降阶法得到关于 /' (: T ) 的一阶方裎，解此可分离变量的抵分 
方程得结果.不等式可应用单调性和定积分的性质两种方法出证明. 


有关一阶线性微分方程的综合题 


【1323】求微分方程 : y ' - y\nl 


smr 


- i ) 满足 I 


时^有界的特解. 


解解此一阶线性微分方 程得: 



in2dr 


[ J 2si 


^( co&r 


鞅 

l)e 


-ln2dr 


dr + C 


I — 

\nT 


sirur-x 


C 2 X , 





第十 _ :章常微分方程 


§12. 铼合提离通型 


由 


+ ~时,: y 有界，得 C = 0. 


故微分方程的特解为^ = ^2—. 

[1324] 设 /( x ) 为连续函数. 

(〆 + ay = fix ) 

(1) 求初值间题 的解: yU )， 其中 a 是正 常数； 

:V =0 

、 x =0 

(2) 若 |/ U ) 丨<々 U 为常数），证 明：当 x >0 时，有 b ( x )|< A ( l - e _ 


QX 


证 （1) 原方程的通解为 

y ( x ) = 



/〈dfcLr 十 C 


e^[F(x) + C] , 


其中 F ( X ) 是 / U )， 的任一原函数.由5(0)=0,得 C = - F (0), 故 

y ( x ) = e^[F(x) - F(0)] = 

Jo 


(2) \ y ( x )\^ e ~^ \ f ( t )\ e at dt ^ ke~ ax 

Jo Jo 


^fVch = 1^ 肛(， -1) 

. n d 


(l 一 n x > o . 


【1325】设 /( x ) 在区间 （0, + oo ) 上连续，且 lim Ax) = k U >0,常数），试证： ^ 十 j =/(: r ) 

0+00 cLr 


的所有解，当 


+ oo 时都趋于走. 


解 ¥ + y =/( x ) 是一阶线性方程，其通解为 


dr 


-x 



e x fU)dx 


故此题变为只需证 


lim y = lim 

♦ + OO T—► + c 


^ X f ( x ) dj ： 

Jo 


C 


就行了 .而欲求上式的极限，应先证明 lim e yU ) dr = 再运用洛必达法则求 lim y 

♦ co J 0 + 

事实上 ，由 lim / U ) 二务知 ，取 = 则存在 X >0, 使当 x>X 时恒有 


k - y </( x )<^ + y , 


从而有，但 lim 

^ + o 


去 e : dLr = lim 去 〆 =+ oo , 故知 

0 ^ x ■►+ ® Z o 


lim e x f{x)dx 
—+ 03 J 0 


00 


于是由洛必达法则就有 


e x f ( a：)dx + C X f/ \ 

Inn y = lim -:- = lim -: — = lim f ( x ) = k 


【1326】设有微分方程， -2^= 〆 ：!；)， 其中 




|2， 若 x < l , 

9 X ^ io , 若 X >1. 

试求在 （-+ oo ) 内的连续函数 yzyU ), 使之在 （-00,1) 和 （1，+ CO ) 内都满足所给方程，且 
满足条件 〆 0)=0. 

解 当: C <1 时，有，-2尸2,其通解为 

y 二 el 2 心 [ be - J 2 心 dr 十 Cl ] 二 e 2 j : [{2 e~ 2x dsc + Cj - Cje 2 " - 1 (x < 1). 


由： y (0) =0,得 Ci = 1，所以 

y = e 2x -1 (工<1). 

当 i>l B 寸，有， -2 ：v = 0, 其通解为 

y = C 2 J 2dx - C 2 e 2jr (x > 1). 

由 lim + C 2 e 2x - lim ( e 2 " - 1) = e 2 - 1 得 

J — 1 ^1 

C 2 e 2 = e 2 -U 即 C 2 = l-e' 2 , 


所以 


尸 （1 一 e ~ 2 ) e 2 之 U >1), 


于是,若补充定义函数值: y = e 2 - 1，则得在 （- oo, 十 oo) 上的连续函数 

X= 1 

37 工 —i(l-e _ 2 )e' 若 i>l. 

显然满足题中所要求的全部条件. 

点评本题 pU ) 为分段函数，相当于求解两个一阶线性微分方程，然后利用逄续性和初始 
条件确定任意常数.应该注意的是，求解 （- oo ， t ) 和（1，+ oo ) 内的微分方程应对应不同的任意 
常数（^,0 2 ，而不能用同一个任意常数 C 表示. 

【1327】设: y =/ U ) 是第一象限内连接点八(0，1)』(1，0)的一段连续曲线，从(1，：0为该曲 
线上任意一点，点 C 为 M 在: r 轴上的投影， O 为坐标原点.若梯形 OCM 4 的面积与曲边三角形 


CBM 的面积之和为 f + f ， 求/(^)的表达式. 

解 根据题意，有 

■y [1 + /(x)] + f(t)dt = ^ + 

两边关于 i 求导，得 


I[1 +/(x)] + - fix) 


2 


x 


当时，得 


/'(:)- 丄 / U ) 二 h 







第十 _ •章常微分方程 


§12. 综含提离题型 


dr 


x(x + 7 + c)=j2 + 1+Cr 


当 


0时， 



1* 由于 : r = 1时,/( I ) = 0,故有2+ C = 0,从而 C = -2 .所以 


fisc ) 


-2^ + 1 


一 I ) 2 . 


点评 本題作为几何启用題，应先画出草困，根据超意把变区间上的平面困形面积用变积 
分表示，由已知条件得到含/(^)的函数方程，两边求导得对应的微分方秸.应用題中还应特别注 
意初始条件的确定.本题题型常考，雇重点掌捱. 

【1328】设级数 g + 0 十…(-⑺<了< + 00)的和函数为 S ( x ) .求 

2*4 2.4*6 2.4女8 

(05(:0 所满足的一阶微分 方程； 

(2) S (： c ) 的表 达式. 


解 （ l ) S (: r ) 


x 4 


2*4.6 2*4 # 6 # 8 


易见 S (0)=0, 


S ' u ) + 士 ▲ + 




-1 

x ~2 + S(x) 


因此 S (. r ) 是初值问题 y / = sy 


£ 


, W 0)=0 的解. 


(2) 方程 y r f 的通解为 


j xdx [ ' 


~ e " J Xdx dx + C 


y - l+Ce 


2^ 


由初始条件: y (0) = 0,求得 C = 1 . 


故 


2 


+ e 


1，因此和函数 


S ( x ) 




+ e 2 — 1. 


有关贝努里方程的综合题 

【1329】已知/( I )可微,且满足 


解 

①式中令 


% x 


Kt ) 

t 3 fu) + 
fit ). 


dt = f ( x ) 一1，求/(>), 


dt = f ( x ) - l . 


1 得： /( l ) = 1 . 


①式两端求导得 


fix ) 


ru )， 即: 


dr _ 工 3 汐 + j 

dy y 


，也即 


dz 


x . 


① 


② 


此方程为贝努里方程，令 $ 


则孕，代入②式整理得 4^ + - 


dy 


dy 


S + f … 2 , 解此一阶 


线性微分方程得 


z = e 




zJ^dy + c] ” 一 2 


y 3 +C = ~ 

■ 


+ C ： y- 2 , 







即 


/ U ) + C [/( X )]— 2 ,把/(1) = 1 代入得 C 


丄 


故麵所求 / U ) 是誓+ + 

【1330】设 &=/(”)， 其中 r 


—/ 3 ( x ) = j 确定的隐函数. 


: r 2 + y + z 2 ,/ 二次可微,且满足 


d 2 u 4 d 2 u 

dx 2 dy 2 


a 2 u 

dz 2 


du\ 2 

dx) 


du 


du 

dz 


求函数 


解 


du du dr x du y du du z du 

dx dr dx r dr By r dr f 3z r dr 


d 2 u _ 3_ / x du 

3 t 2 dx \ r dr 


x # 


X 


du , ( x 

d ^ I ~ 


2 d 2 u _ r 2 — a: 2 du 
dr 2 r 3 dr 


x 


£u 

dr 2 


d 2 u = r 2 - y 2 du ( _y_\ 2 Sji 

dy 2 r 3 dr 1 r ) dr 2 ’ 


d 2 u r 2 — z 2 du 


z 


dz 2 


r 3 dr 


£u 

dr 2 


把上述各式代入原方程并整理得 


cPu 

dr 2 


2 du 

7d7 


du \ 2 

d ^) 


① 


令 ^ = 火则 


dp 

dr 


，代入①式得 


fr 


2 


- P 2 


② 


②代为贝努里方程，令 ; t 


P-1 ， 则炉 


-2处 

dr 


代入②式可化为 


dz 

dr 


1.故 


叫 J 


一 1) 


• J> d 


C ! 


3C 


3 r : 


所以 


du 

d 7 


3r 2 


3 Q 


.从而 


«= f ^ 3r ' 2 3 dr = - ln (3 C 1 - r 3 ) + C 2 - _ InDCi _ U 2 + y 2 + Z 2 ) 2 ] + C 2 . 

J 3 0 j r 

有关可降阶高阶微分方程的综合题 

[1331 J 设对任意: r >0, 曲线 y =/ U ) 上点 U ，/“）） 处的切线在 y 轴上的截距等于 


士{ 0 7⑴ d ,， 求/( X )的—般表达式. 


解曲线 : y = /(： T ) 上点 ( T ，/ Cr >) 处的切线方程为 

^-/(x)=/ / (x)(X-x) 
令 x = o , 得截距由题意，知 


丄 


f ( t ) dt = f ( x )- jf / ( x) y 即 


/(Ock = «r[/(x)-4T (: r)]- 




上式对 j 求导，化简得 jTCr )+/' U )=0 .即 f UTCr >)=0. 
积分得 V ( j ) = Ci . 因此 


fix) 


Inr 


(其中 CuQ ； 为任意常数）. 


点评当 / U ) 满足带上、下限积分的方裎时，为了求解 / U )， 一般通过两边求导，去掸变 
上、下限积分，获得关于 /(. r ) 的微分方程，然后通过板分方程的方法求/( 1 >.这种方程一般锖况 
下都可获得初始条件，只要在变上、下 f 艮积分中取上、下限一致即可.另外结合导数的应用或定 
积分的应用，这种带变上、下限积分的方程可能要先枨据超意自己建立. 


【1332】 


只船 A 从原点出发,以固定的速度％沿^轱的正向行驶；另一小船 B 从负 x 轴 


上的一点(心，0)同时出发，以始 终声向 A 点的固定速 度巧朝 A 追去，试求船 B 行驶的路线.并 
回答下列问题： 

(1) 如果&>抑，问 B 需多长时间才能追上 A ; 

(2) 如果 q =如，问 B 和 A 可以接近到怎样的程度. 

解船 B 行驶的路线与速度^的方向相切，当时间为 f 时，船 B 的位置是 Ud )， 船 A 的位 
置是 (0, m ), 如图 1332 所示，再设船 B 的行驶路线为 ： y=/U), 则有 

dy _ y t ~ y y 

dz 0 - jt - x 

且有乂 = •代入 上式得 少冬 


VQt 


dy 

dr 


A(0,y t ) 


两端对 J ： 求导得 


dy dt dy 
dr V ° dx dr 


Sy 

dr ^ 


即 


d 2 ^ 

dr 2 


B(x y y) 


( 太 o, 0 ) 


^0 


dl 

dx 


图 1332 


由于 


1 + ( I ) 2 S ， 故得 


dt 

dx 


1 十 


dy 


取 l 


所以有 


<^y 

dx 2 


士 (£ 


其初始条件为 


令砮，则 


y ( jc 0 )= O f ^ / ( x 0 ) = 0. 

n . -5 « 


?仰，得 7^ 


两边积分得 

V\ X 


_ 

ln(p + V 1 + P 2 ) = \nx v i + \ nC x 或 p + J 1 + p 2 = C x x . 




由 ： y /( xo ) =0,（即夕 


x 0 


2 ^ 5 

0) 得 Ci :：*：。， 于是 沪十公1 +户 2 =工(^1工，而 


1 + p 2 


/) 十 Jl + P 2 


XQ V iJO V i y 


上面两式相减得 2 fi = j：(/ixh — H 由此可得 


厂 ^ 


1 一 


^0 

V \ 


v \ 


3 

工0 v i 


i^o 

^1 


又由： y (: r Q ) = 0, 得 


C 


^1^0 
y \ ^ 


工0 


所以船 B 行驶的路线为 


〜 U 十，:]乎 

2 L ^1 - vq Vi + vq 」 W — t 


^1 


(1) 当 B 追上焱时，《2： = 0,3^ = 3^ = 1^，所以£追上 A 的时间为 


2. _ 1 一 ViVQ _ 

^0 幻 0 Vq ° Vq - v\ ° 


(2) 当时，船 S 的行驶路线所满足的微分方程为 


x d^ = '/^T 

:V (: r 0 ) =0, y '( xo ) 


dl) 2 
dx / 




令= = p 与前面过程类似，可以得到 


2 P 


Xo 


^0 


即 


dy 

dr 


£0 


工 o 


解得 J 


(xoln| x | 


xi 

2xn 


) + C. 


用>^(«2：0) = 0 代入上式得到 C = "^*^0 


1 , X 


~- x 0 ln I ^0 I ，所以 
£ + ? U < x <0) 


可见当 


0时 ， y 


00 


这说明船 B 经过的路线是以船 A 经过的路线 x = 0 为渐近线. 

有关全微分方程的综合题 

【1333】设 / U ) 具有二阶连续导数，/(0) = 0,/' ⑻=1，且 

[ jy(x + y ) ~/( x)^]dr + [ f '{ x ) + x 2 y]dy 

为一全微分方程，求 /( x ) 及此全微分方程的通解. 

解由全微分方程的充要条件知 


( vi > Vo ) 




^ 2 + 2^y-/(x ) 二 f'oc 、+ 2^y. 

即 f f ， {x) ^ fix) = x 2 . 解得 fix) ^ C^osj ： + C 2 siiut ： + x 2 - 2. 

由 ，⑻ =0 , 厂⑹二 } 求得从而得 

f(x) = 2cosx + sinx + x 2 - 2. 

于是原方程为 

[xy 2 - (2cosj ： + siar)^ + 2^]dx+ ( - 2siaz + cosx + 2x + x z y)dy = 0 . 

x 2 y 2 

其通解是 -2：ysinx + ：ycosx + ^~ + 2:ty = C- 

11334】设函数 QU ，： y) 在 : nOy 平面上具有一阶连续偏导数，曲线积分 

I 

2^ydx + Q(x 9 y)dy 

J i 

与路径无关，并且对任意〖恒有 

广（ “1) f(l. 0 

Ixydoc + Q(x 9 y)dy= IxyAx + Q ( 工， y)dy. 

J (0,0) j (0*0) 


求 

解由曲线积分与路径无关的条件知 

良 3 ( 2 取 ） 

dx ~ dy 

于是，0(^：，30 = ：?： 2 +(^(30,其中 C (: y ) 为待定函数.又 

0,0 2jyd.r + QU,y)dy^= f 1 U 2 + C{y)]dy= t 2 ^ C(y)dy f 
J (0*0) Jo J0 

0,0 2^ydx + Q(x,y)dy^= [' [l 2 十 C( ： y)]d：y 二 f + C(y)dy. 

J (0,0) Jo J0 

由题设知 

t 2j r f C(y)dy- t + C(y)dy. 

Jo J 0 

两边对 / 求导得 2 f 二 1 十 C ⑴ ，即 C(t)=2t - 1 ， 从而 C (： y ) = 2： y - 1 ， 所以 

Q(x, y) = x 2 + 2y-l. 


有关二阶常系数线性微分方程的综合题 

[1335] 某种飞机在机场降落时，为了减少滑行距离，在触地的 瞬间， 飞机尾部张开减速 
伞，以增大阻力，使飞机迅速减速并停下.现有一质量为 9000 kg 的飞机，着陆时的水平速度为 
700 km / h ， 经测试，减速伞打开后，飞机所受的总阻力与飞机的速度成正比（比例系数为* =6 . 0>< 
10 6 ).问从着陆点算起，飞机滑行的最长距离是多少？ 

(注: kg 表示千克， km / h 表示千米/小时）. 

解由题设，飞机的质量 m - 9000 kg , 着陆时的水平速度叫= 700 km / h , 从飞机接触跑道开始 
计时，设£时刻飞机的滑行距离为 x (0, 速度为 v(t). 

根据牛顿第二定律，得 mj = -如.又莹= J . S ㈠ £，由以上二式得如 = - f ^， 积分 


得 i (:)= - fv + C . 


由于 力 (0) = u 0 ,x(0) =0, 故得 C= f 、， 从而 x ( t ) 


m 


(^0 " v ( t )). 


当 T；(t)—0 时， 


… 脚 0 9000X700 . …， s 

" U ) ^ x = x ^ l ^ =105(km) 


所以，飞机滑行的最长距离为 1.05km. 

【1336】设函数 pU) 有连续的二阶导数,并使曲线积分 


[3^ ( x ) - 2< p ( x ) + x^^\ydx + < p r ( x)dy 


与路径无关，求 ^u). 
解 <=!?，得 


( p ' ix ) - 3( p '{ x ) +2< p ( x ) = xe 


lx 


该微分方程为二阶线性非齐次微分方程，其所对应的齐次微分方程的特征根为 n = 1,^ = 2.从 
而对应齐次微分方程的通解为 pU) = C ie i+C 2 e 2j *. 

设一个特解为〆 （x) =J：(ax + 6)e 2 ' 解得 a = b = ~ l . 

故微分方程的通解为：史 U) = C〆 + C 2 ^ + x(y - lX 

作代换化为可计算的微分方程 

【1337】求方程, \ ^的通解 . 

dr x 2 + ^ + lay 

解 把原式整理为：_ = 厂 1 - 、 _ 2 . 

dx f r + vY 


令 M = _r 十: y， 得普- 1 


(x + W 

分离变量得 ~ f~idu 

u L u l + 1 


dz, 等式两端同时积分得 


arctanu = 工十 C. 


故该微分方程的通解为 d 


【1338】利用代换 


arctan(x ^ y ) + C . 

将 方程； y "coso ： - 2 y ' sinx + 7 >y 


e x 化简，并求出原方程的通 


解. 


解 由= ycmr 两端对 x 求导，得 


: ysinr， 


一 2 y ’sinr — ycosx 


于是原方程化为 + = e '其通解为 


e: 


u = Cicos2x + C2sin2x + ~ (Cj, C2 为任意常数）, 


cos2x 


从而原方程的通解为 y = Ci + 2C 2 siar + . 

cosx 5 cosj: 


【133 9 】用变量代换 


cosr (0< £<7r) 化简微分方程 （1 - x 2 ) y " - xy ' + y -0 9 并求其满足 


\, y f 


解 


x = 0 

cir 


2的特解 

dx 1 

dt dr 

d 7 


丄也 

sint dt 




y 


ay 

dr 2 


Alii . 

dt\ dx J dr 

dt 


cost dy 

1 心， 

/ 1 

- sin 2 1 dt 

sini dt 2 - 

\ sim 


1 d 2 y 

sin t dt 2 


cost dy 
sin 3 1 dt 


将代入原方程，得 


(1 


2 




1 d 2 y _ cost dy 
2 t dt 2 sin 3 1 


sin 


cost dy 
sint dt 


+ y = 0 . 


即会 + r 0. 

Qt 


其特征方程为 V + 1 = 0,解得 A = ± i , 于是此方程的通解为 


y=Ci cost + C 2 siiu, 


从而原方程的通解 

y= Cjjc + Ci J x 2 , 

由 : V = l , y ' =2, 得 Q =2, C 2 =1, 故所求方程的特解为 

j =0 

=2x + y i— jc 2 . 

点评本題为二阶线性变系数方程 ，一 般请况下很难求解*这里给出 i 变責替换后便把变 
系數方裎化为常系數方程，从而可求得通解，做题时应注意通解应为自变量尤的函数.由初始条 
件代入可得特解. 
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